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Vorwort. 


Die deutsche Ausgabe des „Treatise on the higher plane 
curves“ von (ieorge Salraou, die icli hiermit dem iiiatlieina- 
tischen Publikum übergebe, ist eine Uebersetzung nacli der 
2. Ausg. des Originals, welche vor Kurzem verbttentlicht worden 
ist, deren allmiihligem Fortsehreiten ich aber durch die Zu- 
sendung der Probebogen genau folgen konnte. Sie weicht 
von der Originalausgabe wesentlich nur ab durch die Weg- 
lassung eines Abschnittes von Kapitel VIII ül)er die linearen 
Transformationen, welche Theorie ihren Platz in der Analy- 
tischen Geometrie der Kegelschnitte (Kaj), XXII, Art. 375 i.) 
behalten soll, durch vermehrte Literaturnachweisungen und 
einige mit demselben verbundene Zusätze, lin Text ist ausser 
Art. 22, 23 nur wenig hinzugefügt worden. 

Einige Mittheilungen über die Entstehung der Original- 
au.sgabe gebe ich mit den Worten des Verfassers wieiler. 
„Die erste Ausgabe dieses üuche.s ist seit mehreren Jahren 
vergriffen und ich hatte ehedem selbst die Idee einer Neu- 
ausgabe desselben aufgegeben. Als zu einer Zeit geschrieben, 
wo die neuere Algebra noch in ihrer Kindheit war, forderte 
das Buch ausgedehnte Veränderungen, um auf den gegen- 
wärtigen Standpunkt der W’issenschaft gebracht zu werden, 
und da ich die Vollendung einer neuen Ausgabe vor meiner 
Flrnennung zu dem Amte, welches ich jetzt bekleide, versäumt 
batte, so hielt ich für unmöglich sie nunmehr zu erzielen, 
wo andere Verpflichtungen mir nicht Muse dazu liessen, mich 
mit den neuen mathematischen Entdeckungen bekannt zu 
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macben oder auch nur ini Gediiehtniss zu bewaliren, was ich 
früher gewusst hatte. Als aber Jahre vergingen und da.s 
meinige noch immer das einzige englische Werk blieb, welches 
einen systematischen Abriss der neueren Curveutheorie zu 
geben versucht, begann ich zu erwägen , ob ein Wiederab- 
druck nicht möglich wäre mit Unterstützung eines jungen 
Mathematikers, der competeut wäre zur Bearbeitung zusätz- 
licher Abschnitte, die die späteren Fortschritte der Wissen- 
schaft darstellen würden; indem ich Professor Cayley’s Rath 
hierüber suchte, ward ich ebenso hoch als angenehm durch 
sein Anerbieten überrascht, mir selbst die gewünschte Hilfe 
zu gewähren. Es ist uunüthig zu sagen mit welcher Freude 
ich einen Vorschlag ergrifl’, der den Werth meines Buches so 
sehr zu erhöhen versprach und bei dem ich nur das Bedenken 
fühlte, dass die Zeit und Arbeit, welche Professor C'ayley 
dem Werke eines Andern widme, für einige Zeit wenigstens 
die mathematische Welt eines bessern Werkes von ihm selbst 
über den nämlichen Gegenstand berauben werde.“ Das war 
gegen Ende des Jahres 1809. 

„Mein ursprünglicher Plan für die Theiluiig der Arbeit 
ging dahin, dass Professor Cayley gewisse neue Abschnitte 
oder Kapitel beitragen möge, für welche die ganze Verant- 
wortlichkeit ihm zufiele, während ich mich mit der Revision 
der älteren Theile des Buches begnügen wollte. Aber ich 
sah ein, dass es. nicht möglich sein würde, dem Buche in 
diesem Wege die Einheit zu geben, die es haben sollte; und 
in Folge dessen ist unsere beiderseitige Arbeit in einer Weise 
verschmolzen worden, die es schwer macht unsere respectiveu 
Autheile zu trennen. Professor Cayley hat sorgfältig das 
Ganze durchgegangen und es giebt kaum eine Seite in dem- 
selben, welche nicht in irgend einer Weise durch seine Be- 
merkungen beeinflusst worden ist; andererseits habe ich von 
seinen Beiträgen viele ganz neu geschrieben, entweder um 
sie dem Ganzen besser eiuzufügen oder weil ich glaubte, 
irgend eine Vereinfachung in seinen Methoden oder eine 
Hinzufügung zu seinen Resultaten machen zu können.“ 
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In den Literatiirnachweisungcn der deutschen Ausgabe 
sind genau nach den Angaben dos Verfassers die Abschnitte 
resp. Artikel bezeichnet, welche ohne Veränderung oder doch 
mit nur unbedeutenden Abweichungen von Professor Cayley 
entnommen sind. Seine treue Mitarbeit wird sicher überall 
dankbar gewürdigt werden , sie ist ein neues Zeugniss jener 
ächten Gelehrten-Freundschaft, die seit so vielen Jahren schon 
so oft bei wichtigen Anlässen der Wi.ssenschaft zu Gute kam. 

Das Kapitel über die Anwendungen der Integralrechnung 
auf die Theorie der Curven, welches die erste Ausgabe ent- 
hielt, ist weggefallen, weil es einerseits unumgänglich ge- 
wesen wäre, da.sselbe durch einen Abriss der Anwendungen 
zu erweitern, welche der allzu früh dahingeschiedcue Glebsch 
in Fortsetzung der üntersuchungen von Riemann von den 
elliptischen und Aberschen Integralen auf die Curvontheorie 
gemacht hat; wälireud es anderseits doch unmöglich erschien, 
diese Gegenstände anders als im Zusammenhänge eines 
eigenen Werkes über den Integral -Galcul entsjirechend zu 
behandeln. 

Dagegen stellt mein verehrter Freund ein Kapitel Ober 
die Anwendung der symbolischen Methodeu auf die ternären 
Formen, welches man vermissen kann, für eine neue Aus- 
gabe seiner Lessons on tlie modern higher algebra in Au.ssicht. 

Indem ich das Buch ohne wesentliche Veränderungen 
dem deutschen Publikum darbiete, folge ich der Ueberzeugung, 
dass es in seiner gegenwärtigen Gestalt vorzüglich geeignet 
ist, «ler mathematischen Arbeit auf seinem Gebiete frische 
Kräfte zu gewinnen durch Verbreitung der Kenntniss ihrer 
bisherigen Hauptresultate und ihrer wahrhaft fruchtbaren 
Methoden. Ich verhehle auch nicht die lebhafte Genugthuung, 
die ich selbst Ober die so glücklich gelungene Vervollständi- 
gung des Werkes über die Analytische Geometrie empiinde, 
welches die Salmon 'sehen Lehrbücher bilden und an dessen 
deutsche Bearbeitung ich so lange zumeist die Arbeit meiner 
Muscstunden gewendet habe; ich hofi’e noch immer damit ein 
nützliches Werk zu thun und werde nicht darin ermüden. 
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Diese deutsche Ausgabe der Theorie der liöhereii ebenen 
Curvcn schliesst sich der soeben auch zur Veröft'entlichung 
geliingendeii 3. Auflage der „Kegelschnitte“ an und die neue 
Auflage der Geometrie des Raumes wird ihr bald nachfolgeii. 

Schliesslich ist es mir Bediirfniss, Herrn Dr. Noether auch 
an diesem Orte für die Freundlichkeit zu danken, mit der er 
meinem Wunsche nach einer übersichtlichen Darstellung der 
Resultate ents])rach, welche er in Gemeinschaft mit Herrn 
Dr. ßrill in selbständiger Entwickelung und Verwerthiing 
einer Theorie gewonnen hat, die als von Herrn Sylvester her- 
rührend einen wichtigen Hestandtlieil dieses Buches bildet; 
man lindet diese Uebersicht am Ende der Zusätze. 

Hirslandcu bei Zürich, August 1873. 

ür. Wilh. Fiedler. 
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Ei-stes Kapitel. 

Von den Coordinaten. 

1. Es giebt in der Ebene eine besondere gerade Linie, 
die Linie im Unendlichen oder .die unendlich ferne Gerade 
derselben und in dieser Linie zwei besondere nicht reelle 
Punkte, die Kreispunkte im Unendlichen der Ebene. Ein 
geometrischer Satz hat entweder keine Beziehung auf diese 
Linie und zu diesen Punkten und ist dann descriptiv oder 
projectivisch, oder er steht in Beziehung zu ihnen und 
ist dann metrisch. (Vergl. „Kegelschnitte“, Kap. XXII.) 

2. Die zur Bestimmung der Lage eines Punktes in der 
Ebene dienenden Coordinaten sind rechtwinklige oder schiefe 
Parallel -Coordinaten (Cartesische) oder trimetrische (projecti- 
vische) Coordinaten; die letztem umfassen als einen Special- 
fall die erstem. („Kegelschnitte“ Art. 08.) Im Allgemeinen 
kann man sagen, dass die Cartesischen und insbesondere die 
rechtwinkligen Coordinaten vorzugsweise geeignet sind für 
die Untersuchung der metrischen Eigenschaften, die triine- 
trischen Coordinaten dagegen ebenso für die der descriptiven 
oder projectivischen Eigenschaften. Es ist aber auch für die 
Untersuchungen der ersten Art oft von Vortheil, die Bezeich- 
nung der trimetrischeii Coordinaten zu gebrauchen, da dann 
die Gleichung der Curve homogen in x, y, z erscheint, wo 
X, y die gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten sind und 
z die Einheit vertritt. 

3. Die trimetrischeu Coordinaten eines Punktes sind als 
die senkrechten Entfernungen p , r/, r desselben von drei 

Sitlinoii, lUklwu* <'nrvMi. 1 
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gegebenen Geraden definiert worden („Kege!schnitte“Art.G2.), 
die ein Dreieck bilden; sie genügen dalier, wenn a,h,c die 
Liingenzablen der Seiten desselben und A seine Flächenzahl 
bedeuten und w'enn p, (J, r für jeden im Innern des Dreiecks 
gelegenen Punkt als positiv angesehen werden, der Relation 

+ bq er = 2A. („Kegelschnitte“ Art. G3.) 

Mittelst derselben kann eine ursjirünglich nicht homogene 
Gleichung homogen gemacht werden und es wird vorausge- 
setzt, dass dies geschehen sei und also die benutzten Glei- 
chungen immer homogen sind. 

4. Es i.st von Vortheil, eine etwas allgemeinere Definition 
der trimetrischen Coordinaten x, y, s oder a:,, x,, x-^ zu be- 
nutzen, indem man ohne ihre absolute Grosse zu fixieren 
sie als proportional zu gegebenen Vielfachen ap, ßq, yr der 
ursprünglichen trimetrischen Coordinaten annimmt. Auf 
Grund der Bemerkung, dass die in einer gegebenen Richtung 
gemessene Entfernung eines Punktes von einer Geraden ein 
bestimmtes Vielfaches ihrer senkrechten Entfernung ist, kann 
diese Definition mit gleicher Allgemeinheit in folgenden 
Formen gegeben werden. 

Die trimetrischen Coordinaten eines Punktes in der Ebene 
sind proportional 

zu gegebenen Vielfachen der senkrechten Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in gegebenen Richtungen 
gemessenen Entfernungen — 
zu gegebenen Vielfachen der in einer und derselben 
Richtung gemessenen Entfernungen — 
zu den in gegebenen Richtungen gemessenen Entfernungen 
des Punktes von drei festen- geraden Linien. ! 

Die drei gegebenen Geraden, die (Jeraden x^ — 0, x.^ =<l( 
Xj — 0 sollen die Coordinatenaxen oder einfach die Axen 
und das von ihnen gebildete Dreieck das Fundamentaldreieck 
oder einfach das Dreieck heissen. Und es ist zu bemerken, 
dass zwischen den Grossen x, ,Xj, x.„ insofern ihre absoluten 
Werthe unbestimmt bleiben, keine identische Relation statt- 
finden kann, so wie dass die von uns zu benutzenden Glei- 
chungen als wesentlich homogen Relationen zwischen dcTi 
gegenseitigen Verhältiiis.seu der Coordinaten ausdrllcken. 
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Wenn es auch im Allffemeinen nicht von Vortheil 
ist, so können wir iloch die absoluten Grössen der Coordi- 
natcn fixieren, indem wir ar,, x.,, Xj respective gleich up, 
ßq, yr setzen; dann sind die Coordiuaten eines Punktes durch 
die Kelation verbunden 


«X, 

a 


+ -? + '-f = 2A, 


die ‘daher dienen kann, die absoluten Grössen der Coordiuaten 
X,, x.j, x^ eines Punktes zu bestimmen, nachdem ihre Ver- 
hältnisse bekannt sind. 

G. Von der Entfernung eines Punktes von einer Genaden 
gilt natürlich, dass sie das Zeichen wechselt, wenn der Punkt 
von der einen Seite der Linie auf die andere geht. Die Fest- 
setzung der positiven und negativen Seite ist für jede der 
drei Linien willkürlich, aber es ist im Allgemeinen zweck- 
mässig, sie so zu wählen, dass für jeden Punkt im Innern 
des Dreiecks die Verhältnisse x, : x., : Xj oder falls sie in ab- 
soluter Grösse bestimmt wären die Coordiuaten x, , x.^, Xj 
selbst positiv sind. 

7. Wenn wir annehmen, dass die Geraden x, = 0, Xj = 0, 
X 3 = 0 gegebene Linien sind, so hängen die Werthe der Ver- 
. hältnisse x, : Xj : X;, von denen der impliciteu Constanten or, 
ß, y ah und sind somit nicht vollständig bestimmt; .sie können 
vielmehr so bestimmt werden , dass x, : x., : X 3 für einen ge- 
gebenen Punkt gegebene Werthe erhalten. So vollendet z. B. 
die Annahme, dass für den gegebenen Punkt von den senk- 
rechten Abständen p,, q,, r, jene Verhältnisse die gegebenen 
Werthe x,' : Xj : x^ haben, die Bestimmung der Coordiuaten, 
weil 


0C\ »Ca d?« 

X, : X, : X.. = ^ p : ^ 9 : r, 


V\- 


<h 


ist. Ebenso können wir unsere Coordiuaten so wälilen, da-ss 
eine gegebene lineare Gleichung Ax, lix.^ -j- Cx^ = 0 . ^ 

eine gegebene Gerade darstellt; denn wenn -f- hq er — 0 
die Gleichung der gegebenen Linie in Function der Coordi- 
naten p, q, r ist, so haben wir 
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Von den eben geschriebenen Gleichungen wird jedoch selten 
in ilirer allgemeinen Form Gebrauch gemacht, mau denkt 
vielmehr insbesondere vortheilhaft die Coordinateh so fixiert, 
dass der Punkt (1:1:1) ein gegebener Punkt der Figur 
oder die gerade Linie a:, + a:., + ^ c**“-* gegebene Linie 

der Figur ist. 


Kig, I. 


8 . Wir können von dem Punkte sprechen in der Mei- 
nung, dass es derjenige Punkt sei, für dessen Coordinaten 
die A'^erhältnisse a;, : a:, : Xj gleich seien den Verhältnissen 
?/i ■ Vi • llii wenn wir von den Coordinaten eines Punktes sagen, 
sie seien gleich ij,, y^, oder es seien x, , Xj, Xj respective 
gleich y^, y.^, so hat das denselben Sinn; die absoluten 
Grossen sind unbestimmt. So hätten wir in (7) statt vom 
Punkte (1:1:1) sprechen können von dem Punkte (1, 1, 1). 

9. Der Punkt (1, 1, 1) und die Gerade x, + + ^3 = Ö 

oder allgemeiner der Punkt (y,, y^, i/j) und die Gerade 

= 0 stehen in einer einfachen geometrischen 

Beziehung zum Fundamentaldreieck: Wenn E der bezeichnete 

Punkt ist, so ist die Ge- 
rade die Linie E, Ej Ej, 
welche die Durchschnitts- 
punkte der Seiten des 
Fundamentaldreiecks 
A^ Aj A-j mit den ent- 
sprechenden Seiten des- 
jenigen Dreiecks El E^E^ 
verbindet, welches die 
Schnittpunkte der Ver- 
bindungslinien von E mit den Ecken des Fundamentaldreiccks 
mit den Gegenseiten desselben bilden ; oder umgekehrt, wenn 
E, E._, E 3 die bezeichnete Gerade ist, so erhalten wir den 
Punkt E, indem wir ihre Schnittpunkte E, E, E, in den Seiten 
des Fundamentaldreiecks mit den rcspectiven Gegenecken 
desselben verbinden und von den Ecken Z), , Z),, des so 
entstehenden neuen Dreiecks nach den entsprechenden Ecken 
des Fundamen tiildreiecks die geraden Linien ziehen. Die 
Gerade E, E^ E., und der Punkt E sind durch die Ecken und 
Seiten des Dreiecks harmonisch getrennt, die erste ist die 
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hariuouisch zugeordnete Gerade oder Harinonikale des Letzteren 
oder sie sind in einem später erst zu erläuternden Sinne 
Pole und Polare in Bezug auf das Dreieck, welches als eine 
Curve dritter Ordnung angesehen werden darf. Wenn von 
beiden eines gegeben ist, der Punkt K oder die Gerade E, E., E-,, 
so ist das andere bestimmt und es ist gleichbedeutend ob man 
aunimmt, der Punkt (1, 1, 1) sei ein gegebener Punkt oder 
die Linie x, + + 2:^ — 0 sei eine gegebene Gerade. 

10. Wenn wir die Gerade x, -|- Xj + X3 = 0 als eine 
gegebene Linie betrachten, so sind vier gerade Linien gegeben 
und wenn man setzt x, x, -j- Xj + Xj = 0 d. h. wenn man 
X4 als Zeichen für — x, — x, — Xj wählt, so sind die Coor- 
dinaten so bestimmt, dass x, =0, x, = 0, x., = 0, Xj = 0 
gegebene Gerade repräsentieren. 

11. Die Coordinaten können so gewählt werden, dass 
der Punkt (1, 1, 1) der Schwerpunkt des Fundamehtaldrei- 
ecks oder dass die Gerade -|- x^ + ^'3 = ^ ^1*® imendlich 
ferne Gerade seiner Ebene ist. In Rücksicht auf die Glei- 
chung ap hq -{■ er = 2 kommt diess auf die Annahme 
hinaus, dass 

X, : Xj : Xj = ap -.hq -.cr 

sei, d. h. wenn wir den Punkt mit den drei Ecken des Drei- 
ecks verbinden, so dass dasselbe dadurch in drei Dreiecke 
zerfällt, so sind die Coordinaten x, , Xj, Xj den Flächen- 
zahlen dieser es zusammeusetzenden Dreiecke gleich oder in 
andern Worten, sie sind proportional den durch die bezüg- 
lichen Höhen des Dreiecks dividierten Abständen des Punktes 
von seinen Seiten. Und wenn wir annehmen , dass 

up hn er 

X, , x-4, .X3 respective = 

seien, d. h. gleich den Quotienten der Flächenzahlen der 
componirenden Dreiecke und des Fundamentaldreiecks, so 
wird die identische Relation der Coordinaten, durch welche 
ihre absolute Grösse bestimmt wird, x, -j- x^ -{- x-, = 1. 

12. Wenn insbesondere das Fundamentahlreieck gleich- 
seitig ist und die x, als proportional zu den normalen Ali- 
ständen von den Seiten gelten, so ist der Punkt (1, 1, I) 
der Mittelpunkt des Dreiecks und x, x.. X3 — 0 die un- 


Digitized by Google 



0 


emllich ferne Genule seiner Ebene, uiul wenn man in Fest- 
setzung der absoluten Grösse die x, , Xj, den normalen 
Entfernungen gleich und die Höhe des Dreiecks als Einheit 
nimmt, so sind die Coordiuaten des Mittelpunktes (1^, -J, 
und die identische Relation zwischen den Coordiuaten ist wie 
in (11) X] X 2 *"{“ x^ == I« 

13. In dem eben bezeichneteii Falle des gleichseitigen 
Fundamentaldreiecks und der unendlich fernen Geraden als 
X, -f- X2 -(- X3 = 0 sind die Coordiuaten der Kreispunkte 
im Unendlichen 


X, : X., : X, = 1 


und = l 


0 ) 


für w als eine imaginäre Cubicwurzel der Einheit. Denn 
für X, y als rechtwinklige Cartesische Coordiuaten mit dem 
Anfangspunkt in der Ecke (.r =0, y — 0) des Fundamental- 
dreieekl und der Axe der x in der Seite x, = 0 desselben ist 

,. V XVs-Y (‘i-x'VTi-Y 

X|, Xj, Xj respective = Y, — -- — , 


und da für die Kreispunkte im Unendlichen X und 1' unend- 
lich gross sind mit X + /y=0 {i = y — 1 wie üblicli), so 
erhält man 


X, : Xj : X 3 = 1 


- i^-p i _ — 1 + 1 V:i . 

2 ’ 2 ' ^ 


also für a = — und somit co* = — 

X, : Xj : X3 = 1 : fc) : ta* oder => 1 : w- : a. 


14. Wenn eine der Axen, sagen wir die der x.,, die un- 
ciullich ferne Gerade der Ebene ist, so ist die Eutfermiug 
r als eine unendlich grosse Constante zu betrachten, und 
yr ist daher eine Constante, welche endlich gemacht und ohne 
Verlust der Allgemeinlieit gleich Eins gesetzt werden kann; 
wir haben also x, : x.^ : Xj = «p : /ly : 1 und die Coefficieuten 
K, ß können so bestimmt werden, dass «p, ßq die in der 
Richtung <ler jedesmaligen andern Geraden gemessenen Ab- 
stände des Funktes von der Geraden x, = 0 und x., = 0 
darstellen, so dass man für X, 1' als die Cartesisclien Coor- 
dinaten des Funktes die Relation liat 


X, : X 2 : .I 3 = y : X : 1. 
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Mit alldem Worten und indem mau zugleich die absoluten 
Grössen fixiert, x, , x., und x^ = 1 sind die Cartesischen Coor- 
dinaten des Punktes in Bezug auf zwei beliebige Axcu der 
Coordinaten. 

15. Im Vorhergehenden haben wir nur die unendlich 
ferne Gerade, nicht aber die imaginären Kreisjmnkte der 
Ebene zum Fundamentaldreicck in Beziehung gesetzt; in 
Folge dessen sind die resultierenden Cartesischen Coordinaten 
im Allgemeinen schiefwinklig. Sie werden aber rectangulär, 
indem man die Linien x = ü, y = 0 als zwei zu den Kreis- 
punkten harmonische Gerade oder als rechtwinklig zu einan- 
der annimmt. Die Schnittpunkte der Geraden x = 0, y = 0 
mit der unendlich fernen Geraden oder ihre Richtungen bilden 
mit den Kreispunkteu oder die nach den letzteren gehenden 
Strahlen mit jenen Geraden eine harmonische Gruppe. 

Iti. Zuweilen ist es zweckmässig, die imaginären Co- 
ordiiiaten | = x + iy, y = x — iy, 2^1 zu gebrauchen, 
die wir Kreis- Coordinaten nennen wollen. 

17. Die vorher betrachteten Coordinaten sind Punkt- 

Coordinaten, jede Gruppe der x,- bestimmt einen Punkt in 
der Ebene des Dreiecks. Zur Bestimmung der Lage einer 
geraden Linie dienen in analoger Weise die Linien -Coordi- 
iiaten oder Tangential - Coordinaten. Wenn in einem System 
trimetrischer Punkt -Coordinaten x, , Xj, Xj die gerade Linie 
durch die Gleichung x, 5;i Xj = ü dargestellt ist, 

so giebt es ein entsprechendes System von Linien-Coordinaten, 
in welchem |j, tj Jie Coordinaten der fraglichen Linie 
sind. Wir bemerken, dass nach dieser Definition nur die 
Verhältnisse der 5,, ^3 bestimmt sind, während ihre ab- 
soluten Grössen unbestimmt bleiben , ganz ebenso wie für die 
Punkt- Coordinaten nach ihrer allgemeinsten Auffassung. 

18. Eine lineare Gleichung -j- 6 0^3 = 0 zwischen 

den Coordinaten $ 3 , welche eine gerade Linie bestim- 

men, verbindet die ganze Schaar der Geraden, deren Coor- 
dinateii dieser Gleichung genügen. Dieselben gehen alle 
durch den Punkt, dessen Coordinaten im entsprechenden System 
der Punkt -Coordinaten (x,) durch («, b, c) bezeichnet sind; 
denn die lineare Gleichung «1, + + c|;, = 0 drückt aus. 
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(lass die Gleichung in Punkt-Coordiuateu 

befriedigt wird, indem man darin für aTj, a’j, respective 
rt, h, c substituiert. In den Linien - Coordinaten 5i> Sj» 
repräsentiert also die Gleichung a\^ + -}" <^^3 = 0 einen 

Funkt, und zwar denjenigen Punkt, dessen Coordinaten in 
dem entsprechenden System von Punkt -Coordinaten a, b, r 
sind. Und allgemein stellt eine homogene Gleichung in den 
Linien -Coordinaten g,, I 3 diejenige Curve dar, welche 
die Enveloppe aller der geraden Linien 1 , 3 :, + = 0 

ist, für welche die Coefficieuten l,, |.^, I 3 der fraglichen 
Gleichung genügen. jMan sagt, diese Gleichung sei die Tan- 
gentialgleichung der Envelopjie oder ihre Gleichung in Linien- 
Coordiuaten. Mit anderen Worten, die Gleichung einer Curve 
in' Linien -Coordinaten ist die Gleichung zwischen 5,, Ij, 5:i» 
welche ausdrückt, dass die gerade Linie 

J- 

eine Tangente der Curve ist. 

19. Im Vorhergehenden sind die Linien - Coordinaten 
definiert worden mittelst des entsprechenden Systems von 
Punkt- Coordinaten a'. und 'es ist die Bedeutung der Verhält- 
nisse I, , 5 j, I 3 dadurch allerdings vollständig bestimmt. Nm- 
um die Analogie zwischen beiden Arten von Coordinaten voll- 
ständiger zu begründen, ist es wiinschenswerth, eine unab- 
hängige quantitative Definition der Linien- Coordinaten zu 
geben. Man kann sagen, dass die trimctrischen Coordinaten 
I,, |., einer Linie gegebenen Vielfachen der Entfernungen 

proportional sind, w'elche von drei festen Punkten aus (die 
ein Dreieck bilden) in vorgeschriebenen Richtungen bis zur 
gedachten Linie gemessen ■werden. Denken wir nämlich sie 
beispielsweise den senkrechten Entfernungen der Linie von 
den drei festen Punkten gleich und beziehen wir die Figur 
auf Cartesische Coordinaten, so dass die Coordinaten der drei 
Punkte respective sind («, ß), («', ß'), ß-) und die Glei- 

chung der (ieraden AX B Y C = 0, so gelten die 
Relationen 

I, : l, : i, = Acc + Bß + C : Aa'+Bß’+C : Aa’+ Bß"+ C 
oder die Gleichung der Linie ist 
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0, X, y, 1 =0, 

5i, 1 , 

I ß', 1 ' 

In, ß", 1 

und die Cuefficienteu von 4,, l,, in derselben sind somit 
gegebene lineare Functionen von X, Y, 1; indem wir die- 
selben durch x^, Xj, x^ respective bezeichnen, haben wir ein 
System trimetrischer Coordinaten gebildet, die Gleichung wird 
in || Xi + Ij ^*^2 + la ^3 = 0 übergeführt imd die neue Defi- 
nition stimmt mit der vorher gegebenen überein. 

Ebenso wie in § 7. können wir die Linien - Coordinaten 
so bestimmen, dass die gerade Linie (1, 1, 1) eine gegebene 
Linie der Figur ist oder der Punkt 1 , 4 - 52 + I 3 = 0 ein ge- 
gebener Punkt derselben. 

20. Einige specielle Fälle sind bemerkenswert!! : 1) Wenn 
cc, ß, y die in gegebener Richtung gemessenen Entfernungen 
der veränderlichen Geraden von den Punkten Xj, X, 
sind, nämlich u = ß = X^ JBj', 

y = , so können die Coordinaten 

li, I 2 , I 3 diesen Entfernungen propor- 
tional angenommen werden, d. h. 

Ii : I2 • I3 = * • ^ : y. Setzen wir dann 
den Punkt X, in der gegebenen Rich- 
tung, d. h. in £ 3 ' X 3 unendlich fern 
voraus, so hat y einen imendlichen 
als Constante zu betrachtenden Werth und indem man 

I, : Ij : ^- = o : /J : 1 schreibt, kann man statt der ursprüng- 
lichen Coordinaten ||,5j,l3 dieGrössen |„5., ~ als Coordinaten 

nehmen, d. h. a, ß, 1. Man hat so ein System von zwei 
Coordinaten a, ß gebildet, welche den in einer gegebenen 
Richtung gemessenen Entfernungen der Linie von zwei festen 
Punkten respective gleich sind. 

2) In der umstehenden Figur ist: 

a A, Ax ß Af A,' 

V ~ ' y “ A, a; • 
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otliT was cliisselhu ist 


Kig. 3. 


in 



1 . 


_ 1 . 1 

AtA^ ^ Ä^A2 AjAi 
Denken wir also die Punkte .-1, A.j als 
die Hichtinigen der Geraden A./A^, A,'A^ 
resiieclive, so dass gl.,', A.jA/ unend- 
lich grosse als Constanten zu betrach- 
tende Wertlie haben, so können wir statt 
der zu «, ß, y proportionalen Coordi- 

,, y proportionalen nehmen und so- 

AfAi 


mit auch die Grössen A^Ä> ^y' - 

stem von zwei Coordinaten , welche die Keciproken der in 
zwei gegebenen llichtungen gemessenen Enti'ernungen der 
Linie von einem festen Punkte sind. 


21. Die Theorie der Linien -Coordinaten ist, ganz abge- 

sehen von der Ausdehnung ihres Gebrauchs von der höchsten 
Wichtigkeit; denn sie zeigt, dass mit dem in Pnnkt-C<»or- 
dinaten geführten Beweis irgend eines descri 2 )tiveu Theorems 
durch die einfache Anwendung der Theorie der reciproken 
Polaren oder auf Grund der die Geometrie beherrschenden 
Dualität das correlative Theorem bewiesen wird, oder viel- 
mehr, dass durch die nämliche Entwickelung gleichzeitig 
und gleichmässig zwei Theoreme bewiesen werden, wenn 
wir die u\ als Punkt -Coordinaten und wenn wir sie als Linieu- 
Coordinaten interpretieren. Jeder Schritt des Beweises hat 
in diesem Sinne zwei Bedeutungen, den beiden Interpretationen 
und Sätzen entsprechend. Und ganz ebenso ist der Beweis 
eines Theorems in Linien -Coordinaten zugleich der Beweis 
des correlativen Theorems; mit dem einzigen Unterschiede, 
dass der Uebergang dabei von der weniger bekannten Theorie 
der Linien -Coordinaten zu der vertrauteren der Punkt -Co- 
ordinaten geschieht. Wenn man die ursprünglichen Linien- 
Coordinaten ‘l'C Punkt -Coordinaten des Pols der be- 

trachteten Linie in Bezug auf den Kegelschnitt 

ansieht, so liegt darin ein Mittel, den Uebergang zu er- 
läutern. 

22. Die allgemeinen projectivischeu Coordinaten x, und 
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der Art. 4. u. 19. hufHoii eint* mcKÜticierte Aut'tas.suuy zu, welche 
ihre constructive Venventlung sehr einfach gestaltet, ihre 
Specialfälle erhellt und ihre Reciprocität in allgemeinster 
Weise darlegt. Die x-, geben die Bestimmung aller Punkte 
V der Ebene durch vier feste Punkte von 

denen keine drei in einer Geraden liegen; die die Bestim- 
mung aller Geraden p der Ebene durch vier feste Gerade 
«I , rtj, « 3 , c, von denen keine drei durch einen Punkt gehen. 
Bezeichnen wir dann durch C( und p,- die in gleichen Rich- 
tungen gemessenen Ab- 
.stände von JiJ respective 
P bis zu den Funda- 
meutaUinien Aj At und 
durch «I, ff, die in zwei 
bestimmten Richtungen 
gemessenen Längen von 
den Fundamentalpunk- 
ten (ijat bis zu den Gera- 
den c und p, so gelten 
nach Art. 4., 19. die Beziehungen 


Kl*. 1. 



-• = = li ; L-* = (,I Ai A,EF), 

ii ». : *. »t «t , 3 

r. “irrr.“-;, * 

wo (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 293 Beisp. 2) mit {Aj.AiAtE P) 
das Doppelverhältniss des Büschels der vier Geraden Aj Ai, 
Aj An, Aj E, Aj P und mit (oj ■ Ui (U eji) das der Reihe der 
vier Punkte o, a,-, etc. bezeichnet sind. Die Verhältnisse 
Xf : Xj : Xj oder g, : führen bei gegebenen Fundamental- 

Elementen zur Construction des zugehörigen Punktes P re- 
spective der zugehörigen Geraden p durch die zweimalige 
Construction des vierten Strahls respective Punktes zu drei 
gegebenen Strahlen eines Büschels oder Punkten einer Gera- 
den bei gegebenem Doppelverhältniss, oder die Construction 
eines Strahls oder Punktes nach gegebenem Theilungsverhält- 
niss. (Art. 294.a.a. 0.) Für ein anderes System vonFundamenhd- 
Elementen liefern dieselben Coordiuatenverhältuisse andre 
Punkte und Gerade, die ein zum ersten projectivisches (col- 
lineares) System bilden. 


Pk 
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Verbindet man die Fundameutalpunkte Ai mit den Fun- 
damentalliuien a, als ihren Gegenseiten zu einem Dreieck, 
und nimmt mau überdiess die Gerade c als Polare des Punktes 

Ij in Bezug auf das Drei- 
eck (Art. 9.) an, so dass 
die (^i E, = — 1 
sind, so wird immer, 
wenn die Gerade p den 
Punkt P enthält, zwi- 
schen ihren Coordinaten 
I, und seinen Coordi- 
C v/f naten x, die Relation 

-f- 62 ^ 2 -b 13^3 = 9, 

erfüllt, weil z. B. — |j x., : = {Aj P, P, ) und 

— I, X, : I 3 Xj = (^3 u4, Pj Pj) = (^3 P, P, ylj) sind*). Diess 
ist für die als Constanten, nämlich als Coordinaten einer 
Geraden, die Gleichung derselben und für die x, als Con- 
stanten, nämlich als die Coordinaten eines Punktes, die 
Gleichung dieses Punktes '). Die vorher bezeichnete Cou- 
struction ist also auch die Construction des Punktes und der 
Geraden aus ihren respectiven Gleichungen. 

Wird eine der Seiten n, des Fundamentaldreiecks als un- 
endlich ferne Gerade gedacht und zugleich Ai Ej = Ai Pl* 
gemacht, also auch Ai E, = Ai E* = — Ai Ej, so erhält man 
die Cartesischeii Punkt- und die Plücker'scheu Linien -Co- 
ordinaten für schiefwinklige Axen. 

23. Es erecheint von Werth , die allgemeinen Gesetze der 
Transformation der Coordinaten so zu geben, dass sie für 
alle J’älle eine leichte Anwendung gestatten. Dieselben lassen 
sich, als bezüglich auf congruente Systeme in sich deckender 
Lage, an die Betrachtung projectivisch collincarer Systeme 
also an die lineare Substitution (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 
375 f., 83): 

fix/ = «,iX, + a,2Xj-f-a,3 + Xj , «s»l2'+ö3*S3' 

anschliessen, die nach dem Vorigen ihre vollständige geo- 
metrische Deutung erhalten '). Sei das eine der beiden Sy- 

*) Ist e uiiabbäugig von E, so erhält jene Relation die Form 
^'1 ii •V| "b ti Xj -b I 3 — b. 


Fi«. K 



Digilized by Google 



13 


steme auf die Fundamental -Elemente Af A^A^Ec bezogen, 
denen im andern die Elemente A,' A/ Aj E' c entsprechen 
und das andere auf die Elemente A*'A.*'A*'Ej*'(^' bezogen, 
denen im ersten die A* A^ A.^ E^ ^ entsprechen; dann er- 
hält man für die entsprechenden At der Fundamental -Punkte 
At des ersten im zweiten oder Bildsystem die Gleichungen 

fl €l 

r- Xi' = fl,* für e* und /t* als die gleichgerichteten 
Abstände von E und Ai von der Seite 
und für den dem Einheitspunkt E des ersten Systems entspre- 
chenden Punkt E' des zweiten 


Uil + fli2 + <*lS = 


Und umgekehrt für die entsprechenden a* der Fundamental- 
linien fl.*' des zweiten im ersten Systeme 


Q t- 

-j4 5* = fl.* und Alt + fli* + «3* = p5* 

'** 

für die der Einheitgeraden c*' des zweiten Systems entspre- 
chende Gerade e* im ersten System. 

Da nun im Falle der Transformation die Ai, E, c mit 
den A/, E', e' und die Ai*' , E*', e*' mit den A*, E*, c* re- 
spective zusammen fallen, so erhalten die Coefficienten a,* 
der die Coordinatenti'ansformation ausdrückenden linearen 
Substitution, durch welche die neuen Punktcoordinaten als 
Functionen der alten und die alten Liniencoordinaten als 
Functionen der neuen ausgedrfickt werden (oder umgekehrt 
mit Wechsel der Worte alt und neu) die folgenden Bedeu- 


tungen: Es ist a,* = ~xi~ 5*! die Substitutionscoef- 

Rcienten derselben Vertikalreihe sind den drei neuen Ooordi- 
uaten der Fundamentalpunkte des alten Systems und die Sub- 
stitutiouscoefRcienteu derselben Horizontalreihe den drei alten 
Coordinaten der Fundamentallinien des neuen Systems pro- 
portional. Es ist auch 


«,* : ajt = Xi ’ : xj, a,* : a,i = 6* : , 

unmittelbar an die Construction anschliessend. Und es ist 


«il “I“ “I“ ®i3 = f* Xi , «!*-{- fls* -(- flst = pl* 1 

die Coefficientensummen nach horizontalen Reihen sind pro- 
portional den neuen Uoordinaten des Einheitpunktes im alten 
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und die nach verticalen Ileihen den alten Coordinaten der 
Einheitlinie iin neuen System. 

Sind z. H. die Coordinaten x,' Caidesische Punkteoordi- 
naten mit x,' = 1 , x.^' = x, x.,' == //, und haben <lie Funda- 
mentalpunkte Ai eines Systems ))rojectivischer Coordinaten 
die Cartesischen Coordinaten x<‘’ und </'■>, ferner der Einheits- 
)iunkt JiJ desselben die Coordinaten x*'* und so Lat man 
die Gleichungen 

au : rtji : oj, == 1 ; »/*) : x<'* für i — 1 , 2, Ji 
und dazu 


P = «1I + «I2+«13I /*!/''■’ = «3 l+«22+«V3» = «32+033. 

Daraus ergiebt sich die Gruppe der allgemeinen Lösungen 
für diesen Uebergang 



1 , 

1 7 

1 


1 7 

1 7 

l 


2 /"’, 




?/"’7 


y(3, 

// II 

x'«, 


’x<si 

a — u 

X«', 

x<'>, 

x<=» 

"11 — r 

T~7 

1 7 

T 

f «12 — f* 

1 7 

TT 

i 




,/3) 


2/“'. 

2/‘=='7 

y(3| j 


x«>, 

x<*», 

X<3I 

i > 

717 ] 

x<", 

X<ä>, 

X<3» j 




I X<", X<^>, X<'> I 

1 , 1 T~i“ 
»/<*>, 

I x<‘>, x<»', x<^> 


«31 = «II • .»/“’> «22 = «12 • «23 = «13 ' i 

«31 = «II • «32 = «12 ■ «33 = «13 • • 

Man erkennt die Gleichungen der Transformationen recht- 
winkliger Cartesischer Coordinaten in andere rechtwinklige 
('artesische leicht als den speciellsten Fall der Anwendung 
dieser allgemeinen Gesetze. 

Die blosse Veränderung des Einheitpunktcs bei festge- 
halteuen Fuudamentalpunkten ergiebt sich so oder auch un- 
mittelbar nach den Definitionen des Art. 22. als iicjuivalent 
der Multiplication der ursprünglichen Coordinaten mit Cou- 
stanten von leicht angebbarem geometrischem Sinn. 
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Zweites Kapitel. 

Von den allgemeinen Eigenschaften der Curven vom n'"’ Grade. 

I. Abschnitt. 

Heber die Anzahl der Glieder in der nii^emeiuen nieirliiiii^. 

24. Der erste Schritt zur Keimtiiiss der allgenieinen 
Eigenschaften der Curve Grades wird mit der Unter- 
suchung der Anzahl der Glieder in ihrer Gleichung gethan. 
Sie setzt in den Stand durch einfache Zählung der Anzahl 
unabhängiger Constanten in einer vorgelegten Gleichung 
Grades zu erkennen, ob dieselbe eine der Formen ist, in ' 
welche jede Gleichung n'*’" Grades übergeführt werden kann 
oder nicht. 

Beispielsweise enthält die allgemeine Gleichung zweiten • 
Grades fünf unabhängige Constanten; wenn daher eine -an- 
dere Gleichung vom zweiten Grade gegeben ist, welche fünf 
Constanten enthält, so wie 

(x — «)2 -f ( 2 / — /3)* = (n a: -f b (/ -f c)\ 

^(x-c<y + iy-ß^)}i + {ix-«r + (y-ßy}h = c, 
so können wir dieselbe entwickeln und wie in Art. 90. der„Ke- 
gelschn.“ mit der allgemeinen Gleichung zweiten Grades identi- 
ficieren, um dadurch eine hinreichende Anzahl von Glei- 
chungen zur Bestimmung von u, ß, . . . in Function der 
Coefficienten der allgemeinen Gleichung zu erhalten. Damit 
ist dann bewiesen, dass eine Gleichung zweiten Grades im 
Allgemeinen auf jede der beiden obigen Formen gebracht 
werden kann und ein Beweis für die Eigenschaften der Brenn- 
punkte und Directrixen wäre dadurch gew'onnen. Die 
Gleichung 

{ax-yhij-ycy — {a x-\-h'ij-\-c) {a"x-\-b"y-\-c") 

enthält sieben unabhängige Constanten und das Problem, die- 
selben in Function der Coefficienten der allgemeinen Glei- 
chung zweiten Grades ausziidrflckeu, ist somit unbestimmt, 
wie iliess geometrisch evident ist, weil die Gleichung in diese 
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Form gebracht werden kann, indem man irgend zwei Tan- 
genten des Kegelsclinitts durch 

a X h'y c = 0 und n'x -f- h"y -f- c" = 0 
und ihre Berührungssehne durch 

na; + b*/ -f- c = 0 

repräsentiert denkt. 

Die Gleichungen 

[ax-]rhyY = cx+dy-\-e., {ax-\-hy-\- 1) (a'a;+ fc'y-f 1)=() 
enthalten nur je vier unabhängige Coustanten und müssen 
daher eine andere Bedingung eiuschliessen, d. h. die allge- 
meine Gleichung kann nicht in eine dieser Formen über- 
gefflhrt werden, wenn nicht eine weitere Bedingung erfüllt 
ist; wie es geometrisch daraus erhellt, dass die erste Glei- 
chung eine Parabel und die zweite ein Paar von geraden 
Linien darstellt. Die allgemeine Gleichung des Kreises 
(X - af + {y- ßf = r’ 

die nur drei ersichtliche Constanten enthält, muss zwei Be- 
dingungen eiuschliessen oder die allgemeine Gleichung kann 
nur bei Erfüllung von zwei Bedingungen auf diese Form ge- 
bracht werden. Die Gleichung 

S -kS' = 0, 

die nur eine Constante zeigt und in welchen S und <S' zwei 
gegebenen Functionen vom zweiten Grade in den Coordina- 
ten darstellen , muss vier Bedingungen eiuschliessen , wie be- 
kannt ist, weil der durch 'diese Gleichung dargestellte I^lgel- 1 ß 
schnitt durch vier feste Punkte geht oder vier feste Ttmgenten 
besitzt, je nachdem wir die Veränderlichen als Coordinaten 
eines Punktes oder als solche einer Geraden voraussetzen. 

25. Einige Vorsicht ist bei Anwendung dieser Principien 
unentbehrlich. So scheint die Gleichung 

(X — «)* -4- (f/ ~ ßy = ax + by + c 

fünf Constanten zu enthalten und daher zu den Formen zu 
gehören, in welche die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
übergeftthrt werden kann; da aber die Entwicklung zeigt, 
dass die Constanten nicht in die höchsten Glieder der Glei- 
chung eintreten, und dass also nur drei Gleichungen zur Be- 
stimmung derselben entstehen, so müssen wir schliesseii, 
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dass die üleicluiiig eines Kegelschnitts; nur daun in diese 
Form gebracht werden kann, wenn derselbe zweien bestimm- 
ten lle<lingungen genügt. Ebenso ist die Gleichung 
rtiS'i -f- ioSj + cS-^ (IS^ +,CiS'j + — 0, 

wo /S, = 0, »S'j = 0 etc. sechs Kegelschnitte darstellen , eine 
Form, in welclie die Gleichung jedes Kegelschnitts gebracht 
werden kann. Setzen wir aber voraus, dass drei der Glei- 
chungen dieser Kegelschnitte durch eine Relation von der 
Form S.^ == k Sf -j- IS 2 verbunden sind, so zeigt die Sub- 
stitution dieses Werthes, dass die Gleichung nur vier unab- 
hängige Constanten enthält und dass also die Gleichung 
eines beliebigen Kegelschnitts nicht ohne Erfüllung einer He- 
dingung in diese Form gebracht werden kann. 

20. Nach diesem V' ersuch, dem Leser eine Idee von der 
Art des Vorllieils zu geben, welchen die Kenntniss der Zahl 
der Glieder in der allgemeinen Gleichung Grades ge- 
währen kann , schreiten wir zur Untersnchung dieses Problems 
vor. Die allgemeine Gleichung Grades zwischen zwei 
Variabein kann geschrieben werden , 

A 

+ Bx+ Cu 
-f- -f" Bxy -\- Fif 

+ ■••• 


_ 1 _ l’x” -|- Qx^-hf + • • ■ + Exy” -^ -}- Sy" = 0 . 

Die Zahl ihrer Glieder ist oftenbar die Summe der Reihe 
1 -f- • + (m + 1) "nd ist daher = ^ (« -[- 1 ) (« -|- 2), 

wie früher „ Kegelsch.“ Art. 91. bewiesen wurde. 

Wir werden die allgemeine Gleichung oft in der abge- 
kürzten Form 

mW) -4- M«) + m'-) H + M<-) = 0 

anwenden, wo mO'’ die Vereinigung der Glieder darstellt, 
welclie in x und y vom Grade sind, also m<®) das absolute 
Glied, «W) die Glieder vom höchsten Grade. 

Die Gleichung in projeetivischen Coordinaten kann ganz 
analog in der Form 

x^" -j- M<‘)a:,"“’ -j- MW)a;,’'-» -(-••• -|-M<"“‘)a:, -j- m<") = 0 
geschrieben werden, wenn wir unter M<e) eine vollständige 

8alm0U| Uubere Cnrren. 2 
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homogene Function p'™ Grades in a:,, x-^ verstehen, deren 
Glieder in der Gleichung silniintlich den Factor a;,"“'’ ent- 
halten, nach Aussonderung desselben. Man kann sic daher 
auch in der symbolischen Form einer n*'" Potenz des linearen 
Trinoms schreiben, nämlich (a,a;, -|- = 0, in- 
dem mau bei den Gliedern der Entwickelung wie«,’'“C^/./X|"~-''.T.,'' 
das CoefticieiitenprcKluct nicht als solches, sondern als einen 
neuen Coefficienten fasst, den man durch rtii..i*a,.s be- 
zeichnen kann, wenn hier die Anzahl der Indices 1 und 2 
resjicctive (n — p) und p ist. Die Zahl der Glieder ist 
otleubar in jedem Falle dieselbe wie im vorhergehend Er- 
örterten. 

27. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve n'’’’ Ord- 
nung nothweudigen Bedingungen ist oöeiibar um Eins kleiner 
als die Zahl der Glieder in der allgemeinen Gleichung; sie 
ist also gleich ^ n (n + 8). Denn die Gleichung repräsentiert 
noch dieselbe Curve, wenn wir sie mit irgend einer Con- 
stanten nuiltiplicieren oder dividieren; wir können sie also 
durch A dividieren und die Curve wird bestimmt sein, wenn 
die ^ n (« +3) Grüs.sen B : A , C : A, etc. bestimmt worden sind. 
So ist eine Curve Ordnung im Allgemeinen bestimmt, 
wenn ^ n {n -}- 3) ihrer Punkte bestimmt sind; denn die Co- 
ordinaten jedes Punktes, durch welchen die Curve geht, lie- 
fern durch Substitution in die allgemeine Gleichung eine 
lineare Relation zwischen den Coefficienten , wir erhalten also 
^ n (« + .3) Gleichungen ersten Grades zur Bestimmung der- 
selben Zahl unbekannter Grössen; diese Bestinmiung ist ein 
Problem, welches im Allgemeinen nur eine Lösung zulässt. 
So lernen wir, dass eine Curve dritter Ordnung im Allge- 
meinen durch neun, eine der vierten durch vierzehn Punkte, 
und dass im .'Ulgemeinen durch ^ n (« + 3) Punkte eine und 
nur eine Curve m'‘‘‘ Ordnung beschrieben werden kann. 

28. Wenn wür sagen, dass ^ »(m-|- 3) Punkte eine Curve 
Ordnung bestimmen, so darf diess nicht dahin verstanden wer- 
den, dass stets eine eigentliche Curve m'" O rdnung durch diese 
Punkte gehe. Denn wir haben nur bewiesen, dass eine Glei- 
chung m'“'" Grades existiert, die durch die gegebenen Punkte 
befriedigt wird; aber diese Gleichung kann da,s Product von 
zwei oder mehreren Gleichungen geringerer Grade sein. So 
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bestimmen fünf Punkte im Allgemeinen einen Kegelschnitt; 
wenn aber tlrei von ihnen in einer geraden Linie liegen, so 
ist der Kegelschnitt eine uneigentliche Curve zweiter Ord- 
nung, aus dieser geraden Linie und der Verbindungslinie der 
beiden andern Punkte gebildet. Und allgemein ist klar, dass 
durch ^ n (n-f-ii) Punkte eine eigentliche Curve m“''' Ordnung 
nicht beschrieben werden kann, wenn mehr als np von ihnen 
auf einer Curve j;'" Ordnung liegen, — natürlich lur p < «; 
denn wir würden sonst die Absurdität haben, dass zwei 
Curven von den Ordnungen n und p sich in mehr als np 
Punkten schneiden konnten. (Vergl. „Kegelsch.“ Art. 246.) 
Das durch eine solche Gruj)pe von Punkten gehende 
System h'*'’’ Ordnung besteht vielmehr aus der Curve p'”’ Ord- 
nung in Verbindung mit einer Ciuve von der Ordnung (n — p) 
durch die übrigen Punkte. Wir können auch eine obere 
Grenze feststellen für die Zahl der Punkt*;, welche unter den 
bestimmenden Punkten einer (,'urve m''"'' Ordnung auf einer 
Curve von der Ordnung p liegen können. Diese Zahl kann 
nicht grösser sein als np — ^ (p — 1) (p — 2). Denn 
wenn wir aunehmen, dass ein weiterer Punkt, d. h. dass 
np — i (p — 1) (p — 2) -|- 1 Punkte auf einer Curve p""' 
Ordnung lägen, so ergiebt die Subtraction dieser Zahl von 
für die Zahl der übrigen Punkte ^(u —p)(n — P + 3), 
und es kann daher durch dieselben eine Curve der Ordnung 
(n — p) beschrieben werden. Sie bildet mit der Curve p'"^ 
Ordnung zusammen ein System von der Ordnung «, das durch 
die gegebenen Punkte geht; und es ergiebt sich aus dem 
letzten Artikel, dass es im Allgemeinen unmöglich ist, ein 
anderes System derselben Ordnung durch sie zu bestimmen. 

29. Es giebt jedoch Fülle, in denen die Lösung des 
Art. 27. hinfällig wird, wie wir an einem einfachen Beispiel 
zeigen wollen. Die Zahl der zur Bestimmung einer Curve 
dritter Ordnung erforderlichen Punkte ist neun, aber neun 
Punkte bestimmen nicht in jedem Falle eine einzige Curve 
dritter Ordnung, weil ja zwei Curven dritter Ordnung sich 
auch in neun Punkten durchschneiden , so dass durch diese 
neun Punkte sicherlich zwei und wie wir gleich sehen werden 
unendlich viele Curven dritter Ordnung gehen. Die Erklä- 
rung ist folgende: Wenn wir wt lineare Gleichungen zwischen 

a * 

• ** 
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m Unbok.nuiten uuflösen, so crlialton wir die Lösung im All- 
gcmieiiieii in der Form eines Bruches; wir erhalten z. li. 

— :Af, C:A = C\:A^, etc. Nun kann es geschehen, da-ss 
die gegebenen VV’ertho der Coordinaten der ?! (« -f- Punkto 
das gleichzeitige Verschwinden von Zähler und Nenner eines 
jeden dieser Brüche herbeiführen ; in diesem Falle sind die 
gegebenen Punkte offenbar unzureichend zur Bestimmung der 
Curvo und es kann durch sie eine unendliche Menge von 
Curven )»'“"■ Ordnung gelegt werden. Der geometrische Orund 
des Vorkommens solcher Fälle fordert weitere Erläuterung. 
Beginnen wir der Einfachheit wegen mit dem Beispiel der 
(Jurven dritter Ordnung. Seien f/ = 0, F=0 die Olei- 
chungen von zwei solchen Curven, beide durch acht gegebene 
Punkte gehend; so ist die Gleichung jeder Curve dritter 
Ordnung, die durch die.se l^unkte geht, von der Form 
U — k V = 0. Denn diese Gleichung bezeichnet nach ihrer 
Form eine Curve dritter Ordnung durch die acht gegebenen 
i’unkte und sie enthält eine willkürliche Constante /r, welche 
so bestimmt werden kann, das.s die Curve durch irgend einen 
neunten Punkt geht; man erhält nämlich /i = U' : V’, wenn 
U' und V die liesultate der Substitution der Coordinaten 
des neunten Punktc-s in U und V sind. Diess giebt in jedem 
Falle einen bestimmten Werth für k, den einen au.sgenommen, 
wo der fragliche neunte Punkt gleichzeitig den beiden Curven 
U = 0 und F = 0 augehört, die sich ja wirklich in noch 
einem neunten Punkte schneiden müssen. Für die Coordi- 
naten dieses Punktes nimmt A' den Werth 0 ; 0 an; auch zeigt 
ja die Form der Gleichung U — A F = 0 das Nämliche, dass 
in der Th.at jede Curve, welche sie darstellt, durch alle 
Durchschnittspunkte der Curven U = 0 und V = 0 hindurch 
gehen muss. AVir erhalten also den wichtigen Satz: Alle 
Curven dritter Ordnung, welche durch acht feste 
Punkte gehen, enthalten noch einen neu nten festen 
Punkt. Und wir erkennen, dass neun Punkte nicht immer 
hinreichend sind, um eine Curve dritter Ordnung zu bestim- 
men; denn wir können durch die neun Durchschnittspuukte 
von zwei solchen Curven und durch einen beliebigen zehnten 
Punkt eine solche Curve beschreiben. 

.TO. Dasselbe Raisonnement bleibt auf Curven jeder Ord- 
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iiung aiiweiullmr. Wenn ilie Zahl gegebener Punkte um Eins 
kleiner ist uls die zur Eestiinnuing der Curvcn n'"''' Ordnung 
nothwendige Zahl, also — 1}-, so ist U — A:F=0 

für U = 0 und K == 0 als zwei bestimmte durch diese Punkte 
gehende Curven Ordnung die allgemeinste Gleichung 
einer Curve Ordnung, welche durch diese Punkte gellt; 
denn die tlleichung enthält eine willkürliche Constiuite, der 
wir einen solchen Werth beilegen können, <lass die besagte 
(’urve durch einen beliebigen ausserdem gegebenen Punkt 
geht und somit vollständig bestimmt ist. Die Form der Glei- 
chung zeigt aber, dass' die Curve durch alle die Punkte 
hindurch geht, welche den Curven f/ = 0, F=0 gemein- 
schaftlich sind und daher nicht nur durch ^ u (u + 3) — 1 
gegebene feste Punkte, sondern noch durch n‘ — ^n (H-j-3)-j-l 
andere feste Punkte. Also: Alle Curven 7t'"' Ordnung, 
welche durch ^ (»j -f- 3) — 1 feste Punkte gehen, 

enthalten ausser diesen noch ^ — 1)(» — 2) andere 

feste Punkte. Man nennt das System ein Büschel von 
Curven Ordnung und die gemeinschaftlichen Piuikte 
seine Grundpunkte. 

31. Eine nützliche Folgerung aus dem vorhergehenden 
Satze lautet: Wenn von den n'^ Schnittpunkten von 
zwei Curven rt'"' Ordnung np auf einer Curve Ord- 
nung liegen (j> < «)> liegen die übrigen n {n — p) 
auf einer Curve der Ordnung (n — j>). Wenn wir eine 
Curve (» — pY" Ordnung durch ^ (>i — p) (»t — -f- 3) dieser 
übrigen Punkte legen, so bildet diese mit der Curve p''"’ Ord- 
nung zusammen eine Curve der Ordnung n, welche durch 
^ {h — pi) (« — p .3) np Punkte geht; und weil die.se 
Zahl {= \ n (» -f 3) — 1 + .J {p - 1) {p — 2)} nicht klei- 
ner sein kann als ^ n {n -}- 3) - 1, so muss diese Curve alle 
die übrigen Punkte enthalten; weil endlich von denselben 
keiner auf der Curve 2''" Ordnung liegen lunn, so liegen sie 
nothwendig alle auf der Curve {n — y))"'' Ordnung, der ße- 
hau]ituug entsprechend. 

Es ist hier Vortheil gezogen von dem Umstande, dass 
die die Schnittpunkte von Curven n‘" Ordnung betreffenden 
Sätze keineswegs blos von eigentlichen Curven dieser Ord- 
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miiig gelt<‘ii, nach der Natur des Beweises in Art. 30, der 
aiicli dann be.stehen Ideibt, wenn U oder V in Factoren zer- 
legbar sind. Als ein Heispiel zu dem Satze dieses Artikels 
lugen wir den Satz bei: Wenn ein Polygon von 2w Sei- 
ten einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, so 
liegen die n {n — 2) Punkte, in denen die ungerad- 
zahligen Seiten die nicht anstossenden gerad- 
zahligen Seiten de.sselbcn durchschneiden, in einer 
Curve von der Ordnung (u — 2). Denn das Product 
aller ungeradzahligen Seiten bildet ein System n'" Ordnung 
und das Product der geradzahligen Seiten ein anderes System 
Ordnung; beide Systeme schneiden sich in m’ Punkten, 
uiludich, weil jede uugeradzahlige Seite zwei anliegende 
und (» — 2) nicht anliegende geradzahlige Seiten schneidet, 
in den 2 m Ecken des Polygons und den n (m — 2) Punkten, 
von welchen unser Satz spricht. ^Veil aber nach der Voraus- 
setzung die 2m Ecken in einem Kegelschnitt liegen, so sind 
nach dem Hauptsatz dieses Artikels die übrigen n (n — 2) 
Punkte in einer Curve (« — 2)'''' Ordnung enthalten. 

32. Der Pascal’sche Satz ist ein specieller Fall (m = 3) 
des oben gegebenen ; es mag aber zur Klarstellung des 
Princips der vorigen Entwickelungen von Vortheil sein, seinen 
Beweis in der hier einschlagenden Form auszudriicken. Be- 
zeichnen wir die Gleichungen der Seiten des Sechsecks in 
ihrer natürlichen Folge mittelst der sechs ersten Buchstaben 
des Alphabets, H = 0, = 0, . . . , P = 0, so ist 

äCE — k liDF = 0 die Gleichung eines Systems von Cur- 
ven dritter Ordnung, welche durch die Punkte .1 =0, /»’=0; 

G=(); C=0, D=0; D=0, 7?=0; E=0, 7<’=0; • 

E—0, und überdiess durch A=0, Z)=0; i>’=0, E=0] 

C—0, JF’=0 hindurch gehen. Wenn die ersten sechs Punkte 
auf einem Kegelschnitt S = 0 liegen, so gilt für diejenige 
Curve des Systems, welche durch die Bedingung bestimmt 
ist, dass sie noch einen siebenten Punkt des Kegelschnitts 
S = 0 enthalte , die Bedingung 

ACE—k’liDF=SL 

für L — 0 als eine in den Coordinaten lineare Gleichung. 

Sie kann keine eigentliche Curve dritter Ordnung sein, weil 
eine solche Curve nicht mehr als sechs Punkte mit einem 
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Kogelscliiiill S — 0 "emeinsam haben kann, die gerade Linie 
S = t) wird daher die übrigen drei l’unkte A = 1) — 0, 
i> = h — 0, C — y — 0 eiitlialten müssen. Wir fügen liin- 
zu, dass gerade dieser Heweis des Pascalseheu Satzes am 
leichtesten zu den Sätzen von Steiner und Kirkmann über die 
vollständige Figur desselben führt. (Vergl. „ Kegelschn.“ 
Art. 280.). Sei ^ 

12. 34. 50 — 45. 01. 23 = SL, 

(I. h. mit 12 die linke Seite der Gleichung der Verbindungs- 
linie der ersten und zweiten Ecke, etc. und mit L — 0 die 
Gleichung der Verbindungslinie der Schnitt{)unktc der Gegen- 
seiten 12, 45 ; 23, 50; 34, 01 bezeichnet, und sei elienso 
12. 34. 50 — 30. 25. 14 = SM, so ist offenbar 

45. 01. 23 — 30. 25. 14 = S {M — L), 
d. h. die I’ascal'sche Linie der letzteren Gleichung geht durch 
den Durchschnittspunkt der Pascal'schen Linien, welche den 
beiden vorigen Gleichungen entsprechen. 

Wir wollen aber bemerken, dass der Satz des Art. 31. in 
dem fraglichen Falle n = 3 ein specieller Fall des Satzes von 
Art. 30. ist, weil das System der drei ungeradzahligen Seiten 
eine der Curven dritter Ordnung, und das der geradzahligen 
die andere von den Ciirven dritter Ordnung U=0, V—0 des 
Art. 30. ist; daher können wir den Pascal’schen Satz direct 
aus diesem herleiten: Wir betrachten den Kegelschnitt durch 
die sechs Ecken und die gerade Verbindungslinie von zweien 
der drei Gegenseitenpaare als eine Curve dritter Ordnung 
durch acht von jenen neun Punkten und sehen damit, dass 
sie auch durch den neunten Punkt gehen muss, d. h. die 
gerade Linie geht auch durch den Durchschuittspunkt des 
dritten Paares der Gegenseiten. 

33. Es ist bewiesen worden, dass obwohl zwei Curven 

Ordnung sich in Punkten dürchschneiden, doch /P 
willkürlich gewählte Punkte nicht die gemeinschaftlichen 
Punkte von zwei solchen Curven sein können, dass vielmehr 
aus — 1) (w — ‘^) gegebenen unter ihnen die übrigen 

bestimmt sind. Ein ähnlicher Fall gilt in Bezug auf die 
np Durchschnittspunkte von zwei Curven von der undj)""" 
Ordnung. Obgleich z. B. eine Curve dritter Ordnung eine 
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vou der vierteu iu zwölf Punkten schneidet, so ist es doch 
im Allgemeiueu unmöglich, durch zwölf auf einer Curve 
dritter Ordnung willkürlich gewählte Punkte eine eigentliche 
Curve vierter Ordnung zu legen. L)as System vierter Ordnung 
durch diese zwölf und durch zwei willkürlich angenommene 
andere Punkte ist im .\llgemeinen aiichts anderes als die 
Curve »dritter Ordnung und die diese zwei letztem Punkte 
verlaindende Gerade. Und allgemein, jede Curve »('>'' Ord- 
nung, welche durch >ip — ] (j> — 1) (j> — 2) l’uukte 
einer Curve Ordnung (;»<») geht, schneidet 
diese Curve in ^ (p — 1) (i' — 2) andern festen Punk- 
ten. üenn wir sahen in Art.^.31., dass 

np - i (P - ' ) (i’ — 2) + 4 (« — P) (« — P + -'U = i n {n + 3) — 1 

ist; daher geht nach Art. 30. jedes System Ordnung, das 
durch die gegebenen Punkte und ^(n — j))(« — j[a-(-3) andere 
beschrieben wird, durch ^ (« — 1) (n — 2) andere feste Punkte 
Punkte. Ein System der n'“" Ordnung, welches durch diese 
Punkte geht, bildet aber die gegebene Curve Ordnung 
zusammen mit einer Curve der Ordnung (w — jii) durch die 
hinzugefügten andern Punkte; die \ {n — 1) (« — 2) neuen 
Punkte müssen daher theils auf der einen, theils auf der 
andern von diesen Curven liegen. Und cs ist offenbar, dass 
diese Punkte so zwischen ihnen vertheilt sein müssen, dass 
dadurch die Totalzahl der Punkte im ersten Falle zu np, im 
zweiten zu n {n — p) gemacht wird. Damit ist die Wahrheit 
des angezeigten Siitzes bewiesen. 

34. Eine fernere Erw'eiterung dieses Satzes ist durch 
Cayley gegeben worden: Jede Curve von der Ordnung 
r (für r > m oder r>w,r <»(-)- « — 3), welche durch 
alle bis auf ^ (m -j- » — r — 1) (>« -(- « — r — 2) von den 
mn üurchschnittspunkten zweier Curven von den 
Ordnungen m und n hiudurchgeht, cjithält auch alle 
diese übrigen Schnittpunkte. Damit der Geist des all- 
gemeinen Beweises deutlicher werde, schicken wir ein beson- 
deres Beispiel voraus. Jede Curve fünfter Ordnung, welche 
durch fünfzehn von den Durchschnittspunkten zweier Curven 
vierter Ordnung geht, enthält auch den letzten Durchschnitts- 
puukt derselben. Denn wenn wir zwei willkürliche Punkte 
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auf jeder der Curven vierter Ordnuiif» anueliine)), so ruacheii 
diese vier mit den fünfzehn gegebenen J’unkten zusaninien 
neunzehn Punkte, und wenn verschiedene Curven fünfter 
Ordnung durch dieselben gehen, so haben dieselben alle nach 
Art. 30. sechs andere feste Punkte gemein. Aber jede der 
beiden Curven vierter Ordnung bildet zu.sammen mit der 
geraden Linie durch die beiden willkürlich gewählten Punkte 
der andern Curvc ein durch die neunzehn Punkte gehendes 
System fünfter Ordnung. Daher liegen alle Durchschnitts- 
l)unkb! der gegebenen Curven vierter Ordnung in jeder Curve 
fünfter Ordnung durch die Punkte. Jm allgemeinen Falle 
nehmen wir ^ (r — m) (r — m -f- 3) willkürliche l’unkte in 
der Curve Ordnung an, und legen durch dieselben eine 
Curve von der Ordnung (r — jk); wir nehmen ferner 
^ (r — m) (r — M + 3) Punkte in der Curve »«'" Ordnung an 
und legen durch sie eine Curve von der Ordnung (r — «); 
wir nehmen endlich so viele der vin Durchschuittspunkte 
beider Curven als mit den willkürlichen Punkten zusammen 
(r -f- 3) — 1 ausmacheu. Dann sind, weil die Curven 
(r — m)'” und »«'*■' Ordnung ein und die Curven (r — m)'" 
und Ordnung ein anderes System r’"' Ordnung durch die 
Punkte bilden, die Durchschnitte dieser beiden Systeme allen 
Curven Ordnung gemein, welche durch die Punkte gehen. 
Aber es ist 

^ r (»-+.3)— 1 — i {r—m) (r — m + 3) — ^ (>• — w) (r— w + .3) 
= mn — ^ 1) (»» + » — r — 2), 

wie man leicht bestätigt. Daraus ergiebt sich die Wahrheit 
des Satzes. 

Damit der Beweis aber anwendbar bleibe, muss r wenig- 
stens gleich der grössesten der beiden Zahlen m oder n und 
(r — m) < n sein, weil es sonst nicht möglich sein würde, 
durch die angenommenen Punkte der Curve Ordnung 
eine von der (>• — m)'*" Ordnung zu beschreiben, die die Curve 
Ordnung selbst nicht als einen Theil enthielte ; und weil 
der Satz für r = rn n — 1 oder r = m -j- u — 2 inhalts- 
los ist, so gilt er unter der Bedingung r ^ m -j- « — 3.'^) 
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II. Al)schnitt. 

rdtcr (li(‘ Natur der virirarluMi Piiiikir und 'raiigeiiton der Curvoii. 

65. Um auf dem einffichsten Wege in die Lehre von den 
mit den Curven verbundenen singulären Punkten und Geraden 
eiiizudringen , wollen wir zuerst durch Beispiele die Natur 
dieser Punkte und Linien erläutern, und alsdann allgemeine 
Gesetze begründen, nach welchen ihre Existenz im Allge- 
meinen entdeckt werden kann. 

Wir wenden die in Art. 26. gegebene Cartesische Glei- 
chung an. Wenn wir dieselbe durch die Substitution von 
Q COS ö, Q sin 0 respective für x und // — oder für 
schiefwinklige Axon event. ihq und ng wie in „Kegelschn.“ 
Art. 1)5. — zu Polarcoordinaten transformieren, erhalten 
wir eine Gleichung Grades in p, deren Wurzeln ilie 
vom Coordinatenanfang aus gemessenen Entfernungen der 
»Punkte sind, wo die C.urve durch eine denselben enthaltende 
Gerade geschnitten wird, die den Winkel 0 mit der .\xe der 
X macht. 

36. Wenn in der allgemeinen Gleichung das absolute 
Glied A gleich Null ist, so ist der (’oordinatenanfang ein 
Punkt der t'urve, weil die Werthe x = 0, // = 0 die Glei- 
chung befriedigen. Dasselbe ergiebt sich aus der in Polar- 
coordinaten geschriebenen Gleichung 

(JicosQ -f- C'siuO) p -f- (2)cos-0 -|- Jicos0sni0 
i'’sin '^0) p- -|- • • • = P; 

weil sie durch p theilbar ist, so ist p = 0 eine der Wurzeln, 
unabhängig von dem Werthe von 0 und es fällt also einer 
der H Punkte, in denen eine beliebige Gerade aus dem An- 
fangspunkt die C'urve schneidet, mit diesem selbst zusammen. 
Die andern (» — l) Punkte sind im Allgemeinen vom An- 
fangspunkt verschieden; es giebt aber einen Werth von 0, 
für welchen ein zweiter von diesen Punkten mit ihm zu- 
sammenfallt, nämlich derjenige, für welchen jBcos0-f-C'sin0 = O 
ist. Dann ist die Gleichung 

(IJ cos ^0 -j- Ji sin 0 cos 0 -(- F sin‘'*0) p- + • • • = 0 
durch p'^ theilbar und es sind daher zwei ihrer Wurzeln p = 0. 
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Die iliesciii Wertlie von 0 eiitspreclieude Gerade schiieiilet 
die Giirve in zwei im Anfangspunkt zusammenfallenden Punk- 
ten oder ist die Tangente der Curve im Anfangspunkt. 
Weil eine lineare Gleichung zur Bestimmung von tan 0 
dient, so existiert für einen gegebenen Punkt der Curve im 
Allgemeinen nur eine Tangente; ihre Gleichung ist 

p (Jj’cosG -f Osin0) = 0 oder Bx Cy = 0._ 

Wenn also für den Anfangspunkt als einen Punkt 
der Curve ihre Gleichung durch -f- -(-••• = 0 
dargestellt ist, so repräsentiert id'* = U di e Tangen le 
derselben im Anfangspunkt. 

Für J> = 0 ist die Axc der x diese Tangente, für C=^0 
die Axe der ij. 

37. Wenn wir aber voraussetzen, dass die Coeflicienten 
-1, i)’, C .sämmtlich gleich Null sind, so verschwindet der 
t'oeftieieut von' p unabhängig von 0 und also für jedes 0. 
Dann schneiilet jede gerade Linie durch den Anfangspunkt 
die Curve in zwei mit ihm zusammen fallenden Punkten; 
derselbe wird dann ein Doppelpunkt der Curve genannt. 
Genau wie im letzten Artikel erkennen wir dann weiter, 
dass es in diesem Falle zwei durch den Anfangspunkt gehende 
Gerade giebt, welche die Curve in drei zusammen fallenden 
Punkten schneiden. Denn für die Werthe von 6, die den 
Coefficienten von p’ gleich Null machen, d. h.' der 
Gleichung Dcos-0 -f- JisinG cos0 -f- i’’sin*0 == 0 genügen, 
wird die Polargleichung der Curve durch p^ theilbar und ent- 
hält also die Wurzel p = 0 dreifach. Und du tan 0 durch 
eine quadratische Gleichung bestimmt wird , so schliessen 
wir, dass durch einen Doj)pelpunkt zwei gerade Linien gehen, 
von denen jede die Curve in drei zusammen fallenden Punk- 
ten schneidet, und deren Gleichung ist 

p^ (X>cos’0 ii'sin0cos0 -)- i'’siu-0) = 0 

oder 

Dx'‘ Exij Fy- — 0. 

Obwohl also in gewissem Sinne jede durch einen Doj)pel- 
punkt gehende Grade als Tangente der Curve in ihm zu be- 
trpehteu ist, nämlich als eine Gerade, die in ihm mit der 
Curve zwei zusammen fallende Punkte gemein hat, so giebt 
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es doch unter allen diesen Geraden zwei, deren Herühninf; 
mit der Curve eine innigere ist, als die aller übrigen; cs ist 
daher gebräuchlich zu sagen , dass in einem Dojtjielpunkt au 
die Curve zwei Tangenten gezogen w’erden können. Wenn 
die Gleichung der Curve für den Anfaugsjniukt der Coordi- 
naten als Doppelpunkt in der Form «<-> -f- 0 

geschrieben wird , so ist «<*> = 0 die Gleichung dieses Tau- 
gentenpaares. 

118. Es ist nothwendig, drei Arten von Dopiielpunkteii 
zu unterscheiden, je nachdem nämlich die durch (d-> =0 rei)rä- 
sentierten geraden Linien reell und verschieden, nicht reell 
oder zusainmenfallend sind. 

I. Im ersten Falle sind die Tangenten beide reell, der 

i-i„. e. Doppcli)unkt erscheint so, wie die Figur 

ihn zeigt; er gehört zwei Aesten der 
Curve an, von denen jeder in'ihm seine 
eigene Tangente hat. Die quadratische 
Gleichung = 0 bestimmt die Rich- 
tungen dieser beiden Tangenten. Einen 
solchen Doppelpunkt nennen wir einen Knotenpunkt. Wir 
erhalten eine einfache Erläuterung eines solchen Doppelpunkts, 
wenn die gegebene Gleichung das Product zweier Gleichungen 
von geringeren Graden ist; U = I‘Q. Dann repräsentiert 
U — 0 die beiden durch P=0 und Q = 0 dargestellten 
Curveu von den Ordnungen p und q. Wenn wir aber die- 
selben in ihrer Vereinigung als ein System von der Ordnung 
u =■ p q betrachten, so haben wir diese Curve als mit pq 
Doppelpunkten in den gemeinsamen Punkten der Curven 
P = 0 und Q = 0 zu betrachten und in jedem reellen unter 
diesen Schnitti)unkten hat die Curve l’Q = 0 zwei reelle 
Tangenten, nämlich die Tangenten von P = 0 und Q = 0. 

II. Die Gleichung = 0 habe ihre beiden Wurzeln 
nicht reell, ln diesem Falle ist dem Anfangspunkt der Co- 
ordiuaten kein reeller Punkt benachbart; wir nennen den- 
selben dann einefi conjugierten oder isolierten Punkt. 
Seine Coordinateu genügen der Gleichung der Curve, aber 
er erscheint nicht als in der Curve liegend. Und die 
Existenz solcher Punkte kann in der That nur dadurch 
evident gemacht werden, dass man zeigt, es gebe Punkte, 
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Fig. 7 . 


für welche keine der durcli sie gehenden Geraden die Oiirve 
in mehr als (n — 2) Punkten schneiden kann. 

111. Die Gleichung = 0 kann ein vollständiges Qua- 
drat t’i* = 0 .sein. Dann fallen die Tangenten ini Doppel- 
punkt zusammen und die üurve hat die in der 
Figur angezeigte Fonn. Solche Punkte werden 
Spitzen genannt; oft auch Rückkehr- — 
punkte oder stationäre Punkte, weil die 
Vorstellung der Curve als einer durch die Bewegung eines 
Punktes entstandenen Bahn für jede Spitze die Annahme 
fordert, dass die Bewegung in dem einen Sinne der bezüg- 
lichen Tangente zum Stillstand komme, um dann im ent- 
gegengesetzten Sinne derselben wieder zu beginnen, 
dieser Art können nicht, wie etwa nach dem 
Beispiel unter I. erwartet werden möchte, durch 
die Vorstellung einer in zwei sich berührende 


Punkte 


Flir. K 



Theile J-’=0, zerfaljenden Curve U=0 

erläutert werden; obwohl jeder solche Berührungs- 
punkt ein Doppelpunkt mit zusammen fallenden 
Tangenten ist, so muss doch ein solcher Punkt zu den Singu- 
laritäten einer höheren Ordnung als die jetzt zu betrachten- 
den gerechnet werden, weil die ihm entsprechende Tangento 
die zusammengesetzte Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten, jede der beiden Theilcurveu nämlich in zweien, 
durchschneidet, während in einer Sjjitze, wie wir sahen, die 
Tangente im Allgemeinen die Curve nur in drei aufeinander 
folgenden Punkten trifft. Damit die Tangente in einer Spitze 
die Curve in vier aufeinander folgenden Punkten treffe, ist 
nicht nur erforderlich, dass «'*• ein vollständiges Quadrat j;,- 
sei, sondern auch, dass die Wurzel desselben ein Factor in 
iP' ist, so dass die Gleichung nothwendig von der Form 
v + v^ u**“’ -f- «P* -(-•••= 0 sein muss. Solche Punkte 
entspringen aus der Vereinigung von zwei Doppelpunkten, 
was auch mit dom vorher erwähnten Beispiel zusammen 
stimmt; wenn die Curven P = 0, Q = {) sich berühren, so 
vertritt der Berührungspunkt die Stelle von zwei Durch- 
schnittspunkten derselben, d. h. von zwei Doppelpunkten von 
ü = 0. Es ist gut, zu bemerken, dass der Knotenpunkt und 
der isolierte Punkt Formen des Doppelpunktes von gleichem 
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Grade der Allgemeinlicit sind, nur unterschieden durcli die 
UenlitiU und Niclitrealitiit ihrer Tangenten; dass dagegen in 
der Untersuchung selbst die Spitze sich als ein . besonderer 
Fall des Doppelpunktes dargeboten hat; sie ist in Wahrheit 
eine andere Singularität, wie wir weiterhin erkennen werden. 

31*. Wir wollen die Sache durch das folgende Beispiel 
erläutern. Es sei die Curve = (.r — a) {x — h) {x — c), 
mit a < /> < c zu betrachten. Sie ist olFenbar zn beiden 
Seiten der Axe der x symmetrisch, weil jedem Werthe von 
X gleiche und entgegengesetzte Werthe von // entsprechen; 
und sie schneidet die Axe der x in drei Punkten A, li, C 
oder respective x=a, x=h, x==c. Für alle x, welche kleiner sind 
als a, ist ?/• negativ und somit // nicht reell; für Werthe 
von X zwischen a und b wird positiv und für solche zwi- 
schen b und c negativ, endlich positiv für alle c überschrei- 
tenden Werthe von x. Die Curve be- 
steht daher aus einem zwischen A und 
li liegenden Oval und einem bei C 
beginnenden und sich unendlich nach 
der positiven Seite der x fortsetzeiiden 
Aste. Setzen wir insbesondere b = c, 
so dass die Gleichung wird 

»p = (x — a) (x — b'f, mit b a, 

so erscheint der Funkt li mit dem Punkte C vereinigt; mit 
der Annäherung von li an ü schärfen sich das Oval und 
Fig. 10 . der unendliche Ast gegen einander zu 

und bei ihrer endliclien Vereinigung wird 
li ein Doppelpunkt mit zwei sich in ihm 
unter einem Winkel schneidenden Theilen, 
das Oval zur Schleife, die durch den 
Doppelpunkt hindurch in die beiden 
Zweige des unendlichen Astes stetig übergeht. Ist aber 
anderseits b = a, so wird die Gleichung 
j/’ = (.X — ay (x — b) mit a <. b. Das Oval 
hat sich in einen Punkt A zusammengezogeu 
und die Curve zeigt die beistehende Form. 
Diesi Beispiel reicht aus, um die Analogie zwi- 
schen conjugierten Punkten imd Knotenpunkten 
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KIg. 12. 




ZU zeigen. Setzen wir endlich a = h — c, so dass die Glei- 
cliung y'‘ = [x — (lY ist, so wird der Punkt 
A z'ur Spitze (Art. 38., III.) und die ent- 
sprechende Tangente schneidet die Curve 
in drei auf einander folgenden Punkten . 

A, B, C. 

40. Wenn in der allgemeinen Gleichung U — 0 die 
Coefficienten A, B, C, D, E, F sämmtlich gleich Null sind, 
so ist der Anfangspunkt der ('oordinaten ein dreifacher 
Punkt, weil jede durch ihn gehende Gerade 'die Curve in drei 
zusammen fallenden Punkten schneidet; und man erkennt 
leicht, wie vorher, dass es in einem dreifachen Punkt drei 
Tangenten gieht, welche mit der Curve in ihm vier zusammen 
fallende Punkte gemein haben und dass diese drei Geraden 
durch die Gleichung = 0 ausgedrückt werden. 

Wir können auch wie vorher vier .\rten oder Fonneu 
des dreifachen Punktes unterscheiden, je nachdem die drei 
Tangenten a) alle reell und 1) alle drei verschieden .sind, 
oder 2) zwei zusammen fallend, oder 3) alle drei zusammen 
fallend; oder b) eine reell und die beiden andern nicht reell 
•sind. Wir können den dreifachen Punkt als aus der Vereinigung 
von drei Doppelpunkten ent- 
springend betrachten, und 
zwar sind diese in den Fäl- ,■ — 
len a) 1. drei Knotenjmnkte, ~j 

2. zwei Knotenpunkte und i 

eine Spitze, 3. em Knoten- 
punkt und zwei Spitzen — wie es die beistehenden Figuren 
erläutern, wo wir nur die drei Doppelpunkte in einen drei- 
fachen Punkt vereinigt denken müssen. Der Fall 3) weicht 
kaum merklich sichtbar von einem gewöhnlichen Punkte der 
Curve ab; bei gutgezeichneter Figur ist nur eine gewisse 
Schärfe der Biegung im singulären Punkte zu bemerken. Im 
Falle b) haben wir ebenso einen reellen Theil, der durch 
einen conjugierten Punkt hindurchgeht und dem Auge er- 
scheint dieser singuläre Punkt nicht verschieden von irgend 
einem andern Punkte der Curve. 

Wir können in gleicher Art die Bedingungen unter- 
suchen, unter welchen der Anfangspunkt der Coordinaten 
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ein vielfaclier Punkt von irgend einem iiölicrn Grade k ist. 
I)ie Coefficieuten aller (ilieder aller Grude unter k werden 
verstdiwinden und die Gleiehung ist von der Porm 
m'‘> -|- + . . . = 0. Im vieltachen Punkte gehen k 

Tangenten an die Curve, welche sämiutlich durch die 
Gleichung «'*> — 0 dargestellt werden und die Form, 
welche die Curve im vielfachen Punkte darhietet, wech- 
selt je nachdem die Wurzeln dieser Gleichung alle reell 
und ungleich oder zwei oder mehren* von ihnen gleich tnler 
nicht reell sind. Ein vielfacher Punkt von der Ordnung k 
kann angesehen werden als aus der Vereinigung von (/.•—!) 
Doppelpunkten hervorgegangen, wie wir an dem Fall von k 
geradoi Linien am einfachsten erläutern, die als ein System 
mit ^ k ik — 1) l)o])j)elpnnkten in ihren Schnittpunklen zu 
hetrachten sind, und die, wenn .sie alle durch denselben Punkt 
gehen, ein System mit /.fachem Punkt bilden, der die Stelle 
aller der Dopi>elj)unkte vertritt. Das Princij» bleibt dtisselbe, 
wenn die sich durchschneidenden Linien krumme Linien sind. 
Eine (’urve kann durch den Schnitt von k Zweigen' mit einan- 
der ^ k {k — 1) Du])peli)unkte haben und hat, wenn alle 
Zweige durch denselben Punkt gehen, an deren Stelle einen 
A' fachen Punkt oder einen vielfachen Punkt von der Ord- 
nung A. 

41. Wenn ein gegebener Punkt ein Doppelpunkt für eine 
Curve sein soll, so ist diese Bestimmung drei Bedingungen 
äquivalent. Denn wenn wir ihn zum Anfangspunkt der Co- 
ordinateii wählen, so verschwinden drei Glieder in der Glei- 
chung der Curve (Art. 37.) und die Zahl der verfügbaren 
Constauten ist um drei geringer als im allgemeinen Full. 
Wenn dazu auch die Tangenten der Curve im Doppelpunkt 
gegeben wären — gleichviel ob als zwei reelle Gerade oder 
als zwei nicht reelle, wenn sie im letztem Falle als die 
Düppelstrahlen eines involutorischeu Strahlenbiischels mit 
sich trennenden Paaren gegeben sind (vergl. ,,Kegelsch.“ 
Art. 301.) — so ist diess zwei w'eitern Bedingungen äqui- 
valent, da nun zu Ä = 0, B=0, C — 0 auch die ^'er- 
Lältnisse 1) : if, 1) : F gegeben sind. Die Angabe eines drei- 
fachen l’unktes ist sechs Bedingungen äquivalent, weil die 
sechs niedrigsten Glieder der Gleichung verschwinden, w'enn 
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man ihn zum Anfangspunkt der Coordinaten macht. Und 
allgemein ist die Festsetzung eines bestimmten Punktes als 
eines vielfachen Punktes von der Ordnung k ä<juivaleut mit 
^ A: (Ä -f- 1) 13edingungen. 

42. Es giebt eine Grenze für die Zahl von Doppelpunk- 
ten, welche eine (’urve n'" Ordnung enthalten kann, ohne 
dass sie in Curven von niederen Ordnungen zerfällt. Bei- 
spielsweise kann eine Gurve dritter Ordnung nicht zwei 
Doppelpunkte haben, weil die gerade Verbindungslinie von 
zwei Doppelpunkten die Curve in vier -paarweis zusainraen- 
fallenden Punkten schneiden würde und nicht mehr als drei 
Punkte der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen 
können, ohne dass dieselbe in eine gerade Linie und einen 
Kegelschnitt zerßllt. Eine Curve vierter Ordnung ferner 
kann nicht vier Doppelpunkte haben ; weil, wenn sie so viele 
Doppelpunkte hätte, ein durch dieselben und einen beliebigen 
andern l*unkt der Curve gelegter Kegelschnitt mit ihr neun *) 


•) Wenn ein Durchschnittepunkt zweier Curven ein Doppelpunkt 
in einer derselben ist, so muss er für zwei gezählt werden und die 
Curven können sich ausser ihm nur noch in (nj/ — 2) Punklen schnei- 
den; ist ein Schnittpunkt ein Doppelpunkt für beide Curven, so zählt 
er für vier unter den Durchschniltspunkten. Und allgemein, wenn er 
in der einen Curve vielfach vom Grade i und in der andern vielfach 
vom Grade l ist, so zählt er für tl Schnittpunkte. So schneidet z. B. 
ein System von k geraden Linien ein anderes von / geraden Linien in 
kl Punkten, wenn aber alle Geraden des ersten Systems durch einen 
und denselben Ihinkt in einer Geraden des zweiten geben, so zählt 
dieser für k Schnittpunkte und es existieren ausser ihm nur noch 
k {I — 1) .andere Schnittpunkte von Linien beider Sysieme. Und wenn 
die geraden Linien beider Systeme sämmtlich durch einen Punkt gehen, 
so zählt ilerselbe für kl Schnittpunkte und die Geraden schneiden sich 
nirgend ausser ihm. Wenn zwei Curven sich in ihrem Schnittpunkt 
berühren, so zählt der Berührungspunkt als ein Paar Durchschnitta- 
punkte, weil er zwei auf einander folgende gemeinsame Punkte re- 
präsentiert. Wenn der Durchschnittapunkt ein vielfacher Punkt Inder 
einen Curve oder in beiden Curven ist, und wenn eine der Tangenten 
im vielfachen Punkt beiden Curven gemein ist, so müssen wir zur 
Zahl der Durchschnittspunkte, denen der vielfache Punkt ätpnvalent 
ist, Kins addieren, weil die Curven auch noch den in der Richtung 
der besagten Tangente nächstbenachbarten Punkt mit einander gemein 
haben. Es ist ohne Schwierigkeit die Wirkung einer beliebigen Com- 
bination von singulären Punkten und ihrer Tangeuten zu bestimmen. 

Ssimon, Il.ihers Curven. ü 
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l’imkt« f^pinoinsam hiittc, wülircn«! doch kein Kpg(‘lscliiiitl, 
der nicht selltst ein Tlieil der (kirve is<t, mit einer Ciirve 
vierter Ordnung nielir als 2 . 4 l’unkte gemein hahcn kann. 
Und allgemein kann eine Curve n''' Ordnung nicht mehr als 
•J (w — 1 ) (n — 2) I)t)j)})elj)nnkte haben ; denn -wenn sie 
einen Doppelpunkt mehr besäs-se, so würde durch die.se 
2 (« — 1) (» — 2) -j- 1, und durch (« — 3) andere Punkt« der 
Ciirve eine Curve (» — 2)''''’ Ordming be.schrieben werden 
können (Art. 27), welche als die (,'urve w'®' Ordnung in 

2 {{ („-1 1)(„_2)+ !} + («- 3) 

Punkten durchschneitlend angesehen werden müsste, d. h. in 
(»? (m — 2) -)- 1| Punkten, oder in einem l‘unkb“ mehr als 
möglich i.st, so lange die gegebene Curve eine eigentliche 
Curve Ordnung ist. 

Wir bemerken, da.ss dieser Heweis nur zeigt, dass Cur- 
ven nicht mehr als eine gewisse Anzahl von Doppelpunkten 
hal)cn können, aber nicht, was jedoch wirklich der Fall ist, 
dass sie auch eben so viele besitzen können. 

43. Wenn die Curve vielfache Punkte höherer Ordnung 
h.at, so bleibt dasselbe Kriterium amvendbar, wenn wir jeden 
vielfachen Punkt A’'''' Ordnung als äcjuivalent mit J /•■ (/>' — 1) 
Do|)pelininkt<>n rechnen. Aber es giebtEiuschriinkungen für die 
■Möglichkeit, für eine gewi.sse Zahl von Doj)pel punkten einen 
vielfachen Punkt von höherer Ordnung zu substituieren. So 
kann eine Curve fünfter Ordnung sechs Doj)pelpunkte haben 
und drei derselben können durch einen dreifachen Punkt er- 
setzt werden; aber es ist dann unstatthaft, auch die drei 
andern Do])polpunkte durch einen zweib-n dreifachen Punkt 
zu ersetzen, weil die gerade Verbindungslinie der beiden drei- 
fachen Punkte die Curve in mehr als fünf Punkten schneiden 
würde. Und allgemeiner, wenn eine Curve >»'" Ordnung 
einen vielfachen Punkt der Ordnung (h — 2) hat, so kann 
sie ausserdem als singuläre Punkte nur Dop])elpunktc ent- 
halten und die Zahl derselben kann nach nnserm Kriterium 
nicht grösser sein als (« — 2). *) 

44. \Vir wollen mit Cayley Defect einer Curve oder 
auch )iach Clebsch Geschlecht derselben die Zahl J) 
nennen, um welche ihre wirkliche Anzahl von Doppelpunkten 


Digitized by Google 


3f) 

von der ihrer Ordnung zukoninienden Masinuilzahl derselben 
riberlroffen wird; wir l>ezeidiiien damit eine Zahl von grosser 
Wichtigkeit in der Theorie der Curveii. ^\'enn /) = 0 ist, 
d. h. wenn eine (jurve die ihrer Ordnung entspre- 
cheiule Maxiiualzahl von l)oppel]>unkton hat, so 
können die (b>ordinaten irgend eines Punktes der 
Curve als rationale algebraische Functionen eines 
variabeln Parameters ausgedrückt werden. Denn die 
^ (w — 1) (« — 2) Doppelpunkte und (n — .‘J) andere ange- 
nomriiene Punkti^ in der Ourve, d.i. zusammen ^(n— 2)(w-|-l) — 1 
Punkte reichen hin, um ein Büschel U — IV von Curven 
(« — 2)''’' Ordnung zu bestimmen. Wenn wir zwischen 
dieser (ileichung des Büschels und der Gleichung der ge- 
gebenen (hirve die eine der Variabein eliminieren , so erhalten 
wir zur Bestimmung der Werthe der andern ('oordinate für 
ihre Durclrschuittspunktc eine Gleichung vom Grade n {n — 2), 
in welche A im «"■" (irade eingeht; die Wurzeln dieser Glei- 
chung sind bis auf eine siimmtlich bekannt, denn die Durch- 
schnittspuukte der beiden Curven bestehen aus den zweifach 
zärdenden Doppelpunkten, den (« — .3) angenommenen 
Punkten und nur einem andern Punkt, weil 

(«. — 1) (m — 2) -f- (m — + 1 == w (« — 2) 

ist. Wenn wir also die so bekannten Factoren durch die 
Division aus der Gleichung entfernen, so wird die eine 
unbekannte Wurzel als eine algebraische Function Grades 
in A bestimmt. 

Und 08 ist umgekehrt wahr, da.ss die Curve die Maximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, wenn die Coordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrückbar sind, so dass 
die Curve eine Curve vom Geschlecht Null oder nach 
Cayley eine Unicursal - Curve ist. Wenn die Coordinaten 
X, , Xj, als proportional zu n, A" -}- + Pi ‘ 

rtjA" -|- + • • •, «jA" -f- -}-••• respective ge- 

geben sind, so kann die Elimination von A leicht vollzogen 
werden. Wir setzen 

0x, = n, A" + ft] A"~* + • • • , BXj = ß.j A" A"-' , 

0X3 = ß3A" + + • • • 

und multiplicicren jede dieser Gleichungen nach einander mit 

. 3 * 
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A, A®, A-’j-.-A"-', so dass wir 3« Gleichungen erlmlten, gerade 
genug, um alle die Grössen ö, 0A, . . A, A’, . . . linear zu 
eliminieren. Die Gleichung der Curve erscheint mm in Form 
einer Determinante 3 m‘" Ordnung, in welcher nur n Reihen 
die Viiriabeln enthalten; sie ist somit vom Grade n in die.sen 
und ihre Gleichung enthält die Coefficienten im 

Grade 2n. 

Zur bessern Einsicht schreiben wir das Resultat für den 
Fall n = 2 ausführlich her. Wir haben dann die Gleichungen 

0x, = f/| A* + ^ + c, , 6Xj = flj A* + h.,k Cj, 

0X3 = «3A’ -I- -f C3. 

Die Multiplication jeder von ihnen mit A und die lineare 
Elimination von 0, 0A, A*, A’, A', A" zwischen den so ge- 
bildeten sechs Gleichungen giebt als Resultat 
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45. Aus Art. 41. folgt , dass drei beliebige Punkto als 
Doppelpunkte einer Curve vierter Ordnung genommen werden 
können; sie vertreten neun Bedingungen. Aber man kann 
nicht auch alle die Tangenten der Curve in diesen Dojipel- 
punkten willkürlich annehmen, weil die Doppeljiunkte mit 
den Tangenten zuscammen fünfzehn Bedingungen äquivalent 
sind , d. h. einer mehr als zur Bestimmung der Curve genügen. 
Es muss somit irgend eine diese TangenRm verbindende 
Relation vorhanden sein ; wir werden später sehen , dass diese 
sechs Tangenten den nämlichen Kegelschnitt berühren, so 
dass durch fünf von ihnen die sechste linear bestimmt ist. 
Zwanzig Bedingungen bestimmen eine Curve fünfter Ordnung; 
wir können also ihre sechs Dopj)elpunkte und für einen der- 
selben das Paar der Tangenten willkürlich annehmen; damit 
ist aber die Curve vollständig bestimmt, d. h. es sind auch 
die übrigen Tangentenpaare bestimmt. Sieben uml zwanzig 
Bedingungen bestimmen eine Curve sechster Ordnung; es 
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köunte daher scheinen, dass eine solche Curve müsse be- 
schrieben werden können, welche neun gegebene Punkte zu 
Dü[H)elj)uukten hat. Diess ist aber nicht der Fall; denn durch 
die neun gegebenen Punkte geht eine bestimmte Curve 
dritter Ordnung U — 0 und im Allgemeinen ist die einzige 
Curve sechster Ordnung, welche dieselben neun Punkte zu 
Doppeliiunkten hat, die Curve I/* = U, d. h. die zweifach 
gezählte Curve dritter Ordnung. Man kann in diesem Falle 
selbst nicht acht der neun Doppelpunkte willkürlich an- 
nehmen. In analoger Art müssen für Curven höherer Ord- 
nungen, wenn sie die Maxiimdzahl oder selbst eine geringere 
Zahl von Dü[)pelj)unkten haben , gewisse verbindende Be- 
ziehungen zwischen denselben bestehen. Den Fall der Cur- 
ven vierter Ordnung ausgenommen kennen wir aber keinen 
Versuch, diese Relationen geometrisch auszudrücken; es ist 
also noch eine ausgedehnte Classe von Sätzen dieser Art zu 
entdecken. 

4t>. Das bisher Entwickelte wird hinreichen, um dem 
Leser von der Natur der vielfachen i’unkte der Curven eine 
Anschauung zu geben. Wir gehen dazu über, zu zeigen, 
dass eine t.'urve in gleicher Art vielfache Tangenten haben 
kann, mit andern Worten ,• dass gerade Linien existieren 
können, welche die Curve in zwei oder in mehreren Punkten 
berühren oder mit der Curve eine Berührung von zweiter 
oder von höherer Ordnung haben. Was man gewöhnlich 
die singulären Punkte der Curven nennt, reduciert sich in 
der That auf die beiden Gruppen der vielfachen I’unkte und 
der Berührungspunkte der vielfachen Tangenten. Da wir die 
Lehre von den vielfachen Punkten durch die Untersuchung 
des speciellen Falles begründet haben, in welchem der 
Anfangspunkt der Coordinatcn ein solcher Punkt ist, so ist 
es passend, die jetzige Entwickelung mit der Untersuchung 
der Bedingungen zu beginnen, unter welchen die Axe i/ = ü 
eine vielfache Tangente ist. 

Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der Curve werden 
durch die Substitution y — 0 in die Gleichung der Curve be- 
stimmt, d. h. durch die Gleichung 

A + Bx + Gx'^ 1- Px- = 0, 
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welclie iiuf tliü Furiu reducierl werden kann 

r {x — a) {x — b) {x — c) (x — (/)... = 0, 

in der a, h, . . . diejenigen \Verthe der Abscisse x sind, 
welelie den Scluiittpuukten entsprechen. 

Die Axe ist eine Tangente, wenn zwei dieser Punkte 
zusammen fallen, d. li. wenn zwischen den Wurzeln eine 
einfache Gleichheit a — h stattfindet; die Gleichung ist dann 

l> (x «)’ (x — c) . . . = 0 und die Axe berührt die Curve 

im Punkte y = 0, X = n. Für ^1 = 0, 2i = 0 berührt die ^ 
Curve die Axe j/ = 0 im Anfangspunkt der Coordinaten. 
Wir betrachten dabei nur den Fall eines reellen a, weil für 
eine reelle Gleichung eine Relation a = h zwischen zwei 
imaginären Wurzeln eine andere Gleichheit c = d zwischen 
zwei weitern imaginären Wurzeln nach sich zöge. 

Die Axe ist eine Doppeltangente, wenn unter den Wur- 
zeln zwei Paare von gleichen, « = c, h = d sind; die Glei- 
chung ist 

P (x — «)* {x — hy {x — c) . . . = 0 


und man hat zwei Fälle zu unterscheiden. 

I. Die Wurzeln a und h sind reell und die Axe ist eine Tan- 
gente der Curve in den beiden reellen Punkten x=a undx=6. Es 

ist offenbar, dass eine solche Tangente, 

Fi«. 14. ^ ° 

p. welche die Curve in zwei Paaren zu- 

— sammen fallender Punkte triflt, in 
Curven nicht auftreten kann, deren 
Ordnungszahl unter vier ist. 

II. Die Wurzeln a und b sind imaginär, so dass die 
Gleichung ist 


P (x’ + px + (x — e) . . . = 0 

und wir eine Doppeltangente mit zwei nicht reellen Berüh- 
rungspunkten haben. 

Wir können aber ferner zwischen den Wurzeln eine Re- 
lation a = b = c und damit eine Gleichung von der Form 

p (^x «)® (x — d) ... — 0 haben, wobei a reell ist. Die 

Axe schneidet dann die Curve in drei aufeinander folgenden 
Punkten x = o ; und da für drei aufeinander folgende Punkte 
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im Allgeraeiiicii tlie Verl)imliiiigslinie fies ersten und zweiten 
Punktes eine Tangente und die des zweiten und dritten die 
nächstfülgende Tangente ist, so fallen unter der gemachten 
Voraussetzung zwei aufeinander folgende Tangenten zusam- 
men. Wir dürfen die Axe als eine stationäre Tan<rente 
(Wendetangeiite) liezeiclinen, weil unter der Auffassung der 
Curve als der Envcloppe einer bewegten Geraden in ihr zwei 
aufeinander folgende Lagen derselben ,, 

zusammen fallen. Der Berührungspunkt , 
der stationären Tangente wird ein ^ 

Inflexionspunkt genannt. Für .4=0, ^ 

]} = 0, D = 0 ist der Anfangspunkt 
der Coordinaten ein Inflexionspunkt und ' 

die Axe // = 0 die zugehörige Tangente ; denn die Gleichung 
nimmt dann die Form Px^ {x — c) . . . = an. 

47. Der Knotenpunkt und der i.solierte Punkt entsprechen 
genau der Dopj)eltangente mit reellen und der Dopixiltangente 
mit nicht reellen Berührungspunkten, und ebenso entspricht 
die Spitze oder der stationäre Punkt genau der stationären 
Tangente. In iler analytischen Darstellung ist die gleiche 
Correspondeuz noch nicht ersichtlich worden ; denn wir haben 
für die Spitze eine einfache Gleichheit als s]ieciellen Fall der 
ungleichen Werthe, die dem Knotenpunkt und dem isolierten 
Punkt entsprechen; für die Intiexion aber eine dopj)elte Gleich- 
heit a = h = c, d. i. eine von den zwei Gleichheiten a = b, 
c = d, die der Doppeltangente angehöreu, wesentlich ver- 
schiedene Relation. Allein wenn die Untersuchung des Düjfpel- 
punktes naturgemäss in Punkt -Coordinaten geführt wurde, 
so entsprechen der Untersuchung der Doppeltangente ebenso 
natürlich die Linien - Coordinaten und die analytischen 
Theorien stimmen überein , sobald wir diese anwenden, 
die stationäre Tangente zeigt sich als ein specieller Fall der 
Doppeltangente. Und so wie in dem Vorigen die stationäre 
Tangente sich als eine von der Doppeltangente verschiedene 
Singularität gezeigt hat, so würde im Falle der Untersuchung 
mit Linioncoordinaten die Spitze als eine vom Doppelpunkt 
verschiedene Singularität erschienen sein. In diesem Sinne 
wurde in Art. 38. bemerkt, dass die Spitze eine wesentlich 
verschiedene Singularität sei. 
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Die Singularitäten der ebenen Curven entsprechen einan- 


der daher wie folgt: 

Dem Doppelpunkt mit reellen 
oder nicht reellen Taugeu- 
tcji 

Der Spitze, dem stationären 
Oller Riickkelirpunkt 


die Doppeltangente mit reel- 
len oder nicht reellen Be- 
rührungspunkten, 
die stationäre oder Wende- 
tangente. 


Die Spitze ist aber unter einem besondern Gesichts])unkte 
ein bc.Süuderer Fall des Doppelpunktes und ebenso ist unter 
dem reciproken Gesichtspunkt die .stationäre Tangente ein 
besonderer Fall der Doppeltangente. Denken wir die Curve 
beschrieben durch einen Punkt, der längs einer Geraden fort- 
schreitet, während sich diese gleichzeitig um ihn dreht, so 
erhellt, dass in der Sjiitze eine wirkliche Besonderheit der 
Bewegung stattfindet, indem der Punkt zuerst stillsteht und 
daun seine Bewegung im umgekehrten Sinne fortsetzt; und 
ebenso in der Wendetangente, indem die Tangente nach ein- 
getretenem Stillstand sich in umgekehrtem Sinne weiter dreht. 
Dagegen sieht man, da.ss im Doppelpunkt und in der Doppel- 
taugente eine solche Besonderheit der Bewegung nicht vor- 
handen ist , der Punkt im ersten Falle und die gerade Linie 
im zweiten gehen nur während ihrer Bewegung zweimal 
durch eine und dieselbe Lage hindurch. Die Spitze und die 
Wendefangente sind, darf man sagen, in einem strengeren 
Sinne Singularitäten als der Doppelpunkt und die Doppel- 
taugeute. 

48. Gewöhnlich liegt die Curve in der Nachbarschaft des 
Berührungspunktes ganz auf der nämlichen Seite der Tan- 
gente, aber in einem lufle.xionspuukt durchschneidet sie die 
Tangente und liegt vor demselben auf der einen und nach 
demselben auf der andern Seite von ihr. Diess ist ein spe- 
cieller Fall des allgemeinen Satzes: Zwei Curven, die eine 
gerade Zahl aufeinander folgender Punkte gemein 
haben, berühren sich in denselben ohne sich zu 
schneiden; diejenigen aber, welche eine ungerade 
Zahl aufeinander folgender Punkte gemein haben, 
durehschneiden sich in der Berührungsstelle. Seien 
11= q) X und y — >l> X die Gleichungen der Curven, welche 
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sicli iin Punkte x = a durchschneideu ; dann sind nach dem 
Taylor’schen Satze die Werthe der Ordinaten für beide Cur- 
ven bei x = n h 

, , d q> h . q> , d ’ (j) , 

^ r + ite*- rä + 7r^ rrrs — 

^ ^ ' d X 1 ' rfx* 1 .2 dx* 1.2.3"' ' 


d 9p 


wenn wir unter tp, . . diejenigen Werthe von cpx, 

. verstehen , die dieselben für x = a erhalten. 


i’X, 

Da 


nun nach der Voraussetzung g> = 4’ ist, weil die C'urven'sich 
in z = a durchschneideu , so folgt 


, „ (d q> 

!l - V - Ct^ 
+ 


{‘Hl 

V rfx’ 


d 4 >\ h . {d^ (p d*v>\ 

d X/ 1 V dx* da^f 

‘Ih'\ 4_ 

dx^ / 1 . 2 . 3 ' 


’H 
1 . 2 


Nacdi den Principien tier Differentialrechnung stimmt aber 
für unendlich kleine Werthe von h das Zeichen der Summe 
dieser Ueihe mit dem Zeichen ihres ersten Gliedes überein 
und wechselt also mit dem Zeichen von A; wenn also im un- 
endlich nahen Punkte x = a -\- h die Ordinate der Curven 
<p = 0 grösser ist als die der Curve 0 = 0^ so wird sie im 
l’unkte X = u — h kleiner sein als die entsprechende der . 
letzteren, d. h. wenn zwei Curven einen Punkt gemein haben, 
so ist im Allgemeinen diejenige von ihnen, welche vor dem 
Punkte über der andern liegt, d. h. die grossem Ordinaten 
hat, nach dem Punkte unter ihr oder hat die kleineren 
Ordinaten. 


Setzen 


, d w d rb 
wir aber j - = 

d X d X 


■ I d^ il>\ h* , 

SO - dx*) i /2 


erste Glied der Keihe und dieses wechselt sein Zeichen nicht, 
wenn Ji dasselbe wechselt; dieselbe Curve, welche auf der 
einen -Seite des Punktes die obere ist, ist es daher auch auf 
seiner andern Seite. In diesem Falle sind die Curven offen- 
bar dichter zusammcngeschlossen als im vorigen Falle, weil 
die Differenz ihrer Ordinaten von der ersten Potenz von h 
nicht mehr abhängt; es ist diess äquivalent mit dem, was 
wir geometrisch dadurch ausdrücken, dass wir sagen, die 
Curven haben zwei auf einander folgende Punkte gemein. 
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Wir erläutorn dieselbe Sache noch von anderer Seite. Sind 
X , y'\ x", y” die rechtwinkligen Cartesischen Coordinateu von 

zwei Punkten einer Curve, so ist der (Juotient die tri- 

gonometrische Tangente des Winkels, den die Verbindungs- 
linie derselben mit der Axe der x einschliesst; liir das Zu- 
sammenfällen der Punkte ergiebt sich daraus, dass der Werth 

von für den gegebenen Punkt die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels ausdrückt, den die .Verbindungslinie des 
Punktes mit dem nächstfolgenden Punkte, d. h. die Tangente 
der Curve mit der Axe der x einschliesst. Wenn daher zwei 

Curven einen Punkt gemein haben und wenn zugleich 

für diesen Punkt in Bezug auf beide Curven denselben Werth 
hat, so ist auch der nächstfolgende Punkt beiden Curven 
noch gemein. 

49. Wenn die betrachteten Curven drei auf einander folgende 
Punkte gemein haben, so ist und das erste Glied 

der für y — y" entwickelten Reihe ist 

da es sein Zeichen mit h wechselt, so durchsetzen sich die 
Curven in dem gegebenen Punkte. Und allgemein, wenn der 
Ausdruck von y — y" mit einer geraden Potenz von h be- 
ginnt, so dass er mit h das Zeichen nicht wechselt, so be- 
rühren sich die Curven ohne sich zu schneiden; wenn aber 
derselbe Ausdruck mit einer imgeraden Potenz von 1i beginnt, 
so dass er mit h das Zeichen wechselt, so berühren sich die 
Curven und schneiden sich zugleich in dem betrachteten 
Punkte. Ein Beispiel hierzu ist aus der Construction des 
Kreises bekannt, welcher in einem gegebenen Punkte einen Ke- 
gelschnitt osculiert; derselbe hat im Allgemeinen dreiPunkte mit 
der Curve gemein und durchsetzt daher dieselbe (vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 247.); in den Endpunkten der Axen 
des Kegelschnitts hat aber der oscuUerende Kreis vier auf- 
einander folgende Punkte mit der Curve gemein und berührt 
sie daher ohne sie zu schneiden. Dieselbe Untersuchung 
bleibt für den Fall gültig, wo eine der Curven eine gerade 
Linie ist. Die Tangente in einem Inflexiouspuukt und allge- 
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meiner jede Gerade, welclie eine ungerade Anzald aufeinander 
folgender Punkte mit der Curve gemein hat, durchsetzt die 
Curve an der betreffenden Stelle; in Bezug auf eine Tangente 
dagegen, welche eine gerade Zahl aufeinander folgender 
Punkte mit der Curve gemein hat, liegt die Curve in der 
Nachbarschaft des Berührungspunktes ganz auf einerlei Seite 
der Tangente. 

;VJ. Die Axe y = 0 ist eine dreifache Tangente, wenn die 
ihre Schnittpunkte mit der Curve bestimmende Gleichung von 
der Form 

P{x- ny {x - hy {x - cy (x — (T) . . .==0 

ist; eine solche Tangente kann offenbar bei einer Curve von 
geringerer als der sechsten Ordnung nicht auftreteu. Nach 
der AVeisc des Art. 40. unterscheiden wir vier Arten von 
dreifachen Tangenten, je nachdem die Berührungspunkte 
sümmtlich reell und verschieden sind, oder zwei dersellwn 
nicht reell sind, der dritte reell, oder alle drei in einem 
Punkte vereinigt. Das Letztere findet st.att unter Voraus- 
setzung der Gleichungsform P {x — a)^ (x — h) ... = 0 und 
die Axe schneidet die Curve in vier aufeinander folgenden 
Punkten. Man nennt den Berührungspunkt einer solchen 
Tangente einen Un d u 1 ationspunk t. In derselben Weise 
sind vielfache Tangenten höherer Ordnungen und insbeson- 
dere auch Undulationspunkte höherer Ordnungen möglich, 
die letztem da, wo eine gerade Linie mit der Curve mehr 
als vier auf einander folgende Punkte gemein hat. Cramer 
nannte die Punkte, in denen die Tangente eine ungerade Zahl 
aufeinander folgender Punkte mit der Curve gemein hat, 
Punkte sichtbarer Inflexion und unterschied von ihnen die 
Undulationspunkte oder Points de Serj)entement, welche 
für das Auge von gewöhnlichen Punkten der Cmve nicht 
wesentlich verschieden sind. 

51. Wir haben bisher nur den Fall erläutert, wo der 
Anfangspunkt der Coordinaten ein vielfacher Punkt oder eine 
der Axen eine vielfache Tangente ist; die Form der Gleichung 
kann aber auch die Existenz vielfacher Punkte und Tangen- 
ten von allgemeiner Lage anzeigen. 
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I. Wenn die Gleichung von der Form 

K q> ß tl> = 0 

ist, wo ß , ß lineare Functioueu der Coordinateii und q>, tL' 
beliebige Funetionen derselben sind, so ist n = 0, ß = 0 
ein Punkt der Curve. Die Tangente derselben in diesem 
Punkte hat die Gleichung rt <p' -j- ß = 0 , wenn wir mit 
<p' und t/)’ die Werthe bezeiebnen, die die Functionen <p und 
il’ tilr den Punkt a — 0, ß =0 annehmen. Denn die (u — 1) 
Punkte, in denen eine beliebige Gerade a — Jcß — 0 durch 
den gedachten Punkt die Gurve ierner schneidet, erhalten 
wir durch Substitution aus einer Gleichung von der Form 

ß {k{q>' + Mß + Nß^+..) + {H>+M’ß + N'ß'^ + ...)} = 0; 

und es muss daher kip -|- 0' = 0 sein, damit noch eine zweite 
Wurzel dieser Gleichung den Werth ß = 0 habe. Die Glei- 
chung der Tangente aq>' -}- ßi// = 0 entsteht aus die.ser Be 

dingung durch die Einsetzung des Werthes von k gleich " . 

II. Die durch 

aßyä... = a,ß,y,ä,... 

dargestellte Curve geht durch die Punkte ß = 0, «| =0; 
ß = 0, ßi =0; ß = 0, y, = G; etc. ß — 0, /i, = 0; 
ß = *>, yi = 0; • . • • y = 0, y, = 0 , . . . ., etc. 

III. Wenn die Gleichung von der Form 

ß^) -f- = 0 

ist, so ist (vergl. „Kegelschn.“ Art. 272.) ß = 0 die Glei- 
chung der Tangente im Punkte ß = 0, ß = ()• weil zwei 
von den Punkten hier zusammenfallen, in denen diese 
Linie die Curve schneidet. Wenn .G -f- /3-qp = 0 die 

Form der Gleichung der Curve ist, so sind <|=G, G = G> <-*tc. 
die Gleichungen ihrer Tangenten in den Punkten, in welchen 
die Gerade ß — 0 die Curve schneidet. Die Form dieser 
Gleichung zeigt, dass für alle die Tangenten einer 
Curve Ordnung, deren Berührungspunkte in 
einer Geraden liegen, die sämmtlichen übrigen 
Schnittpunkte mit der Curve in einer C ur ve (»r— 2)*" 
Ordnung <p = 0 enthalten sind. 
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IV. Wenn wir für die Gleichuugsforiii 

aßip -j- ß'‘x = 0 

die Sclmittpunkte mit irgend einer den Punkt r/ = 0, ß = U 
enthaltenden Geraden aufsucheu, so ergiebt sich, da.ss stets 
zwei derselben mit dem Punkte « = 0, ß = 0 zusammen 
fallen und somit, dass dieser Punkt ein Doppelpunkt der 
Curve ist. Genau so wie in I. oben und in Art. 37. folgern 
wir dann, dass die Tmigenten der Curve in diesem Doppel- 
punkt durch die Gleichung 

a’gj' + aßp' + ß^x = 0 

dargestellt werden , sobald unter <p', xl>, die Werthe ver- 
standen sind, welche die Functionen <p, tl>, x respective für 
die Coordinaten des Punktes « = 0, ß = 0 erhalten. 

V. Ebenso stellt die Gleichung von der Form 

a^(p -f- a^ßij) -f- aß'X ~1- ß^ ta — 0 

eine Curve mit einem dreifachen Punkt in a — 0, ß = 0 dar 
und die drei demselben entsprechenden Tangenten sind unter 
Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen durch 

a^(p -f- ßil> ctß'^x' ^ 

gegeben. 

VI. Wenn die Gleichung einer Curve die Form 

a ^ ß- y'‘ il> = 0 

hat, so ist a = 0 die Gleichung einer Dopptdtangente der- 
selben; ihre Berührungspunkte liegen in den Geraden ß — 0, 
y = 0 respective. 

VII. Eine Gleichung von der Form 

a(p ß^^ = 0 

macht eine Inllexionstangente « => 0 ersichtlich, deren Be- 
rührimgsj)unkt in ß = 0 gelegen ist. 

52. WMr wollen den letzten Artikel zuerst dadurch er- 
läutern, dass wir zeigen, wie die Gleichung der Curve die 
Natur ihrer unendlich entfernten Punkte zu untersuchen 
gestattet. 

Wir schreiben die allgemeine Gleichung wie in Art. 2fi. 
mit s — 0 als der unendlich fernen Geraden 

,/(«) «(-I-I) g _|_ „(«-») £.1 ^ . . . = 
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und erlialteii somit die n unendlich fernen Funkte der Curve 
durch die Substitution s = 0, d. h. aus der Gleichung «<»'=<). 
Liksen wir dieselbe nach ij : x auf, so erhalten wir die Asyni- 
l.toten-Uichtungen der Curve als die Uichtungen von n 
(ieraden aus dem (’oordinaten- Anfang in der Form 

{y — m^x) {y — m.x) (y — wc,x) ... {y — w, a) = 0. 

Eine Curve «"•' Ordnung hat im Allgemeinen « Asymptoten, 
die Tangenten in den n Funkten, in denen die unendlich 
ferne Gerade a, =0 sie schneidet. Die Gleichungen derselben 
Iwstimmen wir wie folgt, nachdem die Gleichung «("»=() 
für y:x aufgelöst worden ist. Es ergiebt sieh aus III. des 
letzten Artikels, dass für eine auf die Form t, #^. .. G + =*’ 

reducierte Gleichung /,=0,... die w Asymi>toten reprä- 
sentieren; die gegebene Gleichung 

(y - ,»,ar) (;/ - m^x) • • • • + = 0 

kann aber immer in die Form 

{y — iHfX + (?/ — “1" ^2^) • • • • = Z'<}> 

übergelhhrt werden, da die Glieder vom Grade in x 
und y für beide Gleichungen dieselben sind und die n Con- 
stanten A,,A,,... in der zweiten, so bestimmt werden 
können, dass die ,n Glieder vom Grade (m 1) in beiden 
gleichfalls übereinstimmen. Wir wenden zu grös.screr Deut- 
lichkeit die .Methode auf ein Beispiel an. Die Gleichung 

(a:+2/)(2x-f-j/)(3 x-f //)-|- 1 7 x -+ 1 1 x y-\-2 12 x-f lü//-f 3ü=0 

werde in die Form 

(a; _|_ 1/ A,)(2x -f »/ + + !/ + ^;i) + 

gebracht. Dann gelten für die Bestimmung der A* die drei 
Gleichungen 

(U,+3Aj + 2A3 = 17, öA,-f4A5 + 3A.,= ll, A,-f-Aj + A3 = 2 
und wir erhalten die gewünschte Form in 
(a; -[- 1/ + 4 ) (2 X -f 1/ — 3) (3 X -f 1/ + 1 ) + 4 3 X + 2 1 // -f 4 8 = ( ) . 
Wir bemerken noch, dass die Werthe A,,A 3 ,A., die Identität 
eriüllen 

I7x»-l-ilx y-t-‘'^y* _ I J 

[x+y)i:^x+y){Ax+y) x-\-y^^x+y 'dx+y 
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imd (lass allffomeiii die Wertlie von ApÄ,, . . . durch die Zcr- 
h'gimg des Uruchos «<"-•) : «(»i in seine Partialhrliche erhalten 
werden. 

53. Wenn zwei Wurzeln der (.Jleichung = 0 einan- 

d((r gleich sind (w(, = m.^), m niinnit -die allgemeine (ilei- 
ehung die Form («/ — 7ii ^ x)'^ <p s tp 0 an, zwei der Schitt- 
piinkte von z — 0 mit der Curve fallen zusaninien oder die 
unendlich ferne Gerade berührt die (,'urve. Wiiren drei Wur- 
zeln derselben Gleichung ei7iander gleich, so hätte die unend- 
lich ferne Gerade drei zusanunenfallendc Punkte mit der Curve 
gemein oder berührte die.selbc in einem Inflexionspunkt. 
Wenn in der allgemeinen Gleichung der Coefficient von j/" 
gleich Null ist, so geht die Axe der y durch einen Punkt 
der Curve im Unendlichen und wir erhalten nur eine Glei- 
chung vom Grade (w — 1) zur Bestimmung ihrer übrigen 
Schnittjmnkte mit der Curve. Wenn auch der (coefficient 
von f/"“' verschwindet, so ist die Axe der y eine Asymptote. 
Sind zwei Factoren von «>"' einander gleich und ist nber- 
diess einer derselljen ein Factor von so hat die (Jnrve 

eintm Doppelpunkt im Ummdlichen, denn die Form ihrer 
Gleichung i.st 

(♦/ — wi, xyq> -f- (;/ — w,x) zip -\- z'‘x = 0. 

54. Wie die singulären Punkte einer (Jnrve im Allge- 
meinen gefunden werden können, wollen wir später ent- 
wickeln; hier wollen wir eine Auswahl von Beispielen zur 
Erläuterung der vorigen Artikel vereijiigen, in denen die 
Existenz der singulären Punkte aus der Form der Gleichungen 
direct erhellt, um dadurch auf die Anwendung allgemeiner 
Methoden vorzubereiten.'') 

I. x' — ax^y = 0, 2.x' — 2nx*y -f- 2x*i/* n J/’ -f- !/' = <*■ 
In lieiden Fallen ist «1er Anfantjspnnkt ein dreifacher l’unkt; die Tan- 
jfenten desselben im (ersten Falle giebt die Gleichung nx’;/ = by~'-, im 
zweiten die Gleichung ‘ix'y «= y'. Nach Art. 43. kann keine dieser 
Curven einen andern vielfachen Punkt haben. 

3. ai/’ — i bx* = 0. Der Anfangspunkt ist ein Doppelimnkt, 
dessen Tangenten durch die Gleichung nj/* j;fcx'=-n bestimmt sind, 
für das positive Zeichen also ein con,jngperter i’iinkt. 

4. (x* — n’)* = aj/’ (2j/ -|- 3 a) oder 

(x — a)> (x -f- «)• = ay’ (2y -|- 3o). 
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liier sind offeiiliar x — a = 0, y = 0 und a: + o = 0, y — 0 Doppel- 
punkte. Um die bezöf'licheii Tangenten zu erhalten, machen wir zuerst 
a: = o, y=0 in den Factoren von {x — «)’, j/* und erhalten 4(a: — n)*==3i/*; 
und in der nämlichen Art lür die Tangenten ira iindern Dopjiclpunkt 
4(a: + «)* = 3y'. Die Curvo hat aber einen dritten Doppelpunkt, dessen 
Existenz aus der äquivalenten Form 

•■B* (a^ — 2 n*) = n (-2 y — a {y + a)’ 
ersichtlich wird; es ist der Punkt a: = ü, y-fa=0 und die Tangen- 
ten in demselben sind durch 2x* = 3 (y -f- «)’ gegeben. Nach Art. 42. 
ergiebt sich, dass die Curve ausser den bisher nachgewiesenen keine 
andern singulären Punkte haben kann. 

5. (ty — ex)*== (x — n)\ Der Punkt hy — cx = 0, x — n =b ist 
eine Spitze von der besonderen Art, dass die entsprechende Tangente 
die Curve in ihm in fünf einander folgenden Punkten schneidet. 

6. X* (x + 6) = a^y*. Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt 
dessen Tangente die Curve in vier auf einander folgenden Punkten 
schneidet; die Curve hat auch einen dreifachen Punkt im Unendlichen, 
für welchen die unendlich ferne Gerade ihre einzige Tangente ist. 
Die Gerade x + h = ü berührt die Curve, wo sie die Axo der x schnei- 
det und auch in einem unendlich cntfeniten ludexionspunkt. 

7. X|i -f- x,5 + Xj5 = 0. Die von den Wurzeln befreite Glei- 
chung wird 

(X|* -f- Xf* -f- X,*)’ = 27x,*x,’Xä* 

und in dieser Form ist die Existenz von sechs Spitzen ofl'enbar, denn 
jeder der Punkte, wo x,. = 0, Xj* + x^' = 0 schneidet, ist ein Doppel- 
punkt mit der einzigen Tangente x^ = Oj aber diese Spitzen sind 
sämmtlich nicht reell. Die Curve hat auch vier Doppelpunkte, näm- 
lich die Punkte 

± a;, = 0, X, ± X, = 0; 

denn setzt man x,4-*i = “i = 3'i = »>J;X|, 

so erhält die Gleichung durch Substitution die Form «’qp -f- uf -f o’x = 0. 
Die Tangenten in den Doppelpunkten werden also durch die Gleichung 
«* i « IJ -|- r’ = 0 bestimmt und die fraglichen Doppelpunkte sind so- 
mit eonjugierte Punkte; in der That sind sie die einzigen reelUui 
Punkte der Curve. 


III. Abschnitt. 

Von der graphischen llarsGdliiiig der ('nrveii. 

f)5. Es erscheint zweckmässig, einige Beispiele von der Art 
zu geben, in welcher die Figur einer Curve .aus ihrer Gleichung 
ermittelt werden kann. Wenn ein be.stirnmter Werth fi von einer 
der Variabel II. T gegeben ist, .so kann die aus seiner Substitution in 
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ilie Gleicliung der (!urve entspringcmle numerische (Jleicliuug 
für t/ aufgelöst werdeu — wenigstens durch Anniilierung — 
und sind damit die Punkte bestimmt, in denen die gerade 
Linie x »= a die Curve schneidet. Durch Wiederholung dieses 
V'erfahrens für verschieileno Werthe vou x erhält man eine 
Anzahl vou Punkten der Curve, und durch V’erbindung der- 
selben durch einen stetigen Zug eine Idee von der Gestalt 
derselben. Indem wir die Wertlie vou x sjteciell beachten, 
welche die Werthe von y oder einige derselben imaginär 
machen , können wir die Existenz von Ovalen erkennen oder 
bestimmen, ob die Curve in irgend einer liichtung begrenzt 
ist. Wir haben früher (Art. b'2.) gezeigt, w’ie die Existenz 
unendlicher Aeste in der (Jurve zu untersuchen ist und wie 
ihre Asymjdoten zu bestimmen sind; und wir werden im 
nächsten Kapitel zeigen, wie ihre vielfachim und ihre In- 
tlexiouspunkte zu finden sind. Nach Art. 48. giebt der Werth 

von in jedem Punkte die liichtung der Tangente in diesem 
Punkte au und indem wir die Punkte aufsuchen, für welche 

den Werth Null oder den Werth Unendlich erhält, so 

sind das diejenigen Punkte, in denen die Curve parallel 
läuft zur Axe der x oder der y resj>ective. 

Wir müssen dabei streben, von allen Vereinfachungen 
Vortheil zu ziehen, welche die Gleichung der Curve gestattet. 
Wenn wir z. B. das Büschel der zu einer A.symptote paral- 
lelen Geraden betrachten, oder das Büschel der Gerad«m 
durch einen .schon bekannten Punkt der Curve, so wird die 
Gleichung, welche die andern Schnittpunkte jeder dieser 
Geraden mit der Curve bestimmt, von einem um Eins nie- 
drigeren Grade als die Ordnungszahl der Curve ist. Zeigt die 
Gleichung, dass die Curve einen Doppelpunkt oder einen an- 
dern vielfachen Punkt hat, so ist es von Vortheil, das Bü- 
schel der durch diesen Punkt gehenden Linien zu benutzen, 
weil die fragliche Gleichung dann um zwei Dimensionen 
erniedrigt wird. 

Es giebt kaum eine für »las Studium nützlichere Uebung 
als das Zeichnen von Curven, insbesond»‘re .solcher Curven, in 
deren Gleichung eiji Parameter oder mehrere Parameter auf- 

Halmot), lioherti ('urvi'ii. 4 
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von ihnen gebildeten Dreieck« als Kinbeit)mnkt wühU, so geben die 
SchliiBsformeln des Art. 23. für die ziim Uebergang von ilen Cartesiscben 
zn |»rojectivi6chen (’oordinaten dienenden Tr.ansf'orinationen die l'olgen- 
den Ausdrücke : 

X = « - gQ ^ — <tr, 

^1 + J"» + »’s ’ ■ *1 + + -Ta 

Durch dieselben geht die Gleichung der Curve über in 

lC.T,»3-j» + lC.r,3-,,Ta (,r, -f .Tj) + .Tj* (.r,* + .Tj» -f 10.r,.Tj) = u. 

■Aus derselben bildet man (Art. 51.) die Gleichungen der Tangenten- 
|i.oarc in den Doppelpunkten 

*,» + + I6.T,» = u, 

a-,* + "»•Cia:, + -r,* = D, 

Id.i'i* -j- IC .'r, .'Cj -|- ,T.* = u. 

bür jeden Strahl x, = erhält man die zwei nicht in den Dojipel- 
piinkt fallenden Schnitte au« 


(,“* + 10.“ + 1) + 16.t,.TjU (u + 1) + lGp».Tj» = (I. 

3. Wenn die liiisis eines Dreiecks gleich 2c und das Drodiict der 
beiden andern Seiten desselben gleich 
hD gegeben ist, so i«t der Ort der 


Spitze da« Oval von Cassini, dessen 
fileichiing für den An^ung^punkt der 
(.'oordinaten im Mittelpunkt der Ha.sis 
durch 

(a:* -f- */• — c’)* — 4 c’a:* == iii ' 

ausgedrückt ist. Die Figur giebt die 
Gestalt der Curve für verschiedene 



Werthe von wi; die stark oingczoichnete Linie für m = c ist die Lem- 
niscate von Dernonlli, für *« < c besteht die Ca«8ini'«cho Curve .ans 
zw'ei conjugierten Ov.alen, die von der Lemnlscate umschlossen sind; 
m ><■ giebt ein die letztere uinschliessendes Oval. 


4 Wenn in einem uni den festen funkt u sich drehenden Strahl 


Ki«. I» 
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von seinem Sclinittpunkt mit einer testen (jeraden MN ans eine Strecke 
liP = KP' von constanter Länge nach beiden Seiten abgetragen wird, 
so ist der Ort von P die Couchoide des Nikomodos; von diesem Geo- 
meter coustruiert, um das Problem der Uestimmmig von zwei mittleren 
l’rojiortionalen zu lösen. Für OA=p,KP = m ist ihre l’olarglei- 
chung (p i m) cos a = p und die Gleichung in rechtwinkligen Coordi- 
naten = (p — !/)’ (a^ -|- y’). Die gerade Linie MN berührt die 
Curvc in einem singulären Funkt in unendlicher Ferne und hat dort 
vier aufeinander folgende Funkte mit ihr gemein. Der Funkt O ist 
ein Doppelpunkt, dessen Tangenten die Gleichung m*)i/* = (» 
bestimmt; insbesondere also ein Knotenpunkt, ein conjiigicrter Funkt 

oder eine Spitze , je nachdem wi ^ p ist. ln der Figur repräsentiert 


Kis. äu. 


die volle Linie den Fall m >p, die punktierte den Fall »i <[p. 

5. Der gleichgcbildeic Ort für einen festen Kreis und einen losten 

Funkt in ihm istPascal's 
Schnecke (Limnvon) Ihre 
Polargleichung ist 

Q — p cos Ol «I ; 
die Gleichung in recht- 
winkligen Coordinaten 
(.c’-f y»— px)’= 

Der Anfangspunkt der Co- 
ordiuateu ist ein Doppcl- 
|iunkt und zwar ein Knotmi- 
punkt oder ein conjugierter 

Funkt, je nachdem p ^ iii 

ist; für p = wi wird er zur 
Spitze uud die Ourve hat 
diellerzform und wirdCar- 
d ioide genannt. Sie ist in 
der Figur stark . und voll 
pingezeichnet; die beiden 
punktierten zeigen die For- 

welchc den Fällen p ]> m und p m resjiective eidsprechen. 

(a'* — «*)* -j- (y* — = c' mit I) < a. Für c = ü besteht die 



Fis. Zlo. Fig. Z16. 
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Fig iir 



Curve aus den vier conjugiorten Punkten 
X = + a, y — + b. Die Figuren zeigen J'iii- **■ 

die Fülle: a)c<6; b)c = 6; 

d) c = a; e) c > a aber < /^(a* + 6*); 

f) c = P'{a‘-^-b*). Für noch grössere Wertho 
von c hat die Curve eine ühnliche Form, 
wie in diesem Falle, aber ohne den con- 
jugierten Punkt im Anfangspunkt der Co- 
ordinaten. Gür c = a = b zerfällt sie in die zwei Ellipsen, wie in 
Fig. 22. 

56. Wir kehren noch mit einigen Hetrachtungeii zu dem 
Falle zurück, das-s der Anfangspunkt der Coordinaten ein 
singulärer Punkt der Curve ist. Es ist daun für die Unter- 
suchung seiner Natur oft zweckmässig, y in eine nach stei- 
genden Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln; denn 

wenn die Gleichung in die Form y = Ax”-]-Bx!'-\ mit « als 

dem kleinsten bei x auftretendeu Exponenten gebracht ist, so 
wissen wir, dass in der Nachbarschaft des Anfangspunktes 
die Curve sich der leicht zu construiereuden Curve y = ylx“ 
auschliesst. Um eine solche Entwickelung zu vollziehen, 
können wir ein von Newton angegebenes Verfahren am 
besten in der folgenden Form benutzen''’). Wir setzen in der 
Gleichung y = Ai:" und bestimmen die jmsitive Grösse n 
durch die Bedingung, dass die Exponenten von zwei oder 
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iiiflireren üliuderu gluicli uutl kleiner als der Exponent jedes 
andern tfliedes sind; diess kann diireli Versuche oesehehen, 
indem man die Exponenten jedes l’aars von Gliedern gleith- 
setzt und bemerkt, ob der resultierende Werth von « positiv 
ist und ob die gleichen Exponenten nicht grosser sind als 
der Exponent eines andern Gliedes. Hat man so « gefunden, 
so bestimmt man A, indem man die Grosse gleich Null setzt, 
welche die Glieder mit gleichen Exiiouenteu multiiiliciert. 
Dann kann, wenn es nöthig wäre, die Entwickehuig durch 
die Hubstitution von y = Aj;“ + L‘x* fortgesetzt werden", in 
der A und « die vorher gefundenen Werthe haben und ß 
und Ji durch ein ähnliches Verfahren bestimmt werden. Ist 
z. B die Curve durch — ‘6axy==0 dargestellt, wo der An- 

fangspunkt der Coordinaten ein Doppelpunkt ist mit den beiden 
Axen als seinen Tangenten, so wird die Gleichung für ij=’Ax" 

X-' -f- = 0. 

Setzen wir versuchsweise 3 = 3«, um zwei Exiionenten gleich 
zu machen, so wird « = 1 und die gleichen Exponenten 
werden grösser als der Exponent « + 1 des andern Gliedes; 
dieser W'erth ist daher zu verwerfen. Wetzen wir dann 
3 = «-|- 1, K — 2 , so macht diess die gleichen Exponenten 
kleiner als den Exponenten des andern Gliedes. Die Glei- 
chung wird (1 — 3 .1) =- 0 und indem wir A so 

bestimmen, dass der Coefticient von a;'* verschwindet, erkennen 

wir, dass die Gleichung der Curve in der Form i/ = ■ ■ • 

dargestellt werden kann, in welcher alle andern Glieder von 
höherem als dem zweiten Grade sind; und diuis also die h'orm 
des einen Astes der Curve im Aufangsj)uiikt sich an die 
l’arabel 3«// = .»;'■* anschliesst. Wir finden aber drittens 
durch Gleichsetzung der Exponenten 3« und « + 1 den 
Werth « = ^, für welchen auch die gleichen Exponenten 
die niedrigsten werden; da die Coefficienten dieser Glieder 
,1® und — 3a A sind, so ergiebt sich A — y'3a und der Ast 
ist // = y'{3u) Xi -|- • • •, so dass seine Form in der Nachbar- 
schaft des Anfangspunktes sich der Parabel — 3a.v nähert. 
Es ist für den gegenwärtigen Zweck nicht nöthig, wenn es 
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aber wüuscheiiswertli wäre, die Eutwiekelung lortzusetzeii, 
so würden wir y — x- -{- Uxi> siibstituiren ; die niedrigsten 

Glieder wären dann , * , x*’ 4- x'+<* — ',ia J}jc^+' = 0. Wir 

können dann die Exjiouenten zweier Glieder gleich und kleiner 
als den Expoueuk-n des dritten tiliedes durch ß = 5 machen, 

und es wird li — . Durch dius Vorige ist aber gezeigt, 

dass die Verzeichuung der beiden Parabeln 
'6ay — und iß — '6ax in der Nachbarschaft 
des Anfangspunktes die Gestalt der zu coustruie- 
renden Curve näherungsweise gielit. 

« 

57. Dasselbe Verfiüiren führt zu einer Hc- 
stiminung der unendlichen Aeste der Curve. Wir 
entwickeln // nach absteigenden Potenzen von x und machen 
nachher bei dem entwickelten Vorgänge die gleichen Expo- 
nenten grosser als den Exiioueuten jedes andern Gliedes. So 
haben wir in dem vorher gegebenen Beispiel durch die Gleich- 
setzung = ÜK, re — 1 und die entsprechende Coefficienten- 
verbindung indem wir uns auf 

den reellen Werth für yl beschränken, 
setzen wir ferner »/ — — x -f- jBxi* und 
linden in gleicher Weise ß — 0, li = — «, 
somit den Ausdruck y — — x — « 
aus welchem wir sehen, dass x -p // -|- « = Ü 
eine Asymptote ist. Die Gestalt zeigt die 
beistehende Figur. 

.58. In dem Falle der einfachen Spitze, von welcher wir 
in Art. 3!). ein Beispiel hatten, liegen die beiden in ihr zu- 
samnientrcITenden .\este auf entgegengesetzten Seiten der 
gemeinschaftlichen Tangente und ihre Convexitäten sind 
einander zugewendet. Aber es giebt eine Spitze, die aller- 
dings eine Hingularität ^höherer Ordniing ist, bei welcher die 
beiden Aeste auf derselben Seite der Tangente liegen. So 
giebt z. B. die Gleichung m (ay — x-)- = x'’ für alle posi- 
tiven Werthe von x reelle Werthe von (/; und wenn wir die 

Gleichung in der Form = schreiben, so wird 


Fi«. 31. 



Fi«. 33. 

i-.. 
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ersichtlich, dass für kleine Wertlie 
von X, als für welche das zweite Glied 
der rechten Seite kleiner ist als das 
erste, beide Werthe von y positiv sind, 
so dass beide Acste auf der obern 
Seite der Axe der x als ihrer Tangente 
liegen — wie es die beistehende Figur zeigt. 

Wir haben in Art. 40. gesehen, dass gewöhnliche viel- 
fache Punkte höherer Ordnung als aus der Vereinigung einer 
Anzahl von Doppelpunkten hervorgehend betrachtet werden 
können. Cayley hat weiter gezeigt ’), dass jede höhere 
Singularität angesehen werden könne als äquivalent einer ge- 
wissen Zahl einfticher Singularitäten: Knotenpunkt, gewöhn- 
liche Spitze, Doppeltangente und Inflexion. So ist eine 
Spitze der hier besprochenen Art äqni- 
/ ^ valent einem Knoten, einer Spitze, 

■ einer Doppeltangente und einer In- 

flexion, wie es von der beistehenden 
Figur aus verfolgt werden kann, indem man Knotenpunkt 
und Spitze sich vereinigen lässt. 


IV. Abschnitt. 

Pole und Polaren. 

69. Die Methode, welche wir nun anwenden wollen, um 
die llcdingungen zu untersuchen, unter welchen eine Curve 
vielfache Punkte oder Tangenten hat, und um die Lage der- 
selben zu erkennen, ist im Grunde genommen mit der für 
den Fall des Anfangspunktes früher Entwickelten identisch. 
Wir betrachten ein liüschel von geraden Linien, die von 
einem gegebenen Punkte ausgehen; wir bilden die Gleichung, 
welche die Coordinaten der n Punkte bestimmt, in denen 
ein solcher Strahl die Curve schneidet, und untersuchen die 
Hediuguiigen , unter welchen einer oder mehrere dieser Pimkte 
mit dem gegebenen Punkte selbst zusamiueufallen. Um die 
Coordinaten dieser n Pimkte zu bestimmen, gebrauchen wir 
die in den ,, Kegelschn.“ Art. 110,321. entwickelte Methode 
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vou Jouchimisthal. Weil die Coordiimtcu jedes Punktes in 
der fieraden Verbindungslinie zweier Punkte r/ und x" von 
der Form kxi fix” sind, so bestimmen wir die Schnitt- 
punkte zweier Geraden mit irgend einer Curve durch die 
Substitution dieser Werthe für die Xi in die Gleichung der- 
selben und die Bestimmung derjenigen Werthe von A : g, 
welche der resultierenden Gleichung genügen. Eine noth- 
wendige Vorbereitung der Untersuchung ist die sorgfältige 
Discussion der Functionen, welche sich bei dieser Substitution 
darbieten. 

Wenn wir in einer homogenen Function U vom n"'" 
Grade in den x, für Xt den Werth Ax, -p gx/ einsetzen, so 
folgt aus dem Taylor’schen Satze, dass U der Coefficient von 
A” ist und dass der Coefficient vou A*~'g sein wird 

Ir, ^1 + 

wenn wir die Abkürzung Ui für den Differentialquotienten 
von V nach x, gebrauchen. Wir wollen das Symbol A zur 

Bezeichnung der Operation x,' -f- 1- + 

wenden und können damit den Coefficienten von A"-'g in 
der Form A U schreiben. In analoger Art ergiebt sich der 
(Coefficient von 


A-V^ gleich i {x,'’ -f x;‘ + x,,'^ 


dW 1 
rf.r, dx, f 


oder mit Ua als Symbol für den zweiten Differentialquotien- 
ten nach Xi und .r^ 

i {^l'^U,^+Xi‘U 2 ^ + x^'^ f/,., + i?x.;x.,' 2x,'x,' 

-|- 2X| Xj U|j| ; 

wir können ihn aber auch in der symbolischen Form 

i ('■'■ + *.' i. + i 

darstellen. 

ln gleicher Weise wird der Coefficient von A'—^g’ in 
der Entwickelung -j -g A®U und so fort; der letzte Coef- 
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ficieiit ist ^ — ~ A"U. Es ist alter aus der Symmetrie 

der Substitution evident, dass dieser mit U' übereinstininien 
muss und dass allgemein diu Coel'fieienten von y,\vei ent- 
spreelieiulen Gliedern der Entwickelung wie A" g'', A'' ft" nur 
durch den Wechsel der gestrichenen und der ungestrichenen 
Variabein Xj unterschieden sein können; so dass also A""“'!/ 
nur durch einen numerischen Factor von Ai/’ oder 


X, i/| + [// + -^3 i/ 3 " 

und allgemein auch 


f ,d I ,d , td 

rfx, + .tx 


y 

dxj 


i/von 


nur durch einen solchen h’aetor verschieden sind. Wir wollen 
die letztere Function durch A'' i/’ bezeichnen, so dass der 
dem U beige-setzte Strich eben den Wechsel der gestrichenen 
und ungestrichenen Variabein andeutet. 

60. Die Curve (n — 1)'" Ordnung Ai/=0 wird die 
erste Polare des Punktes x/ in Bezug auf U=0 ge- 
nannt; in derselben Art heisst A‘i/ = 0 die zweite Po- 
lare, etc., so da.ss sich die Ordnung der auf einander fol- 
genden Polarcurven immer um Eins vermindert und also die 
(n — 2)'" Polare ein Kegelschnitt und die (;t — l)'*’ Polare 
eine gerade Linie ist. Nach der Schlnssbeiuerkung des letzten 
.Artikels sind die Gleichungen der Polargeraden und des Po- 
larkegelschnitts rcspectivc 

(«I y U’ = 0, 

’ dx,’ + dx)' ^ 

Weil A^f/ erhalten wird, indem man <lie Operation A an 
iler Function Af/ vollzieht, so ist die zweite Polare von x/ 
in Bezug auf U = 0 zugleich die erste Polare desselben 
Punktes in Bezug auf Af/=0; und allgemein ist die nt'“ 
Pülarcurve eines Putiktes auch eine Polarcurve desselben 
Punktes in Bezug auf jede A'"® Polarcurve desselben Punktes, 
so lange m > A ist; denn man hat A* (A't/) = A*"*'‘A/. 

Für einen Fumlamentalpunkt, für welchen x,' und 
verschwinden, reduciert sich die Operation A auf Differentiation 
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nacli xy, uiialu^ für die Carlesisclieii Coordiiiateii. Wir 
düiikeii die CartAiisclie tileiehuiig durch Eiiii’ühruiig der Li- 
iieareinheit honi(>geii geiiiaclit, also iu der Furiu 

(«(«) s» _|_ (jlM jin-l _|_ ,((ü) --i-i -j- . . . = O 

geschriebeu und fiiideii ohne Schwierigkeit durcli Dille- 
rentiatioii nach s für die Gleichungen der l’ularlinie, des 
Pularkegelschnitts, etc., des Anfangspunktes 

/t «'«>£ + id'l = 0 , i » (« — 1 ) /«!''> 4- (h — 1 ) «<"2 + «t«= 0, etc. 

61. Der Ort aller der Punkte, deren Polargera- 
den durch einen gegebenen festen Punkt gehen, 
ist die erste Polare dieses Punktes. Die Gleichung 
der Polargeraden ♦ 

J:^u^ + jc.,u.; + x,,u; = 0 

drückt eine Uelation zwischen den Coordinaten a.; eines l’unk- 
tes der I’olarlinie und den Coordinaten x/ des Pols derselben 
aus; dass die erstereu fest und gegeben und die letzteren 
variabel sind, drücken wir einfach durch den Wechsel der 
-\ccente oder Striche aus, so dass die Gleichung des frag- 
lichen Ortes 

X|'t/| + x.,'U.^ ~ 

wird, die Gleichung der ersten Polare von x,'. 

Es giebt (u — l)* Punkte, deren Polarlinien in Hczug 
auf U == 0 mit einer gegebenen Geraden zusammen fallen, 
oder wie wir abkürzend sagen wollen, jede gerade Linie 
hat iu Bezug auf eine Curve H''''Ordnuug(»j — l)*Pole, 
die 'gemeinsehaftlichen Punkte des Büschels, welches die 
ersten Polaren ihrer Punkte bilden. Denn wenn wir zwei 
Punkte in der Geraden willkürlich wählen , so liegen die Pole 
der Geraden otlenbar in der ersten Pohu'e eines jeden von 
ihnen und sind somit die Durchsclinittsiuuikte dieser Curveii. 
Also haben die ersten Polaren aller Punkte einer geraden 
Linie (« — 1)‘* gemeinsame Punkte, nämlich die (n — l)'* 
Pole der geraden Linie. 

ln derselben Weise erkennt man als den Ort der Punkte, 
deren Polarkegelschnitte durch einen gegebenen Punkt gehen, 
die zweite Polare des Punktes u. s. w. Wenn die Polar- 
gerade oder wenn irgend eine andere Polare eines Punktes 
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in Bezug auf eine gegebene Curve durch den Punkt selbst 
liiudurcbgeht , so liegt dieser Punkt auf der Curve. Denn 
weiiti wir für die xl in die Gleichung der Polare die Xi sub- 
stituieren, so wird sie mit der Gleichung der Curve identisch, 

weil die Vollziehung der Operation X 3 

an einer homogenen Function dieselbe nur mit einem nume- 
rischen Factor behaftet. 

152. Wenn eine Curve einen vielfachen Punkt 
vomlirade k hat, so ist dieser Punkt ein vielfacher 
Punkt vom Grade (k — 1) in jeder ersten Polare, 
vom Grade (/; — 2) in jeder zweiten Polare, u. s. w. 
Denn wenn wir^den Fundamentalpunkt x, = 0, = 0 in 

den vielfachen Pujikt verlegen, so sind die in x^, nie- 
drigsten potenzierten Glieder in der Gleichung der Curve 
vom Gra<le k, nämlich Bildung 

der ersten Polare nur die ersten Differentiale von U gebraucht 
werden, so sind die entsprechenden niedrigsten Glieder in 
ihrer Gleichung vom Grade {k — 1) in x^, x^, d. h. der be- 
trachtete Fuudamentalpunkt ist vielfach im Grade (Jk — 1) 
in dieser; weil die Gleichung der zweiten Polare die zweiten 
Differentiale von U enthält, so treten x, , x^ nicht niedriger 
als im Grade {k — 2) in ihr auf, u. s. w. 

Wenn zwei Tangenten der Curve im vielfachen Punkte 
zusammenfallen, so ist diese Gerade auch eine Tangente der 
ersten Polare. Denn das niedrigste Glied u'*> ist von der 
Form a^hcd . . . mit a,b,c,... als in x, , x, linearen 
Factoren; seine ersten Difterentiale enthalten daher den Factor 
fl, so dass derselbe auch ein Factor der entsprechenden nie- 
drigsten Glieder in der Gleichung der ersten Polare ist. All- 
gemeiner, wenn l Tangenten des vielfachen Punktes in der 
Curve zusammen fallen, so sind {I — 1) derselben zusammen- 
fallende Tangenten im entsprechenden vielfachen Punkte der 
ersten Polare, (l — 2) im entsprechenden vielfachen Punkte 
der zweiten Polare, u. s. w. Denn wenn einen Factor 
Um Grades enthält, so ist derselbe ein Factor der ersten 
Differentiale vom Grade (l — 1), ein Factor der zweiten Diffe- 
rentiale vom Grade (Z — 2), etc.*') 


s 
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■ V. Abscliiiitt. 

Alltf<‘iiiclni‘ Tlieurif der viciriu-lK'ii l*iiiikt<> und Tau^<-iit«ni. 

G3. Wir wollt'ii die in Art. 59. entwickelte Metlioile zur 
Untersuchung der vielfachen l’uiikte und Tangenten einer 
Curve anwenden. Um die Schnittpunkte der (Jurve U = 0 
mit der gerarlen Verhindungslinie der Punkte xi , x," zu fin- 
den, substituieren wir in die (ileichung denselben ^x/ fix" 
für T,- und erhalten dadurch zur Bestimmung der den Schnitt- 
punkten entsprechenden Werthc des Verhältnisses X : g eine 
Gleichung A = 0, welche wir in der Form schreiben können 

X-U' + A U' -f- i = 0, 

wenn wir nämlich voraussetzen, dass in /^U', etc. die xl' 
an Stelle der t, substituiert sind. Uamit aber einer der 
l‘unkte Xxi' + mit dem l’unkte Xi zusammen falle, ist 
es offenbar nöthig, dass eine der Wurzeln der Gleichung 
A = 0 zu ft — 0 werde. Alter diess wird nicht <lcr 

h'all sein, so lange nicht U' =0 ist; und es ist ausserdem 
evident, dass die Bedingung, unter welcher Xi in der Curve 
liegt, die ist, dass die Coordinaten x/ der Gleichung der 
Curve genügen. 

G4. Es fallen als-r zwei der Schnitt)>unkti; der (ieratlen 
x/ x" mit der Curve in den Punkt x/, wenn tlie Gleichung 
A == U durch ft'* theilbar ist, d. h. wenn nicht nur LJ' — 0 
sondern auch A U' = 0 ist; inid weil die Verbindungslinie 
des Punktes x/' mit dem Punkte x/ die Curve in zwei mit 
dem Punkte x,' zusammen fallenden Punkten nur schneiden 
kann, wenn x," auf der in x/ an die Curve gehenden Tan- 
gente liegt (oder auf einer der Tangenten, falls deren meh- 
rere möglich sind), so erkennen wir, dass die Gleichung 

X, -f- x.^ U.f X3 f/j = U 

diese Tangent«- darsb-llt, dass cs also im Allgemeinen in 
jedem Punkte der Curve nur eine Tangente giebt, von wel- 
cher die elK-u gcschrieltene die Gleichung ist und dass 
die Polargcrade eines Punktes der (!urve und die 
Tangente der Cur ve i n diesem Pu 11 kte iden tisc h s ind. 
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Alle ilie aiicler)i l’olarciirven dessellieii ('nrveii- 
piniktes 'j\ lieriihrcii dann die Curve i)) diesem 
J’unkte. Uonn in Art. 01. ward bewie.sen, dass die l’olar- 
j'erade eino.s l’iinktes in Hc/.ng auf die {!iirve V = 0 auch die 
l'olarwrade desselben Punktes in He/nir auf alle seine Polar- 
enrven ist; da also die Coordinaten .r/ der (lleicbuiig einer 
joden I’olaronrve genügen (Art. 01.), so füllt aiicli die Polar- 
g(>nulo dieses Punktes in Bezug auf jede derselben mit seiner 
Tangente zusammen. 

O.'i. Die Berülirungsjiunkte der aus einem beliebigen 
Punkte an die Curve gezogenen Tangenten liegen in der 
ersten Polare <los Punktes in Bezug auf die Curve. Diess 
ist ein iSpecialfall von denn in Art. 01. Bewiesenen und kann 
direct in derselben Art begründet werden. Wir sahen, dass 
die (ileicliung der Tangente der Curve l’ — O im Punkte 
.r,' durch 

ar, //,' + f/./ + »■., /// = 0 

dargestellt ist und erhalten durch ilie Vertauschung der 
accentuierten und der nicht accentuierten Yariabeln, il. h. 
durch die Annahme, dass die Coordinaten eines beliebig ge- 
wählten Punktes der Tangente bekannt und die dos Berüh- 
rungsjmnktes unbekannt seien, für den Ort des Letzteren die 
(ileicliung 

a-,' f7, -f X./ f/j + X.; IJ^ = 0. 

Die Curve und ihre i'rste Polare durchschneidmi einander in 
n (fl — 1) Punkten und da in jedem derselben die Bedingungen 
// = (), ^f/ = 0 erfüllt sind, so sehen wir, <lass von 
einem gegebenen Punkte aus fi (n — 1) Tangenten,, 
an eine Curve ii''"’ Ordnung gehen; oder auch („Kegel- 
schn.“ Art. .‘582.), dass die Beciiiroke einer Curve 

Ordnung im Allgemeinen von der Ordnung 
ft (n — 1) ist. 

00. Im Art. 01. ist aber weiter bewie.sen, d.ass für eine 
(üirve mit einem Dopjielpunkt die ei’ste Isobare jedes gegebenen 
Punktes durch diesen Doji]>el|iuukt hindurchgehen muss. Der 
Oolipeliumkt zählt somit (vergl. Art. 42.) unter den Durch- 
schuittsjiunkten der (äirve mit ihrer ersten Polare für zwei. 
Die Verbindungslinie des I’unktes x," mit dfun Do)i|ieljuinkt 
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ist aber ferner nicht eine Tangente iin gewöhnlichen Sinne 
des \\’ortes, obwohl sie ganr. naturgeniäss unter den Lö- 
sungeji des von uns hier discntierten l’roblenis erscheint, eine 
Gerade durch x/' zu ziehen, welche die Ctirve in zwei zn- 
s.ainmen fallenden Ihinkten schneidet, weil wir ja gezeigt 
haben, dass jede durch den Do])i)oljiunkt gehende Gerade 
als eine solche zu betrachten ist, die in ihm zwei zusammen 
fallende Punkte mit der Curve gemein hat. Wir fanden also, 
dass die G<‘sammlzahl der l.ösungen dieses l’nddems immer 
■H (n — 1) ist — nämlich die Zahl der Schnittpunkte der 
Curven f/=0 und — und dass die Zahl der eigent- 

lichen 'rangenbui der Gnrvc durch jiahm ihrer Dup|ielpunkte 
um zwei Einheiten vermindert wird; d. h. die Ordnung 
der Kecijiroken einer Curve Ordnung mit ä 
l>oppel|)un kten ist r; (w — 1) — 2d‘. 

07. Für die Existenz einer S|>itze in der (hirve U = 0 
halRUi wir im Art. 02. bewiesen, dass die erste Polare eines 
beliebigen Ihinktes nicht nur durch ilieselbe hindurch geht, 
sondern dass auch ihre <*iitsprechende Tangente mit d(;r llück- 
kehrtangente zusammen fällt; daher zählt die.se .Spitze für 
ilrei unter den Durch.schnitt.spunkten der Curve mit ihrer , 
ersten Polare und die Zahl der übrigen Üurchsclinitt.sjiunkte 
wird daher durch jede Spitze um drei Einheiten vermindert. 
Oie Ordnung der recij)roken (!urvc einer (tiirve «'•' 
Or.Inung mit d Doppel jmnkten und x.Sj)itzen ist'*) 

«(« — !) — 2d — 3x. 

08. Dieselben Principien zeigen die Wirkung eines viel- 
fachen Punktes von höherem Grade auf die Ordnungszahl 
der reciproken Curve. Ein vielfacher Punkt vom Grade /.• 
ist nach Art. 02. vielfach im Grade (/.' — 1) in der ersten 
Polare und die Zahl der übrigen Schnittpunkte und somit die 
Ordnung der reciproken Curve wird durch ihn daher um * 
/.' (/.• — 1) vermindert. Nachdem wir aber in Art. 40. gezeigt 
haben, dass ein vielfacher Punkt Vom Grade /.-mit — 1) 
Doppeljmnktmi ätjuivalent ist, so erhalten wir, weil j<>der von 
diesen die Ordnung tler lleciproken um zwei Einheiten ver- 
mindern würde, für das gi-fundene llesultat den folgenden 
Ausdruck; Die Wirkung eines vielfacluMi Punktes 
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aut' die Ordnung der reeiproken Curve ist die näm- 
liche, wie'die der äquivalenten Anzahl von Doppel- 
punkten. ln Rücksicht auf Art. 58. können wir also sagen, 
dass die Wirkung eijies vielfachen PunkUis, welcher d' Doppel- 
punkten, x' Spitzen, t' Doppeltaugent<>n und i Intlexiouen 
äquivalent ist, auf die Ordnung der recij)roken Curve durch 
2ö' -j- 3 x' ausgedrückt wird. 

(Jy. Die V’^crhindungslijiie der Punkte x/, x/' schneidet 
— so fanden wir bi.shcr — die Curve in zwei mit x/ zu- 
sammen fallenden l’uukten, wenn U' — 0 ist und wenn die 
x" die Gleiclmng 

X," u; -f xj" -f X3" ii; = 0 
erfüllen. Wenn aber die Coordiuaten x/ den drei Gleichungen 
f/, = 0 , 1 / 3 = 0 , 1 / 3=0 zugleich genügen würden, so würde 
die zweite Betlingung 

X," U; -f Xj" 1 /; -t- X3" 1/3' = 0 
unabhängig von x/' uud also für alle Werthe der x" erfüllt 
sein; dann ist der Punkt x,' ein Do|)pelpunkt und jede 
durch ihn gehemle Grade schneidet die Curve iii ihm in zwei 
zusammen fallenden Punkten. Wir sehen daraus, da.ss die • 
durch .die allgemeine Gleichung in projoctivischen oder spe- 
ciell Cartesischen Punkt-Coordinaten dargestellte (Jurve keinen 
Doppelpunkt enthalten kann, ohne dass die in ihr auftreten- 
den Coefficieuten einer gewissen Bedingung genügen. Denn 
die drei ('urven 11, = 0 , — — 0 haben im Allge- 

meinen keinen zu allen gemeinsamen Punkt und die Functio- 
nen U,, Uj, 1/3 verschwinden somit nicht gleichzeitig für 
dieselben Werthe der Coordiuaten. Wenn wir zwischen 
ihnen die x, eliminieren, so entsteht eine H<>lation zwischen 
den Coefficieuten, welche die Bedingung ist, unter der diese 
ersten Polurcurven der Fuiidamentalpiiukte .sich schneiden 
oder unter welcher die Curve einen Doppelpunkt hat. Man 
nennt .sie die Discriminanto der Gleichung der Curve. 

So haben wir die Discriminante eines Kegelschnitts („Ke- 
gelschn.“ All. .‘523.) durch Elimin.ation der x, zwischen den 
drei ersten Ditferentialen 

0,1 X, -f rt,3X., - 1 - 0,3X3 = 0 , «,2X, + rt.,.,X., -f 0,3X3 = 0 , 

«13^1 + "13^2 + «33^3 = •!; 
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(lenen die Coordinaten eines Doppelpunktes zugleich genügen 
müssen, in der Form 

0|i — n,,Oj3* — «««u* - a.,3«,./= 0 

gefunden. Im Allgemeinen ist die Discriuiiuante vom Grade 
3 (h — 1 )• in den Coefficienten der gegebenen Gleichung ; 
denn die drei Derivierteu sind vom Grade (n — 1) und ihre 
Resultante enthfilt daher die Coefficieuten ein(^r jeden im 
Grade (m — 1)*, — diese aber sind linear in dmi Coefficienten 
der Originalgleichung. 

70. Wir können diese Grundsätze zur Untersuchung der 
Bedingungen anwenden , unter welchen die erste Polare irgend 
eines Punktes A oder x/ einen l)oj)pelpunkt hat. Durch 
Ditlerentintion der Gleichung 

•*■(" 4" B 

erhalten wir für die Coordinaten eines Doj>pelpunktes J{ der 
(jrsten Polare von x/ die Bedingungen 

^I3-*V 4" 4" ^ 33 ^: 1 ' = Ö- 

Dieselben verbinden die t'oordiuaten x/ von A mit den Co- 
ordinaten Xi des Doppelpunktes Ji, welche in den Vn im 
Grade (w — 2) enthalten sind. Die Vergleichung dieser Be- 
dingungen mit den im letzten Artikel citierten Gleichungen 
aus der Kegelschnittstheorie zeigt, dass mit ihrer Erfüllung 
der Polarkegelschuitt des Punktes B 

1 1 ^A>2^2*4' ^A:c''2-^3+“ ^ ^A? ^1 ^’2=<) 

in zwei Gerade zerfällt, und der Punkt xi oder A der Doppel- 
|tunkt desselben ist. Wir erhalten also den Satz: Wenn 
die erste Polare eines Punktes A einen Doppel- 
punkt B hat, so hat der Polar kegelschnitt von B 
einen Doppelpunkt in A und umgekehrt. 

Wir können aber aucl» zwischen den drei Bedingungs- 
gleichuugen die xl eliminieren und so eine Relation bilden, 
welche von den Coordinaten x,- des Doppelpunktes B erfüllt 
werden muss, nämlich 

fA, ü,, f/„+2 U,, f/,3 Ui,- f/„ fV- IJ,, f/,3*- U,, Ui,^ == 0. 
Sie ist die Gleichung des Ortes der Punkte B und aus dem Ge- 

8»lmoD, HAhrrt Curvru. 5 


Digitized by Google 



(jG 

sagten gclit hervor, dass dieser Ort entweder bezeiclinet wer- 
den kann als der Ort von Punkten, welche Oopjiel- 
pnnkte in ersten Polarcurveii der gegebenen ('iirve 
sind, oder als der Ort von Punkten, deren Polar-Ke- 
gelsehnitte in zwei gerade Linien zerfallen. Weil 
die zweiten Dift'erentiale je vom Grade (« — 2) in den t, 
sind, so ist die eben geschriebene Gleichung vom Grade 
3 (h — 2) ; die von ihr dargestellte Curve hat zur gegebenen 
(Jurve wichtige Beziehungen, — sie ist eine Covariante der- 
selben. (Vergl. „Vorlesungen“ Art. 73.) Weil sie zuerst 
durch Hesse studiert w'orden ist, so soll .sie die Hesse 'sehe 
Gurve von U—0 heissen. 

Wenn man aber zwischen den nämlichen drei Gleichun- 
gen die Xi eliminiert, so giebt die resultierende Gleichung in 
den X,' den Ort der Punkte .4, d. h. den Ort der Punkte, 
deren erste Polaren Doppelpunkte haben und zugleich 
den Ort der Punkte, welche Doppelpunkte in Polar- 
kegelschnitten sind. Wir werden diesen Ort nach dem Geo- 
meter Steiner die Steiner'sche Curve von U—0 nennen "). 

Um die Elimination in irgend einem Falle wirklich aus- 
zuführen, würde man die zweiten Ditferentiale von U bilden 
müssen; aber es ist im Allgemeinen zu sagen, da.ss der Grad 
der resultierenden Gleichung in den xi gleich .3 (n — 2)^ ist, 
weil sie die Resultante von drei Gleichungen (w — 2)“'" Gra- 
des ist, von de)»en jede die x/ im ersten Grade enthält. 

71. Indem wir nun wieder zu der Gleichung A = 0 zurück- 
kehren , erkennen wir, dass drei ihrer Wurzeln mit ja = 0 
ül>ereinstimmen, oder dass die fragliche Gerade die (kirve in 
drei mit xi zusammenfallenden Punkten schneidet, w'enn 
gleichzeitig die drei Bedingungen 

U' = 0, AU' = 0, A’f/' = 0 

erfüllt werden. Betrachten wir nun zuerst den Fall, wo x/ 
ein Doj)pelj)unkt ist, so sehen wir, da.ss in diesem Falle U' 
und A U' unabhängig von den .r," verschwinden , und dass 
die dritte Bedingung fordert, es liege x" auf dem Polar- 
kegelschnitt von .r/. Da nun x" ein beliebiger Punkt in 
einer der beiden Tangenten des Doppelpunktes sein kann, 
weil jede derselben - die Curve in drei vereinigten Punkten 
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schneidet, so muss der Polarkegelschnitt von ,r/ mit diesen 
beiden (ieraden identisch sein, d. h. die (»leicimng des Tan- 
genten|iaai's der (hirve ini I )<i|i|iel|mnkt ist = •' oder 

4- 2 U,.;x,x^ 4- 2 U,j'x,x^ = 0. 

Der Doppelpunkt, als ein Punkt, dessen Polarkegelschuitt 
in zwei gerade Linien zerlallt, liegt in der Hesse’schen 
Durve und es ergiebt sich auch direct, dass er ihrer Glei- 
chung genügt. Denn nach Euler's Satz von den liomogenen 
Functionen können die drei (ileichungen i/,' = ü, = 0, 
Uy = 0 , die in ihm erfüllt werden , in der Form 

X.,' 4- Uyj'x.^' — 0 , 

4" 

"'V + ^^ 33^3 = 

geschrieben worden und aus diesen Gleichungen entspringt 
durch Elimination der x! die Gleichung der Hesse'schen 
Curve. 

72. Der Doppelpunkt wird zur Spitze, wenn die seine 
beiden Tangenten reprästuitieremle Gleichung ein vollstän- 
diges Quadrat wird, d. Ii. für 

Diese drei Bedingungen repräsentieren nur eine neue Be- 
dingung, weil mit der Erfüllung einer derselben bei allen 
endlichen Werthen der Coordinaten x/ des Doppelpunktes 
die andern auch erfüllt sein müssen. Denn die Bestimmung 
der Verhältnisse x^•.Xy, x^' : x^' aus jedem Paare der Glei- 
chungen vom Ende des letzten Artikels giebt 

ar, __ Pitt IS _ Pnt'ss — Pfi* __ tiit'ii — PssPn 

X, t||tn — P|i’ — t^Pis Pis t II — 0,1 

^ o t ,, __ 1 11 1 1, — C i„ U„ __ Pm P|i — P|s* 

Xj t'nPii Pii* t iibii — t-nPis t|j P|, — P,, Pu 

Es müssen somit für 77, , t/jj = und wenn keines die.ser 
Verhältnisse unendlich gross ist, sowohl Zähler als Nenner 
dieser Brüche verschwinden. 

73. Der Anfangspunkt ist ein dreifacher Punkt, wenn 
alle zweiten Differentiahpiotienten in ihm verschwinden; denn 
dann ist A^ U' Null unabhängig von den Werthen der x!', 
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und nach dem Satze von den homogenen Functionen ver- 
schwinden mit den zweiten DifFereutialquotienten auch die 
ersten und somit ist auch ^U' — O] d. h. jede gerade 
Linie durch den Punkt schneidet die Curve in drei zu- 
sammen fallenden Punkten. Üie drei Tangenten der Curve 
in diesem Punkte werden offenbar durch die (tleiehung 
A®?/’ = 0 gegeben. 

Die Ausdehnung derselben Betrachtungen auf vielfache 
Punkte von höheren Grailen hat keine Schwierigkeit. Der 
Punkt xi ist ein vielfacher Punkt vom Grade 1;, wenn für 
ihn alle Dififerentialquotienten vom Grade {V — 1) verschwin- 
den und die Tangenten der Curve im vielfachen Punkt wer- 
den durch die Gleichung A* V = 0 ausgedrflckt. 

74. Wir untersuchen nunmehr die Bedingungen, unter 
welchen durch einen einfachen Punkt xi in der Curve 
eine Grade gezogen werden kann, welche die Curve in drei 
mit Xi zusammen fallenden Punkten schneidet, und wollen 
zunächst dabei voraussetzen, dass die betrachtete Curve viel- 
fache Punkte nicht enthalte. 

Wir sahen in Art. 71., dass jeder Punkt in einer sulchen - 
Geraden die Bedingungen A?/' = 0, A’ü' = 0 erfüllen 
muss. Die erste derselben drückt aus, dass die Gerade mit 
der Tangente der Curve in xi identisch sein muss, wie es 
auch sonst evident ist; dagegen besagt die zweite, dass jeder 
Punkt dieser Geraden die Gleichung des Polarkegelsehnitts 
befriedigt. Es muss somit der Polarkegelschnitt = ü 

in diesem Falle die Gerade AD’’ = P als einen Theil ent- 
halten und der Punkt x/ muss also einer von den Punkten 
sein , deren Polarkegelschnitte in zwei gerade Linien degene- 
rieren, d. h. ein PunHt der Hesse’schen Curve (Art. 70.). 
Und umgekehrt ist jeder Punkt, welcher zugleich auf der 
Curve U — 0 und ihrer Hesse’schen Curve liegt, ein Punkt, 
durch welchen eine Gerade mit drei in ihm vereinigten .Schnitt- 
punkten in der Curve gezogen werden kann, d. h. ein In- 
flesionspunkt derselben. Denn der Polarkegelschnitt jedes 
in V — 0 gelegenen Punktes berührt diese Curve in ihm und 
wenn der Punkt auch auf der Hesse’schen Curve // = 0 liegt, 
so dass sein Polarkegelschiiitt in zwei gerade Liuieu zerfällt, 
so muss eine dieser Geraden die 'rangente der Curve in x/ 
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sein. Jeder Punkt in dieser Tangente genügt daun den Be- 
dingungen AU’ = 0 und A'U’ = 0 zugleich. Somit sind 
alle die Uurchschnittspunkte der Curven U=0, H = 0 In- 
fleiionspunkte in U =0 und es ergiebt sich, weil H vom 
Grade 3(n — 2) ist, dass eine Curve n'" Ordnung im 
Allgemeinen 3n (« — 2) Inflexionspunkte hat'*). 

75. Die Zahl der Inflexionspunkte wird aber redjiciert, 
wenn die Curve vielfache Punkte hat. Wir haben im Art. 71. 
gesehen, dass jeder Doppelpunkt der Curve ein Punkt der 
Hesse’schen Curve ist, müssen aber nun des Näheren zeigen, 
dass er ein Doppelpunkt in ihr ist und allgemeiner, dass 
jeder vielfache Punkt it'" Ordnung in der Curve ein viel- 
facher Punkt der Ordnung (31- — 4) in der. Hesse’schen Curve 
ist. Man beweist diess am einfachsten , indem man den viel- 
fachen Punkt' als Fundamentalpunkt der Coordinaten wählt, 
so dass die Gleichung der (,'urve die Varialjeln x^ und nicht 
in niedrigerem als dem Grade enthält. Wir untersuchen 
den Grad der in x^ und x^ niedrigsten Glieder der zweiten 
Differentialquotienten und finden, dass er für zwei Differen- 
tiationen nach a;, oder nach x^ gleich {k — 2) , für eine Diffe- 
rentiation nach x^ oder x., und eine nach Xj gleich (k — 1) uud 
für zwei Differentiationen nach Xj gleich k ist, d. h. der Grad 
der in x^, Xj niedrigst potenzierten Glieder in t/",,, U^, f/jj, 
^13 > ^11 respective gleich 

k — 2 ,k~ 2 , k, k—\,k — \,k — 2 -, 

es ergiebt sich daher, dass der Grad der in x , , x-, niedrigsten 
Glieder der Hesse’schen Determinante 

U,i UjjU;,3-j-2U2:iUi^Ui2 Ufi t/js* U^^Ux^ U 32 U 12 ^ = 0 

gleich (3^: — 4) sein muss. Es ist aber ferner zu bemerken, 
dass jede Tangente der Curve f/ = 0 im vielfachen Punkte 
auch eine Tangente im vielfachen Punkte an iT = 0 ist; 
denn wenn die Gerade x, =0 eine Tangente im Anfangspunkt 
der Coordinaten ist, und also nach Art. 40. die Glieder vom 
geringsten Grade in x, und x., den Factor x, gemeinschaftlich 
haben , so ist x, auch ein Factor in den niedrigsten Gliedern 
aller der zweiten Difl'erentialquotienten , in welchen keine 
Differentiation nach x, stattfindet, d. h. in tTjj, U 33 , Ü 23 ] 
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damit aber ist x^ ein Factor in den nicdrigsl puteuzicrleii 
Gliedern der Hesse'sclien Determinante, weil jedes Glied ihrer 
Kntwickcluiif' eines dieser <lrei Ditferentiale enthält. 

7(). Das Vb)riy;e set/.l uns in den Htund, den Einfluss 
vielfacher Punkte in U = 0 auf die Zahl der liiHexions|iunkte 
ilieser Curve zu ermitteln. Ein Doiipelpuukt in U = 0 ist 
auch ein Do])j>elpunkt in H==0 und aiK'h seine Tangenten 
sind für beide Curven dieselben , derselbe zählt also für sechs 
(vergl. Art. 42.) unter den Schnittpunkten beider. Die Zahl 
der vom Dop])oljuinkt verschiedenen Durchschnittsjmnkte der 
Curven U = 0 und H — 0 wird somit um .sechs Einheiten 
vermindert, und es wird also durch d Doppelpunkte, welche 
die Curve n'-' Ordnung besitzt, die Zalil ihrer Inflexions- 
punkte auf 3 n {n — 2) — (3 d gebracht. 

Und wenn 'U = 0 einen vielfachen Punkt vom Grade /.' 
hat, so ist derselbe (ßk 4) fach in H = 0 und 1; von den 
Tangenten in diesem Punkte sind beiden Curven gemein; 
der vielfache Punkt zählt somit unter den Durchschnitts- 
punkten für /.' (3/r — 4) A == G . ^ (/.■ — 1) Punkte, und 

da wir aus Art. 70. wissen, dass ein Afacher Punkt mit 
JA (A — 1) Doppelpunkten äquivalent ist, so können wir sagen, 
dass der v i e 1 f a c h e P.u n k t in B e z u g a u f d i e K e d u c t i o n 
der Anzahl der Inflexionspunkte ganz dieselbe 
Wirkung hat, wie die äquivalente Anzahl von 
Doppelpunkten. 

77. Der Fall der Spitze erfordert eine besondere Unter- 
•suchung. Wenn wir sie zum Fundamentalj)uiikt der Co- 
ordinaten tind x^ = 0 als die entsprechende Tangente wäh- 
len, so ist die Gleichung der Curve von der Form 

H = 0; 

die niedrigsten Glieder in den zweiten Diflerentialquotienten 
sind dann von den Graden 0, 1, 2, 2, 1, I respective; sie 
.sind nämlich 


U\\ — ^33 — ('* — ii) 

u,, = (n _ 3) 0 : 3 "-^, fl, 3 = 2 (« - 2) a;, 3 : 3 ’-», 

U = a:. 

• * f/.r, dxt •' 
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üer Grail ilcr iiiedrigstfii Gliwlor in der Hefse’sclii“!! DeltT- 
miuaiito ist diilitT drei, iiitmlich der Grad der Glieder 

t/ 1 1 ^ 22 ^ imd 22 ^ 1 ) 

aber jedes dieser Glieder enthält als einen Faetor. Die 
Spitze der Cuire U — 0 ist somit ein dreifacher Punkt in 
der llesse’schen Curve und zwei der bezüglichen Tangenten 
fallen mit der entsprechenden Kückkehrtangente zusammen. 

' Insofern nun dieser gemeinsame Punkt doppelt in der einen 
und dreifach in der andern Curve ist, zählt er für sechs 
unter ihren Schnitten und das Zu.sammenfallen zweier der 
bezüglichen Tangenten beider Curven fügt die zwei nächst- 
folgenden Punkte als gemeinschaftlich den vorigen hinzu, so 
dass der Punkt für acht unter den Schnittpunkten zählt. 
Hat also eine Curve jj'" Ordnung d Doppelpunkte und x 
Spitzen, so ist die Zahl ihrer Inflexionspunkte gleich 

3 n {n — 2) — tid — 8x. 

78. Die etwas schwierigere Untersuchung der Bedingungen 
der Doppeltangenten von der Gleichung A = 0 aus verschieben 
wir auf später und begnügen uns für jetzt damit, zu zeigen, 
dass die bisher erhaltenen Resultate in Verbindung mit der 
Theorie der Reciprocal- Curven die Zahl der Doppeltangenten 
einer Curve m’'''' Ordnung indirect zu bestimmen erlauben. 

Dagegen liegt es nahe, die (Heichung A = 0 zur Auf- 
stellung der Gleichung des Systems von Tangenten zu be- 
nutzen, welche von einem Punktex/ aus an die Curve gehen 
(Vergl. „Kegelschn." Art. 107., 32G.) Weil jeder Punkt in einer 
Sülchen Tangente die Eigenschaft hat, dass die ihn mit 
verbindende Gerade die Curve in zwei auf einander folgenden 
Punkten schneidet, so dass die Gleichung A = 0 zwei gleiche 
Wurzeln hat, so erhalten wir die Gleichung des fraglichen 
Taugentelisystems durch die N’ergleichung der Discriminante 
von A = 0 als einer l)iuären Form in A, g mit Null. Bei 
beispielsweise U — 0 voiii dritten Grade, so dass die Glei- 
chung A == 0 die Form hat 

XW + A-> AU' + AU + ft^U=0, 

so wird — mit den Abkürzungen A und A’ für Ai/ und 
AU' die fragliche Gleichung 
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{21UU'^ + 4A'^- ISAA'tO U={A'^-4AÜ') A’. 

IM U, A, A' resiiective vuiii (liittcii, zweiten und ersten 
Grade in den x,- sind, so ist diese Gleichung vom sechsten 
Grade und zeigt, dass von einem Punkte x/ an die Curve 
dritter Ordnung U = 0 sechs Tangenten gehen, wie wir 
wissen. 

Die Form der Gleichung zeigt, dass sie einen Ort re- 
präsentiert, der = 0 in denjenigen Punkten berührt, wo 
derselbe von A = 0 geschnitten wird ; und dass- die andern 
Punkte , in welclien U = 0 von diesem Orte geschnitten wird, 
in der Curve A * — 4A U' = 0 liegen. Dicss giebt den 
Satz: Die Berührungspunkte der sechs Tangenten 
einer Curve dritter Ordnung, die von irgend einem 
Punkt ausgehen, liegen in einem Kegelschnitt 
A=0 und die sechs übrigen Schnittpunkte dieser 
Tangenten mit der Curve sind in einem andern 
Kegelschnitt A’-* — 4Ai/’ = 0 enthalten, der mit 
dem vorigen in den Punkten A = 0, A* = 0 eine 
doppelte Berührung hat. 

Wenn der Punkt x/ in der Curve liegt, so ist U' — 0, 
die Gleichung A=0 reducirt sich auf 

ihre Discriminaute liefert also als Gleichung des Tangenten- 
bUschcls A^ = 4A'U, eine Gleichung vom vierten Grade in 
den Xi. Durch einen Punkt in der Curve dritter Ordnung 
gehen nur vier Tangenten an dieselbe, die ihm selbst ent- 
sprechende Tangente zählt für zwei. 

79. Ebenso im Allgemeinen; die Discriminaute von A 
oder * A A A^+ • • • ist vom Grade n(n — 1) 

in den X; und (vergl. „Vorlesungen“ Art. 68.) von der Form 
JcU-^-{Ay<p, wenn (p die Discriminaute des von seinem 
ersten Gliede befreiten A ist. Der durch sie dargestellte Ort 
berührt daher 7/ = U in seinen Schnittpunkten mit A = 0, 
wie wir aus dem Früheren wissen. ' 

Jede der n {?i — 1) Tangenten schneidet die Curve in 
anderen (m — 2) Punkten und die Form der Discriminantc 
zeigt, dass diese n (n — 1) {n — 2) Punkte in einer Curve 
g) = 0 von der Ordnung (» — 1) (n — 2) liegen. Endlich 
ist <p selbst von der Form k'A + (A^)*^!' und mau erkennt. 
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dass die beiden Curveu tp = 0 und 4> = 0 einander in den 
Punkten berühren, wo die erste und die zweite Polare von 
Xi' sich durchschneiden. 

Wenn wir A in der Form 

A- 1/' + A' -I 

sclireiben , so sehen wir , dass die Discriminante auch in der 
Form kU' darstellbar ist. Ist somit x! ein Punkt 

der Curve, also 77' = 0 , so enthält sie den Factor A'* oder 
das System der Tangenten besteht aus der zweifach zählen- 
den Tangente in xi und (»* — n — 2) anderen Tangenten, 
die durch 9 ) = 0 repräsentiert sind. In derselben Weise ist 
q> selbst von der Form kA' + (A'*)^ ist also der Punkt 
X,' ein Doppelpunkt und somit nicht nur U' = 0, sondern 
auch A' = (I, so enthält die Function (n* — n — 2)“'" Grades 
<p den Factor ( A'*)’, d. h. unter jenen (n* — n — 2) Tangen- 
ten sind die beiden Tangenten der Curve im Doppelpunkt, je 
zweifach gezählt, und daher (n* — n — 6 ) andere durch 
= 0 dargestellte Tangenten. In derselben Weise lässt 
sich zeigen, dass von einem fcfachen Punkte — n — A(A;+ 1 ) 

Tangenten an die Curve gehen. Die vorher gegebene Theorie 
von dem Einfluss der vielfachen Punkte auf die Zalil der 
Tangenten einer Curve m'" Ordnung, die von einem beliebi- 
gen Punkte ausgehen, zeigt auch, dass die Discriminante 
von A, welche gleich Null gesetzt, diese n (/» — 1) Tangen- 
ten repräsentiert, als Factoren enthalten muss das Quadrat 
jeder Geraden, welche den Punkt x,' mit einem Doppelpunkte 
der Curve verbindet, den Cubus jeder Geraden von ihm nach 
einer Spitze, die sechste Potenz der Geraden von ihm nach 
einem dreifachen Punkte, etc. 


VI. Abschnitt. 

Rcciproke Ciirven. 

80. Wir wissen (vergl. „Kegelschn.“ Art. 382.), dass die 
Ordnung der reciproken Curve stets mit der Classe der ge- 
gebenen Curve Ubereinstimmt und umgekehrt; es ist auch 
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evident, dass einem Dojijieljiunkt in einer der Ourven eine 
l)oji|ieltiuigente in der andern und einem stationären Punkt 
in der einen eine stationäre Tangente in der andern Ciirve 
entsjiriclit; allgemeiner, einem vielfachen Punkte vom Grade 
/.• eine im nämlichen Grade vielfache Tangente nud den li 
Berührungspunkten der vielfachen Tangente die Tangenten 
im vielfachen Punkte, so dass auch, wenn zwei oder mehrere 
der letztem zusammen fallen, ebenso viele und die entspre- 
chenden der ersteren es thun. 

Und wir haben gesehen, dass die allgemeine Glei- 
chung in Punktcoordinaten eine Curve darstellt, diu keinen 
dopjielten Punkt und ebenso keinen höheren vielfachen Punkt 
hat, so lange nicht gewisse Bedingungen erfüllt werden; dass 
dagegen die von dieser allgemeinen Gleichung repräsentierte 
Gurve dojipelte und stationäre Tangenten besitzt. In der 
That werden die Abscissen der Schnittpunkte einer Geraden 
= ax 0 mit der Curve durch Substitution des Werthes 
von y in ihre Gleichung erhalten und da wir zwei Constan- 
ten a und h zur Disjwsition haben, so können wir dieselben 
so bestimmen, dass die resultierende Gleichung irgend zwei 
Bedingungen erfüllt. Durch die Verfügung über eine Oon- 
staiite würden wir die Erfüllung einer Bedingung bewirken 
können, z. B. dass die Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln 
habe. Und das Problem, bei gegebenem n die Constaute b 
so zu bestimmen, dass die resultierende Gleichung zwei 
gleiche Wurzeln haben, ist nichts anderes als das Problem, 
die zu y = ax parallelen Tangenten zu ziehen.’ Die Ver- 
fügung über beide Cojistanten gestattet uns, der resultieren- 
den Gleichung zwei verschiedene Paare gleicher Wurzeln 
zu bedingen ; diess sind die Probleme der Doppeltaugenten 
und der stationären Tangenten oder Inflexionspunkte. Die 
doppelten und die stationären Tangenten sind so als die ge- 
wöhnlichen Singularitäten einer Curve zu betrachten, die 
durch eine Gleichung in Punktcoordinaten ausgedrückt ist; 
alle höheren vielfachen Tangenten und alle vielfachen Punkte 
sind ausserordentliche Singularitäten, welche eine solche 
Curve nicht besitzt, so lauge nicht die Coefficientcu ihrer 
Gleichung besondere Werthe haben. 

Es ist vollkommen umgekehrt für die allgemeine Glei- 
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chuiig iu Liuieiicoyrcliiialeii; die durch sie repräsentierte 
Curve hat gewöhnlich DoppelirnnkU; und stationäre Punkte 
oder Spitzen , aber keine singulären Tangenten. Es sind so- 
mit doppelte und stationäre Punkte einerseits und dopp»dte 
und stationäre 'J'angenten anderseits gleichinässig unter die 
gewöhnlichen Singularitäten der Curveu zu rechnen; wenn 
eine Curve die einen besitzt, so enthält ihre reciproke Curve 
die andern. 

81. Wir wollen nun die Ordnung einer Curve durch (i 
und ihre Chisse durch v, *lie 'Zahl ihrer Doj)pelpunkte durch 
ä und die ihrer üoppeltangenten durch r, die ihrer statio- 
nären Punkte durch x und die ihrer stationären Tangenten 
durch ( bezeichnen, so dass die entsprechenden Zahlen für 
die reciproke Curve durch die Vertauschung von (i und v, 
d und T, X und t erhalten werden. Wir haben in den Art. 
57. u. 77. die Werthe von i> und i in Function von p, ä , x 
erhalten und leiten daraus jetzt mittelst der Keciprocalcurve 
die Werthe von p und x in Function von v, r, i ab. Aus 
diesen vier Gleichungen, die wie wir nun sehen werden ikjui- 
valcnt sind drei unabhängigen Gleichungen, können wir den 
Werth von t durch p, d, x und den von 6 durch v, r und 
I. ausdrilcken. So entstehen Pliicker 's sechs Gleichungen: 

1) v = p* — p — 26 — 3x; 

2) t = 3p’ — Gp — 6d - 8x; ‘ 

3) 2 r = p (p -2) (p’— 9) — 2 (p’-p— G) (2 d-f-3 x) + 4 d f d- 1) 

+ 12dx -f 9x (x — 1); 

4) p = v’ — V — 2r — 3t; 

5) X — 3v- — G V — G r — 8 1 ; 

G) 2d = v(v — 2)(j/’ — 9) — 2{v'‘~~v— G)(2r-|-3i)-|-4r|T— 1) 
+ 12rt -f 9t (t - 1). 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 1) und 2j d oder zwi- 
schen 4) und 5) r eliminieren, so erhalten wir gleichmässig 
7) t — X = 3 (v — p) , 

woraus ersichtlich ist, dass diese vier Gleichungen drei unab- 
hängigen äquivalent sind. Man kann diess auch schreiben 
3 p — X — 3v — t und 3p-|-t = 3’' + *- 
Die Differenz der Gleichungen 1) und 4) giebt 
pt — 2d — 3x v’ — 2t — 3t 
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und indem man f — x durch .seinen Werth aus 7) ersetzt, 
folgt 

8) 2 (r — d) = {v — ^) (k + ^ — ü). 

Durch Substitution der Werthe von v und ^ oder von /i und 
X in die letzte Gleichung erhält mau die Gleichungen 3) und 
6). Aus 7) und 8) erhalten wir auch 

9) J ft (ft “t" 3) — ö — 2x = V (v -f- 3) — X — 2t ; 
lOH (ft — 1) (/* — 2) — J — X = i (»^ — 1) (v — 2) — r — t. 

Aus irgend dreien der sechs Grössen ft, v , d, x, x, i können 
die drei übrigen bereclinet werden; z. B. erhält man aus 
ft, 6, X durch 1) v, durch 2) oder leichter durch 7) t und 
durch 3) oder leichter durch 8) endlich t’’). 

BeiBpicl. Aus ft=>6, d = 4,x— 6 folgt nsicli 1) v = 4; aleo 
ft — v = 2, V — fi = — 2 und nach 5) i — x==6 oder t=-0; v+fi-9 = l 
oder r — J = — 1 , d. h. r = 3. 

/ 82. Weil mit einer -Curve auch ihre Reciproke gegeben 

ist, so müssen beide durch gleichviele Bedingungen bestimmt 
sein. Die Festsetzung, dass eine Curve ö Doppelpunkte 
habe, ist aber 6 Bedingungen äquivalent, wie am einfachen 
Beispiel des Kegelschnittes erläutert werden kann, der im 
Allgemeinen durch fünf Bedingungen bestimmt im Falle eines 
Doppelpunktes deren nur vier, zwei Punkte etwa in jeder 
Geraden, gestattet. Ebenso ist die Existenz einer Spitze zwei 
Bedingungen äquivalent. Eine Curve von der Ordnung ft 
mit d Doppelpunkten und x Spitzen ist somit dnreh 

i ft (ft + 3) — d — 2x 

Bedingungen bestimmt; ihre reciproke aber durch 
i V (v + 3) — T — 2t ; 

die Gleichheit beider Zahlen besagt die Gleichung 9). 

Die Gleichung 10) zeigt, dass das Geschlecht oder der 
Defect einer Curve und ihrer reciproken Curve identisch ist. 
(Art. 44.) 

Wenn wir mit Cayley « zur Abkürzung für 
3ft -(- t = 3v + X 
gebrauchen, so erhalten wir 

X = n — 3v, i — (( — 3ft, 2d = ft* — ft -j- 8v — 3«, 
2r = V* — V -|- 8fi — 3«, 
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d. h. alle anderen ( Charaktere sind durch (i und v in Ver- 
bindung mit a, ausdriickhur. 

H3. Die Gleichheit des Geschlechts für eine Cune 
und ihre Reciproke ist ein sitecieller Fall des allgemeinen Ge- 
setzes von der Constanz desselben für Curven, welche 
sich eindeutig entsprechen, d. h. w'O jedem Punkt« 
und jeder Tangente der einen ein Punkt respective eine Tan- 
gente (oder umgekehrt) der andern Curve entspricht. Das- 
selbe kann nach dem Vorhergehenden auf Grund des in 
Art. 344. der „Kegelschnitte“ gegebenen Princips bewiesen 
werden, dass in einem Gebilde erster Stufe, also hier in 
einer geraden Punktreihe oder in einem ebenen Strahlen- 
büschel, wo zwei Reihen von Elementen sich algebraisch so 
entsprechen, dass jedem Element der ersten n Elemente der 
zweiten und jedem Element der zweiten in Elemente der 
ersten zugeorduet sind, (h< -f" *0 Elemente existieren, welche 
mit einem ihrer jedesmaligen entsprechenden zusammen fallen. 

Es seien C), und C/, zwei einander eindeutig entspre- 
chende Curven von den respectiven Ordnungen g, g' in der- 
selben Ebene und A, A' zwei entsprechende feste, X, X' 
zwei entsprechende bewegliche Punkte in diesen Curven. 
Dann beschreibt der Durchschnittspunkt der Strahlen AX, 
A' X' eine Curve von der Ordnung (g -|- g' — 2), wie aus 
dem ungezogenen Satze sich sofort ergiebt, wenn man die 
Schnittpunkte der Büschel um A, A' mit einer beliebigen 
Geraden betrachtet; in dieser Curve sind A imd A’ viel- 
fache Punkte von den Graden (g' — 1) und (g — 1) re- 
spective; ihre Rückkehrpuuktc entsprechen den von A au.s 
an die Curve C), gellenden Tangenten und ihre von A aus- 
gehenden Tangenten den Rückkehrpunkten von C/,, so dass 
die Summe der Anzahlen der von A ausgehenden Tangenten' 
(* und der Rückkehrpunkte />•, k* für die eine und für die 
.'uidere Curve die gleiche .sein muss; ebenso für A' und Cf,-. 
Die erste Polare des einfachen Punktes A in Bezug auf die 
Curve C'|U schneidet diese aber in 

g(g — 1) — 2d — 3x — 2 

Punkten der Berührung und die Summe (t -(- k) ist also 
= g (g — 1) — 2d — 2x — 2. 
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Die erste Polare von A in Bezufj auf die Onrve von der Ord- 
nung (ja-pfi' — 2) liat alx'r in A selbst einen (/i' — 1) färben 
Punkt mit densellx'ii 'raiigeiiten mit <lirsrr und in A' einen 
{fl — 2)laelii‘n Punkt; sie erzeugt also eine naeli Art. . zu 
Ijestiminende Zahl von Sclmittpunkten , nach welchen die t* 
Tangenten gehen und die Summe (t* -j- J*) ist gleich 

- 2) (ft-f - fi(ß- \)-(ft-\)ifi-2)-2d*-2x*. 

Man erhält also die (ileichung 

ft (ft — 1) — 2d — 2x — 2 = (ft-f ft'— 2)(ft-f ft' — 3) — ft'ift' — 1) 

— (ft _ 1) (ft — 2; + 2d* — 2x»; 

mid analog für die (Jurve Cf,- die andere 
ft' (ft'— lj-2d'— 2x'— 2 = (ft-(-ft'— 2)(ft + ft'— 3) — ft(ft— 1 ) 
— fft' - 1) (ß — 2) - 2d* - 2x*. 

Aus beiden folgt aber durch Siibtractioii 

2 (d' -f- x' — d - x) = (ft' — 1) (ft' — 2) — (ft — 1) (ft — 2) 
d. h. die Uebereinstimmung des Geschlechts der (.'urven Cp, 
Cp-, welche sich eindeutig entsprechen 
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Dritü-s Kapitel. 

Theorie der Enveloppen. 

84. Wenn eine Curve irgendwie von einem einzigen ver- 
änderlichen Piirnmeter ahhängt, so dass der Reihe seiner 
Werthe eine Reihe von Curven entsj)richt, so berühren alle 
diese Curven im Allgemeinen eine Curve, die als die Enve- 
loppe des Systems bezeichnet wird. Jede Curve desselben 
wird von der nächstfolgenden vom Parameter abhängenden 
in einer (Jruppe von Punkten geschnitten und der Ort dieser 
Punkte ist die Enveloppe, wie diess für den Fall der ver- 
änderlichen Curve als einer Geraden schon bekannt ist. 
(Vergl. „Kegelschn." Art. 314. f.) 

üie Gleichung der Curve kann entweder einen einzigen 
variabeln Parameter oder sie kann deren zwei oder mehrere 
enthalten, welche selbst durch eine Gleichung oder durch 
mehrere Gleichungen mit einander verhunden sind, so dass 
ein einziger Parameter veränderlich bleibt. Beide Fälle sind 
nicht wesentlich verschieden, aber es ist oft zweckmässig, 
den zweiten in einer besondern Art zu behandeln , nach 
einer Methode unbestimmter Multiplicatorcn, die wir hier ent- 
wickeln ^Wüllen. Dieser zw-eite h’all begegnet am häufigsten 
in der Form, da.ss die Gleichung der Curve die Coordinaten 
eines veränderlichen jedoch auf eine feste Curve beschränkten 
Punktes enthält, oder wie man sagt, dass die Curve von 
einem in einer parametrischeu Curve sich bewegenden jiara- 
metrischen Punkte abhängt. Es ergab sich z. B. (vergl. „Kegel- 
schn.“Art. 395.), dass das Problem, die Polarreciproke einer ge- 
gebenen Curve in Bezug auf den Kegelschnitt 
auszudrücken, mit dem andern identisch ist, die Enveloppe 
der Geraden 5| a:, -f" ?•.> ^'2 “K *;i *■, = 0 zu bestimmen. 
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wenn die 5, der Gleichung der gegebenen C'urve genügen; 
die Gleichung der veriiiiderlicheii Geraden enthält zwei 
variable Parameter ti't.i, welche durch die Glei- 

chung der gegebenen Curve mit einander verbunden sind. 

85. Die Gleichung der Curve T = 0 enthalte zuerst einen 
einzigen veränderlichen Parameter t. Wenn wir die den auf- 
einander folgenden Werthen t, des Parameters ent- 

sprechenden Curven durch T — 0 und 1\ — 0 repräsentieren, 
so geben diese Gleichungen oder das Paar T=(), 'J\ — T~i) 
die Coordinaten der Durchschnitispunkte der beiden aufeinan- 
der folgenden Curven. Wir haben 

'J\ = T+(l,T.(U-\ oder T, - T = ,l,T . dt 

und in der letzten Gleichung können, weil ilf unendlich klein 
ist, alle nach dem ersten folgenden Glieder rechts vernach- 
lässigt werden. Die Gleichungen T—O, tl,T=0 l>estimmeii 
somit eine vom Parameter t abhängige Gruppe von Punkten, 
und die Elimination von l zwischen diesen Gleichungen lie- 
fert daher die Gleichung des Ortes aller solcher Gruppen von 
Schnittpunkten aufeinander folgender Curven, d. h. die Glei- 
chung der Enveloppe. 

Es ist ein wichtiger besonderer Fall, wenn die Glei- 
chung den Parameter t rational enthält; wir können dann 
ohne Verlust an Allgemeinheit voraussetzen, dass T eine 
ganze und rationale Function von t sei, und das so eben be- 
schriebene Verfahren zur Bildung der Gleichung der Enve- 
loppe kommt überein mit dein zur Bildung der Discriminani^ 
von T als Function von t dienenden. Wenn also ... 

Functionen der Coordinaten sind und 

T «/"-}- nht"—^ + i ” (« — 1) 

so sind die Gleichungen der Enveloppe für die am häutigsten 
auftretenden b’älle « = 2, w = il, n = 4 respective (vergl. 
„Vorlesungen“ Art. 1.^4., 1.3G. , 138.) 

2) «c_/P = 0; .3) 4oc’-f-4h-'(l— Gahcf/— 3h’c* = 0; 

4) (ac — 41)rf-f-3c’)^ — 27 {ace-\-2bcd — n<P — h'‘c — c®)- = 0; 

wobei zur letzten dieser Gleichungen bemerkt sein mag, dass 
in ihrer entwickelten Form die Glieder mit e*’ und mit c*hd 
sich aufheben, so dass beider Bestimmung des Grades dieser 
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Ctleiehuiig in den Cwrdinaten ans den Graden, in welchen 
<liesell)en in n, h, . . . eiithaUen sind, die Onlnnng der En- 
velo|tpe niedriger erlialten werden kann, als der Grad eines 
jeden der beiden Tlieile der Gleichung. 

Wenn wir in 'T die (Koordinaten ennes l’unktes a',' ein- 
setzen, und die resultierende Gleichung 

a t“ -j- nb't"-' -j- • • ■ = 0 


für t auflö.sen, so erhalten wir offenbar n Lösungen, d. h. 
das System der durch 7’==0 n-präsentierten (Kurven ist von 
s(dcher Art, dass durch einen beliebig gewählten festen l’unkt 
n derselben hindnrchgefien, und es geht aus dem Entwickel- 
ten hervor, dass für einen in der Enveloppe liegenden festen 
Punkt zwei von die.sfm (Kurven zusammen fallen. 

Der Fall, wo T von einem jiarainetrischen Punkt ab- 
hiingt, ist auf den eben betrachteten zurilckführbar, wenn 
die parametrische Curve eine Gerade, ein Kegelschnitt oder 
irgend eine andere Unicursal- Curve ist; denn dann können 
nach Art. 44. die Coordinaten des parametrischen Punktes 
als rationale Functionen eines Parameters ausgedrückt werden. 


lloispiel 1. Man bettliuinic die Eiiveloiipe von nt" -j- c = 0 

mit «, i, c als beliebigen Functionen der Coordinaten. (Dieas letztere 
soll ITir a, b, . . . auch in allen folgenden Ileia]iielen vorausgesetzt 
sein.) Die Combination der Gleichung mit ihrem Diö'erential nach t 
giebt nat''~'' -f- pb = (n — h) -p nc = 0 ; durch Elimination von 
t erhalten wir 

± ;P’ (»I 6” = o, 

wo das Zeichen -{- für ungerade uml das Zidchen — für gerade w zu 
gebrauchen ist. 


lieispiel 2. Mau soll die Enveloppe von o cos"ü -p Biu"U =-c 
für 0 als den veränderlichen Parameter bestimmen. 

Wir haben dg T = — a co.s"~* 0 sin 0 -p t «in 0 cos 0 = 0, 


also 


tiUI0 


«in 


:l," ^ 008 0 = 6"-"* :/' (.«"- --ph“- V, 
0 = «("-* : / (a"-* -P 6"-"*) . 


Durch Substitution dieser W'erthe und uachfotgende lieduction erhalten 
wir die Gleichung der Enveloppe 

a s 

a* " -p 6* " = c^. 

Sslmon. Ciirvt.ii, 0 
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liisbi'BOiidere itt (vcrgl. „KtgelschniUe“ Art. .314.) die Rnvelüjjpe von 
a cos 04 -^' »i» 0 = c 

durch «’ -f gegeben. Umgekehrt kiiiin jede 'I'iuigenle der 

Ä(m-- Ij 

Curve x'" + y'“ = c"' in der Form r cos ö -f- 3 / «in ö ^ c 

t £ 

;iiisgedriickt werden mit x = ccoh'"6, y = csin’"0 als Coordinatcn 
des lieriihrnngspiiiikte.s. Dicss kann auch als Beispiel einer Knveloppe 
dargestellt werden, welche von einem parametrischen l’iinkt in einer 
Uüicursal-Uiirve abhängt. Denn wenn wir cos 0 = o, sin 0 « (i setzen, 
so sind «, ß die Coordinaten eines in dem Kreise o* + |J* = 1 liegen- 
den Punktes; und da der Kreis eine Curve vom (jeschlecht Null ist, 
so können diese Coordinaten in Function, eines l’aramoters rational 
ausgedrfiekt werden. So können wir, wenn t == cos 0 -f- ’ 0 wt, für 

u oder cos 0 setzen i (t + J ) und für ß oder sin 0 ebenso J ) 

und die Uleichung z. D. aa bß c wird 

(« — bi) l* — 2ct + (a + bi) =• 0 , 
als d(?ren Enveloppe sich wie vorher ergiebt 

(o -j- bi) (u — bi) = c’ d. h. a’ -J- h* = c’. 

Wenn die Einführung der imaginären Einheit vermieden werden soll, 
so setzt man Cm \ Q = t und drückt („Kegelschnitte“ Art. 314.) cos 0, 
sin 0 rational in Function von t aus. 

Beispiel 3. Sei die Curve 

(I cos 20 b sin 20 c cos0 -}• d siu0 -f- c = 0. 

Wir setzen l = cos0 1 sinO und erhalten 

"0'‘+ e'.)-'" 0*- + + !)-''* 0- + 

oder 

(a — bi) /' -f- (c — dij D + 2et’ + tc + dl) t + (a + bi) — 0. 
Wenn wir auf diese Form die oben gegebene Discrimiuaute der bi- 
quadratischen Uleichung mit Binomialcoetficienten auwenden, so er- 
halten wir 

+ > (c' +</»)+ J 

= 27{l(«»-f-ö*)c-f^(c»+d<)c- J a (c* -</•;- j c»J* , 

oder mit Beseitigung der Brüche 

{ 12 («» + h») - 3 (c’ -f <P) -f 4e*}’ 

= { 72 (n’+6») e+ 9 (e»-f d») e -- 27a (c* — d») — :,ibcd — 

wobei auzumi'rken nützlich ist, dass der entwickelte Ausdruck weder 
«* noch (f* + d’) e' enthält. 
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IJeiupiel 4. Man entwickle die Gleicliuiijf der Purallelcurve 
einen KexelscliiiittK, d. Ii. des Ortes der Kjid]iiiiikte von gleichen in den 
Morraalen des KegelsclinitU von ihren Kiissininkten ans ahgetragenen 
Stücken r. Wir hahen („Kegelschii.“ Art. :!42, 2.) diese t'nrve als den 
Ort des Mittelpunktes eines Kreises von constanteni Kudiiis hetrachtet, 
der den Kegelschnitt stets heriihrt, sie kann aber otl'enbar auch als 
die Enveloppe eines Kreises von constanteni Kadiiis hetrachtet werden, 
dessen Centrura den Kegelsclmitt heschreiht. Wir hahen dann die 
Enveloppe von 

(a- - uy -f (y _ (i,t _ _ 0 

zu bestiininen, wo der paranietrische Punkt a, ß den Kegelschnitt 
diirchlüiirt und weil der Kegelschnitt eine Uniciirsalciirve ist, so koinint 

diesa auf den disciitierten Kall zurück. Sei ' 4- = l der Kegel- 

schnitt und .setzen wir n cos U und /j sin 6 für a und ß, so erhalten wir aus 
o* (1* — "'na' — 2(Jy -f- + y* — 

den Ausdruck 

(a* — 6’) cos 20 — 4ax cosO — siu0 -j- 2 (x’ -)-<** + ^* — 2>"*i 

der in der allgemeineren Form des letzten IJeispiels mit inbegriffen 
ist. Von da aus erhalten wir ein Resultat, welches sich entwickelt 
mit dem a. a. O. gegebenen identisch erweist. 

8ü. Wir wollen den besomlerii Fall etwas iiälier unter- 
suchen, wo T in t algebraisch und vom ersten Grade in den 
(Joordinaten ist, so dass es gleich Null gesetzt eine gerade 
Linie darstellt, d. h. wir untersuchen die Envelojipe von 

« t* 11 h -j- • • • = 0 

für a, h, . . . als lineare Functionen der (Joordinaten. Daun 
ist die Enveloppe offenbar eine Curve n'" Classe, weil nach 
Art. 85. durch einen beliebigen Punkt w Tangenten derselben 
gehen; und die Ordnungszahl der Enveloppe ist 2 (m — 1), 
weil die Discriminante von ut"-\- ■ ■ ■ == ü vom Grade 2 (w — 1) 
in den Coefficienten a, h, . . . ist („V'orlesuugen“ Art. 02.), 
die ihrerseits die Coordinaten linear enthalten. Mau kann 
überdiess zwei andere Charaktere der Enveloppe leicht be- 
stimmen. Zuerst, sie hat im Allgemeinen keine Inffexions- 
punkte; denn in einem Inilexionspuukt fallen zwei auf einan- 
der folgende Tangenten zusammen, d. h. T=(J und d,T={i 
müssen dieselbe Gerade repräsentieren; diess aber, weil es 
die Uebereinstimmung von zwei Con.stanten erfordert, also 
zwei Bedingungen giebt, kann im Allgemeinen nicht durch 

ü* 
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die Wahl des einzigen verfügbaren l’aranieters / erreicht 
werden. 

Die Zaiil der Sjiitzen der Enveloppe ist .‘5 (« — '2). Die 
Sjiiize ist als tlie der Intlexiunstangente reeijiroke Singularität 
der Sehnittpnnkt von drei auf einander folgenden Tangenten ; 
für eine Spitze werden also die Gleichungen 
T=(), d,r=0, (l,^T=-0 
zugleich erfüllt sein, oder durch leichte Ifednction 

7 ’,, == — 2) (« — •+... = 0 , 
7’,j = + * + ■■■= 0, 

== c/*~- + (n — 2)f/<"— ■*-|-^(w — 2)(w — ;5) 0; 

wo 7',, , 7'|.,, 1\.^ die drei zweiten Differentiale der durch 
Einführung einer zweiten Variabein homogen gemachten 
Function 7’ sind. Wenn wir zwischen diesen Gleichunsren 
X und f/ eliminieren, welche linear in dieselben eingehen, 
so ist die resultierende Gleichung in I vom Grade 3 (n — 2) 
und erlaubt also ebenso viel Lösungen. In der 'J’hat, wenn 
wir T in die Form 

xU +yV zW 

setzen, in welcher V, V, W nur / und Constanten enthalten, 
so giebt die Determinante 

f'u, V,,, 1F„ 

^ tt > 12 = ** } 

I > ^13 I 13 

die den 15 {ii — 2) Spitzen entsprechenden Werthe von f. 

Die Bestimmung der Zahl der Doj)pelpunkte in der En- 
veloppe kommt auf die Bestimmung der Ordnung des Systems 
von Bedingungen hinaus, unter welchen T=0 zwei ver- 
schiedene Paare von gleichen Wurzeln hat '^), und das Pro- 
blem der Bestimmung der Anzahl von Doppeltangenten der 
Envelopj)o ist das von der Bestimmung der Ordnung des 
Sy-stems von Bedingungen, unter welchen T—0 für ver- 
schiedene Werthe von t dieselbe Gerade repräsentiert; oder 
mit andern Worten der Zahl von Arten, in welchen es mög- 
lich ist, ein l’aar Werthe /" von t so zu bestimmen, da.ss 
die V erhältni.ssgleichheit 

V ’ : V' : IF' = U" : V" : IF" 
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statlfiiidet. Es ist alier nicht iiiUliig, die Untersucliuiig dieser 
I’robleiue hier zu gelieii, weil wir durcli die l’lücker’sclieii 
tileichuiigeii aus den schon getuiideuen ('hiiniktereii d und r 
hestiiumeii köiiiion; mit 2 (« — 1) und n für u und v und 
mit 1 = 0 tindeii wir 

X = :> (« — 2), d — 2 (n —2) (» — 3), r = ^ (n — 1) (« — 2). 

87. Wir hctriichteii jiiui den Kall, in weichem die (ilci- 
chung Parameter enthält, die durch {k — 1) (Jleichuiigen 
mit einander verhuiideii sind. Um tlie Ideen zu fixieren, 
nehmen wir an, da.ss die Gleichung U — 0 die durch zwei 
Gleichungen F = O, VF = 0 verbundenen Parameter n, ß, y 
enthalte. Wir können dann ß, y als Kunctionen von « be- 
trachten, die durch die beiden Gleichungen F = 0, VF = 0 
bestimmt sind. Das Verfahren zur Pestimmung der Envelojuie 
in seiner ursprliiiglichen. Korm besteht dann in der Elimi- 
nation von a zwischen den gegegebenen Gleichungen und 

an au aß , <iu ay _ ^ 

a« aß aa ' dy da 

Es sind darin Functionen von n, die aus 

av .avdß av dy _ , 

da ' dß da ' dy da ’ 

dH' . dW dß . dH' dy .. 

da ' dß da ' dy da 

bestimmt sind. Diese drei Gleichungen liefern 


dU 

dU 

dU 

da ’ 

dß > 

dy 

dV 

dV 

dV 

da ’ 

dß > 

dy 

dW 

d\n 

dW 

da ’ 

dß > 

dy 


und das Endresultat wird durch Elimination von ct, ß, y 
zwischen ü = 0, F = 0, VF = 0, V = ** erhalten. .\ber 
V = 0 ist offenbar auch das Resultat der Elimination von 
A, fi zwischen den Gleichungen 
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dU , , dV , dW „ 


da 

dir 


I 1 I 

dß + ^ dß + 


= 0 . 


0 ; 


dn 

dW 
dß 

dU-, , dV dW 

dy '' dy ^ dy 

■SO flnss tlius Resultat aucli durcli die Elimination von ec, ß, 
y, k, fl zwischen diesen letzten drej Gleichungen und den 
ursprünglich gegebenen erhalten werden kann. Diess ist die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoreii , auf welche in 
Art. 84. hingedeutet ist. 

RS. Von Wichtigkeit ist der Fall, wo II in (Ic -|- 1) Pa- 
rametern homogen ist, welche durch {k — 1) homogene 
Gleichungen verbunden sind. Er ist in Wahrheit mit dem 
Vorigen gleichbedeutend, weil die (A‘ + 1) Parameter durch 
die Verhältnisse ersetzt werden können, welche k von ihnen 
mit dem (Je 1)''’" bilden. Aber es ist symmetrischer, die 
.sämmtlicheu (k -|- 1) Gleichungen zu benutzen, welche die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoreii liefert, _und die in 
Folge des Satzes von den homogenen Functionen durch eine 
Relation verbunden sind, die sie auf k Gleichungen reduciert. 
Ist also z. B. ü in «, ß, y, den Coordinaten des parametri- 
schen Punktes in der Curve K = 0, homogen, so giebt die 
Methode der unbestimmten Multiplicatoreii zu den beiden 
Origiualgleichungen die drei neuen 


dV^ , 


’ dß ^ dß 


0, 4- ;i ^ = 0. 

' dy ' dy 


da ‘ da ‘ 

.Aber die letzten drei sind zweien Gleichungen äquivalent, 
weil sie mit n, ß, y respective multipliciert die Gleichung 
mlJ knV = () hervorbriugen, die aus den Gleichungen 
U =0, V = 0 hervorgeht. Wir haben somit vier Glei- 
chungen, aus welchen wir in Folge ihrer Homogeneität die 
vier Grössen a, ß, y, k eliminieren und so die Gleichung 
der Eiiveloppe bilden können. 

lioi»picl. Die Knvcloppc von 

V ^ {A «)"‘ + (II ßV" -F (Cy)"‘ = 0 

»oll unter der Voraussetzung bestimmt werden, dass a, ß, y durch 
diu Kelation 

(a«r -Hey)" = 0 

verbunden sind. 
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Die Methode der unbeBliinmten Multiplicatorcii flieht 

m.r* + Inn" = o, mH"' ß“'-' + X ,ib’ ß'^ 

' + Xne" y"-' = 0; 

nmii erhiilt aleo mit ^ — u'"“* 

m 


und durch Suhstitution in U die Gleichunf; der Knveloppe 


G)"+ ©“■+ & 


89. (.'ayley hat den Fall einer (Jurve U — 0 be- 
frachtet, deren Gleichung zwei oder mehrere unabhängige 
Parameter enthält. Sind z. B. «, |J die beiden Parameter, so 
erhalten wir aus den Gleichungen 


f = f =0 


durch Elimination von a, ß die Gleichung der Enveloppe. 
Wir bemerken aljcr, d&ss wir aus denselben Gleichungen die 
Coordinaten x, y eliminieren können und dass dieselben also 
eine Relation zwischen den Parametern g> (a, ß) — 0 implicite 
enthalten. Diess bestimmt in dem zweifachen System von 
Curven U = 0 ein einfaches System, für welches die Para- 
meter dieser Bedingungsgleichung genügen. Wenn wir irgend 
eine Curve des zweifachen Systems und die nächstfolgende, 
den Nachbarwerthen « -|- (/re, ß -f- <lß der Parameter ent- 
sprechende Curve betrachten, so schneiden sich beide in einer 
Gruppe von Punkten, welche im Allgemeinen von dem Ver- 
hältuiss (iß (Ire der Wachsthümer der Parameter abhängig 
sind; gehört aber die Curve zu dem einfachen System, so ist 
die Gruppe dieser Punkte von ■dem fraglichen Verhältniss 
unabhängig. Die Coordinaten der Schnittpunkte genügen 
den Gleichungen 


^ ’ da ’ dß 


und also auch der Gleichung 
rr I 'G; , 


für jeden Werth des Verhältnisses d ß : d re. So erkennen wir. 
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dass eint' (’iirve dt's eiiirafliun iSyslmiis durtli jede l'olgciide 
Ciirve des d<i|i[ielteii Systems in der iiämliclieii (jru|t[ie von 
1‘iiiikteii gesdiiiitten wird und dass' iler Ort dieser l’unkte die 
Envclo|i|>e liefert. In ileni Fall eines einfaelven [’aranieters 
ist die Enveloppe der Ort einer Oriip|)e von l’nnkten in jeder 
(\irve des Systems und mag als eine allgemeine Enveloiipe 
hezeiclinet w'crden; im Fall zweier Parameter ist die Envc- 
lo|i|ie der Ort einer (irujipc von Punkten, die nicht in jeder 
( ’iirve des Systems, sondern nur in den Curven des einfadien 
Systems li(-gen, für welches die Parameter der Oleidiung 
rp (f(, ß) — 0 genügen und sie mag eine specielle Eiivdopjie 
heissen. Die nämlidie 'l’heoric ist auf den Fall einer belie- 
bigen Zahl von Parametern anwendbar und es giebt immer 
ein resultierendes einfaches System von Curven. 

OO. Kociprocal-Curven. Es sei verlangt, die Enve- 
loppe einer Geraden 

-^1 + •'^3 — ** 

ZU bestimmou, wenn die durch eine Kdation 2.' = 0 ver- 
bunden sind, mit andern Worten, ans der Gleichung 2,’ = tt 
einer Curve in Liniencoordiiiaten zu ihrer Gleichung in Punkt- 
coordimiten liberzugdien. Die Methode des Art. 88. zeigt, 
dass wir von den Gleichungen 

2 ' = 0 , I , a :, +-.=0 
durch Conibination derselben mit 


-f Ai-, ='0 


+ = 0 , - j - ^^'3 


0 


Elimination von 5i > Sj, 5;i> ^ zwischen diesen 


ifS 

<4. 

und durch 
Gleichungen ilas Itesultat erhalten. 

Die liösiing des reciproken IVoblems, von rler Gleichung 
der Curve in Punktcoordinaten iS’ = () zur (Jleichung in Li- 
niencoordinaten überzugehen, hängt von einer ganz analogen 
Elimination ab, nämlich von der F]liniination von a-, , Xj 
und A zwischen S — 0, I, ;tj -j- j-., = 0 und 

+ 'S. - «. Z + '«■' - "■ Z + - “• 

man gelangt zu diesem System von Gleichungen auch un- 
mittelbar aus der Betrachtiuig, dass die Identität der Geraden 
?, i;, 4* • • = mit der Tangente der Curve iiü Punkte j-, 
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nach iler wohlbekanuloii h’onii <lfr Gleichung der Tangente 
(Art. ()1.) die l’rip|K>rtionalitiit der zu den rehpe'ctive 

erfordert. Wir liahen (Art. K4. und „Kegelschnitte" Art. 395.) 
aucli cTwiihnt, da.s.s da.s l’rohleni, von der (ileiehiing einer 
Curvc in Punktcoordinaten zur Gleichung derselben in Linien- 
coordinaten iiberzngchen , mit «lein Problem überein.stimmt, 
die Gleichung der h’ecijirokalcurve derselben in Bezug auf 
== 0 zu bilden. 


|jei»|iiel. LUo (ileicliunj' von 

(«I X|)'* + («, .Cj) ' -{■ (<'3 iTj) " =” 0 

m 1/iiiicncourUinaten iiliziileiteii. Wir h<il>en in ilicBcni Falle 


(a,a:,r-' + 1 = U. («, x, )''■ ■* + 




(«3 X,)" 


alfo 


4. ^ 


O , 


(ltr'+ (.1:)'"-' 

91. Die .sr» eben angezeigte Methode zur Aufstellung der 
Gleichung der Keciprokalcurve ist in der Pra.xis zumeist nicht 
die zwcckmiissigste; die folgende scheint in der Mehrzahl der 
h'älle ihr vorzuziehen. Sei die Gleichung der Curve in der 
Form 

it('> -f- «<*■'• X, -j- m'*— x/ + • • • = 0 
gegeben, so können wir x.^ mittelst der Gleichung 


|| X, + X, + X 3 = 0 

eliminieren und erhalten 


x/««"'— X.,— ‘(g,x;,+gjX./j(t<"-'>+X3’-'''(5,x,+|.,.t.^)^d— -'1 =0, 

eine in den Veränderlichen x, , x.^ homogene Gleichung; die 
gleich Null gesetzte Discriminante dieser Gleichung als einer 
binären Form giebt die Gleichung der Ueciprokalcurve, mit 
dem Factor Xj“!""'* multi[)liciert. 

So erhält man z. B. für die Gleichung 

X,® + x.^* + x' 3 ^ -|- 6 m Xj Xj X 3 = 0 
durch Elimination von X 3 zunächst 
(|,x,+|jX.J3 + 6wx,x.^i,'^(|,x, + g,x.,)- 
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oder 

?,^-|.3 5x„:r,r = 0«), 
deren Discriniiiiante durch l,“ dividiert die Oleichuiif' der 
KeciprokHlcurve oder die Gleichung der Curve in Liniencoor- 
dinaten liefert : 

W' + 4- 1/ - (2 + 32 «c<) (?,’ 1,=» + I 33 1.» + 5,» I,«) 

- 24 m’ I, (S,» + 5v'+S,’) -(24m + 48m')g,’|,’|,’ = 0. 

Auf demselben Wege können die Liniencoordinaten - Glei- 
chungen der durch die allgeineine Gleichung in Punktcoor- 
dinaten dargestelltcn Curven dritter und vierter Ordnung ge- 
bildet werden, die wir später niittheilen. 

02. Ein Hauptvorzug der zuletzt gegebenen Methode be- 
steht darin, dass sie uns gestattet, die Gleichung der Reci- 
prokalcurve in der symbolischen Form darzustellen, welche 
in der XI. der „Vorlesungen“ erklärt ist. Wenn die ter- 
näre Form durch Elimination von x., , mittelst der Gleichung 
I, X| = 0 auf eine binäre reduciert i.st, so gelten für 

die Differentiale der liinäreu Form nach x, und Xj die 
Regeln 

<l tl I, (i <l il 4 , fi 

dj'f (/jr, {3 (i.i'j ’ </j‘, ilXf I3 d.r. 

Wenn wir aber diese Regeln auf das Symbol (12) anwenden, 
durch welches 

,l . d d rf 

dx,(n flxjl*) dxf(>> 

repräsentiert wird, so wird diess in 

1 I j. /(i d _ d_ '1 ) 

übergeführt; oder das auf die binäre Form angewandte Sym- 
1 k) 1 weicht nur durch den Factor von dem auf die ternäre 
Form angewendeten Contravarianten Symbol (|, 12) ab. 

*) Wir brauchen die Bezeichnung («, i», . . . J a;, j/)" für die Viiniire 
form mit Binomiiilcoefficicnten 

ax" -f- y -f- 4 « (»1 — 1) ex"”’ !/’-!- ••• 

und behalten die andere {a, b, . . . \ x, y)" für die ohne Binomialcoef- 
Kcienten gesrhriebene Form. (Vergl. „Vorlesungen“ Art. 61 .) 
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Wenn alsoeineGerade X|-j- * = 0 eineCurve 
so schneidet, dass die Schnittpunkte einer inva- 
rianten Relation von bekannter Symbolforni ge- 
nügen, so kann die Gleichung ilirer Enveloppe in 
Liiiiencoordinatcn in derselben Form sofort ange- 
geben werden. Es ist z. II. die Discrimüiante einer bi- 
nären cubischen Form bekanntlich (12)’ (.34)’ (13) (24); wenn 
also eine gerade Linie x, + • • = 0 eine Curve dritter 
Ordnung in drei Punkten von verschwindender Discriniinante * 
schneidet, d. li. wenn sie die Curve berührt, so müssen wir 
haben 

(I, 12)’ (I, 34)’ (5, 13) (6, 24) = 0. 

Eireuso ist die Discriminante einer binären biquadratischeu 
Form bekanntlich = 27 T’ für S und T als zwei Invarian- 
ten, deren symbolische Formen res|>ective 
(12)‘ und (12)’ (23)’ (31)’ 

sind. Es folgt daraus sofort, dass die Gleichung der Reci- 
prokalcurve einer Curve vierter Ordnung durch S’ = 27 T’ 
dargestellt wird, wenn S für (l, 12)' und T für 
(S, 12)’ (g, 23)’ (g, 31)’ 

gesetzt wird; so dass S = 0 eine Curve vierter Classe dar- 
stellt, die die Enveloppe von Geraden ist, welche die Curve 
vierter Ordnung in Punkten schneiden, für die die Invariante 
S verschwindet (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 340.), und T = 0 
eine Curve sechster Classe, die Enveloppe von Geraden, die 
die Curve in vier harmonischen Punkten schneiden und für 
die daher die Invariante T verschwindet. 

9,3. Wir gaben in Art. 78. eine Methode zur Bildung 
der Gleichung der Tangenten , die von einem gegelwnen 
Punkte X,' an eine Curve gehen; wenn wir in Besitz der 
Gleichung der Reciprokalcurve oder der Gleichung der- 
selben in Liniencoordinaten sind , so ist jenes Problem in der 
That gelöst, weil nur erfordert wird, in dieselbe für die g, 
die Xj Xk — Xic x/ zu substituieren , um die Bedingung zu er- 
halten, unter welcher die Verbindungslinie der Punkte x,, x/ 
die Curve berührt, eine Bedingung, welcher offenbar durch 
die in den Tangenten der Curve von x/ aus liegenden Punkte 
genügt wird. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 326.) 
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94. Damit erliiiUi'ii wir sofort einen zu dem Satze deä 
rt. 9i!. ainilofji'ii Satz , naeli welelteni wir aus derGlei- 

ehung der (,'urve in Linieneuordinaten die Glei- 
eliung des Ortes eine.s Punktes symbolisch bilden 
können, für welchen das System der von ihm aus- 
gehenden 'l'angenten der Gurve einer gegebenen 
invarianten h’clatiun genügt. Setzen wir .r, = 0 in 
der Gleic-hung des Tangentenl)üscliels, so entstellt die Glei- 
* chuiig eines vom Kundanientaljmnkt x, — — 0 ausgehen- 

den zu jenem für = 0 als .\xe jiurspectivischen Büschels, 
welches dei’selben invarianten Helatiun genügt. Aus der so 
eben zur Bildung der Gleichung des Tangeiitenbüschels ge- 
gebenen Methode folgt aber 

fi » (I , d d , d I , d 

<ix, == ~ ' >lx, == “ ■''■I di, + dl > 

also wie oljen 

d_ d d ^ /d d _ d d \ 

(te,in dx/U \ ^'1 rfJjdJ/ 

I , (d d d d \ i . ■ ’ j, 

'■ v7|,in di,w dlii\ 1 / "r dS,<-' ~ rfi,"*»/ / ’ 

so dass wir die Kegel erhalten, es sei für jeden Factor (12) 
in dem invarianten Symbol, welchem das 'i'aiigentenbüschel 
entsprechen soll, (Xj' 12) zu substituieren und mit dem so 
entstehenden Symbol an der Gleichung der Curve in Linien- 
eoordinaten zu operieren. 

95. Wenn die Gleichung einer Curve in l’olarcoordiuaten 
gegeben ist, so kann die Gleichung ihrer rcciproken Polare 
in Bezug auf einen Kreis mit dem Pol als Ontrum direct 
gefunden w’erden. Wenn wir auf dem Kadius vector OP ein 
Stück OP' abtragen, das dem nächstfolgenden Radius vector 
OQ gleich ist, so ist PP' = dg, P'Q — gdto, 

tan 

uml p sin OP(^ die liänge der Normale auf die Tangente. 
Ist die Gleichung der Curve z. B. g'“ — a”‘ coa w a , so er- 
halten wir durch das iogarithmisebe Dilferential 

— = — tan in a da , = — cot m a , 

e ’ dp 

und wenn ö der spitze VV'inkel ist, den der Radius vector 
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mit der Tangente macht, so winl 0 =. 1)0'* — ma und die 

Normale zur Tangente q sin 0 = p cos mto. Der Winkel 

zwischen der Normale und dem Ihidius vector ist = iiia und 
derjenige zwischen der Normalen und der (ieraden, von wel- 
cher aus w gemessen wird, ist = (»« -f- T) ta. Aber der 

Radius vcctor der reciproken (’urve ist der Reciproke der 

Normale zur Tangente, die (ileichimg der recij)roken Curve 
ist somit auch von der hVirm 

(i‘" = n'" cos ma , 

nur dass der neue Werth von »i yleich ist. Diese 

” I« -j- 1 

(Jurvenlamilie schliesst verschiedene be.sonders wichtige For- 
men in sich: Für 7ii — 1 den Kreis, für m — — 1 die gerade 
Linie, für m = 2 die gewöhnliche Leiuniscate, für m — — 2 
die gleichseitige Hyperbel, für m = ^ die Cardioide, für 
w = — .J die l’arabel, etc. 

JKi. Berührung zwischen zwei Durven. In Art. 
90. bemerkten wir, (hass das l’roblem von der Bildung 
der Gleichung der Reciprokalcurve mit dem andern Pro- 
blem ilbereinstimmt , die Bedingung aufzustellen , unter 
welcher eine gerade Linie die gegebene Curve berührt, 
weil beide gelöst werden, indem man die Enveloppe von 
I, a:, -f- ■ • = 0 bestimmt, für die als der Gleichung der 
Curve genügende Parameter. Allgemeiner ist das Problem, 
die Bedingungen zu bilden , unter denen zwei Curven U = 0, 
V = 0 sich berühren , identisch mit dem andern Problem, 
die Enveloppe der einen Curve zu bestimmen, unter der 
Voraussetzung, dass die Coordinaten als veränderliche Para- 
meter betrachtet werden , die .auch der Gleichung der andern 
Curve genügen. Denn wenn die beiden Curven sich berühren, 
so genügen die Coordinaten Xi des Berührungspunktes den 
Gleichungen von beiden und da auch ihre entsprechenden 
Tangenten dieselben sind, so. sind die Ditferentialquotienten 
von V in diesem Punkte resj)ective j)roportional denen von V. 
Die Bedingung wird somit gefunden , indem man Xf, x^, k 
zwischen U = 0, F == 0 und 

dU _ .dV ,lU . <i K ,W _ .dy 

dx, ilx, ’ (Lr^ dxf ’ dx, dx, 
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diiiiim'ert; man hat also wesentlich die in Art. 88. zur Lö- 
suiif» des Problems der Knveloppe gegebenen Gleichungen, 

97. Wenn die Ordnungen derCurven l! = 0 und F =*= 0 
respective p und p' sind, so kann der Grad bestimmt werden, 
in welchem die Coefficienten der Gleichung jeder Gurvi*, 
sagen wir V — 0, in die Bedingung der Berührung eingeheu. 
Seien die Coefficienten in V durch a, h', r,... bezeichnet 
und sei W = 0 eine andere Curve von derselben Ordnung 
mit den entsprechenden Coefficienten a", h", r", . . ., .so er- 
iialten wir durch Substitution von «' -f- len", . . . für n,... 
in die Bedingung der Berührung die Bedingung, unter wel- 
cher die Curve V-{-kW=() die Curve f/ = U berührt; 
dieselbe enthält natürlich k in demselben Grade, in welchem 
tlie Coefficienten von V in die Bedingung der Berülirung 
eingehen. Dieser letztere Grad wird somit durch die Zahl 
der Curven V k TF == 0 ausgedrückt, welche die Curve 
// = ü berühren. Der Berührungspunkt muss dann wie ver- 
lier den Bedingungen 

v, + kw, = w„ v, + k}v, = ki/,, F, + kiy,=^uf, 

genügen, aus denen durch Eliniinatiuii von k und k 





u,. 


IF, 

U,, 

y,, 

H's 



0 


hervorgeht. Die Durchschnittspunkte der Curve V = 0 mit 
(J = 0 sind diejenigen Punkte in U = 0, in welchen diese 
Curve von einer Curve des BUschels V kW = berührt 
werden. Weil die Grade von Ui, F,-, IF,- respective p — 1, 
p' — 1, p' — 1 sind, so ist der Grad von ^ gleich (p-(-2p' — 3) 
und die Zahl jener Durchschuittspunkte p (p -f* 2p' — 3). 
Diess ist somit auch der Grad, in welchem die Coefficienten 
von V in die Bedingimg der Berührung eingehen; und in 
analoger Art ergiebt sich, dass dieselbe die Coefficienten von 
U im Grade p' (p' -j- 2p 3) enthält. Für p' = 1’ finden 
wir das schon bekannte Kesultat wieder, dass die Bedingung, 
unter welcher die Gerade x, + • • = 0 eine Curve der 
Ordnung p berührt, die Grössen hn Grade p (p — 1) und 
die Coefficienten der Gleichung der (!urve im Grade 2(p — 1) 
enthält. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 348.) 
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Wenn die Curve / 0 einen Doppelpunkt hat, so folgt, weil 
Uf—0, 1/^=0, f/j = 0 durch diesen Punkt gehenund, fulls 
derselbe insbesondere eine Spitze ist, auch dieselbe Tangente 
mit U=0 haben, dass diess Alles auch für \7=0 gilt; wir 
sehen damit, dass der Drad der Bedingung der Berührung 
in den ( ’oefficienten von V für jeden Doppelpunkt um zwei 
und für jede Spitze von II = Ü um drei Einheiten vermindert 
werden muss; dieser Grad ist somit 

fl (ft -j- 'Jft' — 3) — 2d — :}k oder n -j- 2fi (fi — I). 

98. Dieselben Besultato können noch in anderer Weise 
begründet werden. Denken wir eine beliebige Gerade 
5| a;, -)-•• = 0 und setzen wir die Determinante 

I. 

V = u, u, u, 

V. y. V, 

gleich Null, so repräsentiert diese Gleichung den Ort eines 
Punktes, für welchen die Polaren in Bezug auf die Curven 
U = 0 und K = 0 sich auf der angenommenen Geraden 
schneiden. In einem zu U = 0 und F = 0 gemeinschaft- 
lichen Punkte sind die Polaren die bezüglichen Tangenten 
und es giebt daher offenbar nur zwei Fälle, in welchen ein 
zu U — 0 und K = 0 gemeinsamer Punkt auch in y = 0 
liegen kann, nämlich den einen, in welchem die angenom- 
mene Gerade einen jener Durchschnitt-spunkte von U = 0 und 

V == 0 enthält, und den andern, wo U = Q und F=0 
einander berühren. Wenn wir also zwischen V~ **> f7=0, 

V = 0 eliminieren, so enthält die Resultante als Factoren 

die Bedingung, unter welcher 5| -j- • • = 0 durch einen 

Durclnschnittspunkt von U==0, V—0 geht, und die Bedingung, 
unter welcher dieselben sich berühren. In die Resultante 
von drei Gleichungen treten nun die Goefficienteu einer jeden 
in einem dem Product der Grade der beiden andern gleichen 
Grade ein; es ist somit, weil y, U, V respective von den 
Graden ft ft — 2, ft, ft sind, die Resultante vom Grade 
fl fl in den , vom Grade 

fifi -f ft' (ft fl' - 2 ) = ft' (2 fl + ft' — 2 ) 

in den (’oefticienten von U, und vom Grade ft (2ft' fi — 2) 
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in (len (Joeffieientfii von V. Ebenso simi «lie ({rmlo der Ke- 
sultante von I, j", -j- • • — 0, f^=0, l’ = n in ilcn verscliie- 
•lenen Oieflicicnten resjtective fi' um] ft. Die Snbtradion 
•iieser Zaliien von (len vorliergeiiemlen liefeH wie voriu'r die 
(irade der IbMliiiRung der IJernhriiiig in den ( 'oeffieitniten 
von f" imd K resjtective gleicli fi' (2 ft -}- ft’ — .’5) und 
fl (2 ft' fl — 3 ). 

yy. Evoluten. Xach deu ausscliiittsslieli jtrüjeetivisclien 
Sätzen, die wir bislu-r mitgetlieilt haben, wollen wir die Unter- 
suchung einiger Aut'gaben anschliesscn, die zur ( 'la.sse der metri- 
schen (Art. 1.) gehören. Die lieziehuug der Itechtwinkligkeit ge- 
hört zu diesen, weil (^vergl. ,,Kegelschu.“ Art. 410. u. a.) zwei 
zu einander rechtwinklige Uerade als Linien betrachtet wer- 
den müssen, deren Richtungen mit den nicht reellen Kreis- 
(tunkteu im Unendlichen eine harmonische Griijjpe bilden. 
Einige wichtige Källe von Envelojipen, welche die Relation 
der Rechtwinkligkeit voraussetzen, sind hier nicht auszu- 
•schliesseu und es ist zu bemerken, dass die bezüglichen Sätze 
projectivisch werden, wenn wir für die Kreisjmnkte im Un- 
endlichen zwei beliebig gewäblk* I’unkte i, .7 und statt zu 
einander rechtwinkliger Geraden solche setzen, welche von 
diesen harmonisch getrennt werden. 

Eine der wichtigsten und die am frühesten untersuchte 
Classe von Enveloj)pen bilden die Evoluten der Uurven. Die 
Evolute einer Curve ist („Kegelschnitte“ Art. 2öG.) als 
Ort der Krümmungscentra der Curve definiert worden, sie 
kann aber auch als die Enveloppe all(>r Normalen der 
Curve aufgelasst werden. Denn der Krümmuugskreis ist 
der durch drei aufeinander folgende I’unkte der Curve gehende 
Kreis und sein Centrum also der Schnittj)unkt der in den 
.Mittel j)unkten der Seiten des von ihm gebildeten Dreiecks auf 
ihnen errichteten Perpendikel, das Krümmungscentrum ist 
also auch, weil die Verbindungslinien des ersttm und zweiten 
und des zweiten und dritten Punktes zwei auf einander fol- 
gende Tangenten sind, der .Schnittjiunkt von zwei auf einan- 
der folgenden Noriualen und sein Ort muss also die Enve- 
loj)j>e aller Normalen sein. 

j*? 1/1 

lieisjdel 1. Die Kvolute von -|- — I zu linden. Die 
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Normul«“ int („Kegclsclinitto“ Art. ISO.) “-f — = c’, odor für 

X y 

X — a cos <p, y = b aia cp — — — ’•— = c’, eim* Oloichuiig vou 

cos «p sin I}) ^ “ 

der im Iteisp. '*. des Art. S.'i. Iietracliti-li-n (dasse, deren Kuveloppe 
daher diirgestellt winl diiri.“b 

«5 -j- h3 yi = fl. 

Beispiel 2. Die Normale der Barahel ist („Kegelsclinitte“ 
Art. 22J.) 

P (y — y) + ^y' {3: — X) = 0 oder 2y'» + (jj« — 2jjx) i/' — = O, 

eine Gleichung von der im Beisp. I. des Art. 85. betrachteten Classe, 
deren Kiiveloppe für y als Parafneter ist 

2 (p - 2x)> + 27py‘ •=(>. 

Beispiel 3. Berechne die Evolute der semieuhischen Parabel 
py* = x\ Die Gleichung der Normale ist 

3x'» (y — y) -f- 2py’ (a: — x) — 0 

und die Substitution des Werthes von y’ nach der Gleichung der 
Curve giebt für x’ = t und Division mit x'i die Gleichung 
3/< + 2pD — 3pjyt — 2px == 0, 
deren Knveloppe ist 

7 *><> 

p (p — 18x)> = (54px + -7- y» 4- p«)s. 

Ib 


Beispiel 4 . Man bestimme die Evolute der cubisclien Piu'abel 
p«y = aJ. Die Gleichung der Normale ist 

(y — y) + p’ (x — x') = 0 oder 3x'» — 3p»yx'* +p‘x' — p'x = 0. 
Die Enveloppe vou 


nt‘ + 10 dt» -f 6 et + /■ = 0 

ist aber 

(c/’-12d»e)» + 128 (2 c»-3d/-)(ae»- ade/-- 9d») = 0 ; 
also im vorliegenden Falle 

~ ilö J'*) + rS (tp* - 1 (i - 1 - 4w y') = ”• 


Beispiel 5. Man soll die Evolute der Cissoide (x»-f-y»)x=ay» 
berechnen. DieCissoide ist eine Curve vom GeschlechtNull und wenn man 
ihre Gleichung in der Form (o — x) y» = x» schreibt, so erhellt, dass die 

Werthe x = J/= genügen. Die Gleichung der 

Tangente im fraglichen Punkt findet man 28»y — 30»x -f- a — x = 0 
uml dalier die der Normale 


2 e»x + (1 + 3 e») y =. 

oder 

2 e'x 4- 3 0»y — 2 0»a 4- 0y — a =. 0. 

Die Dfscriminantc dieser Gleichung cnthiUt den Factor (x 4- ln)’ + y» 

SAlmoDy Höhere ('urven. ^ 7 
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mid der librig bleibende Factor giebt die Gleichung der Evolute in 
der Form 

32 5J2 

y' + Y"*y*+ n’a; = 0. 

Beispiel G. Die Kvoliite von .tJ - f- 1/^ bestimmen, 

Kür jeden I’uiikt dieser Curve können wir schreiben (verf?l. Art. 85., 
lleisi>. 2.) 

X = a cos’ijp , y' = a sin’<jp ; 

die Tantrente in diesem l’mikfc ist -I — - — n und die Xor- 

cos <f sin cp 

male also x cos cp — y sin cp = a cos 2 cp oder 

(.r -f- y) (COS9 — sin^j) + (x — ;/) (cosip + sinip) = 2n (cos’<p — siii’ip), 
oder 

-V— 4 . - y__ = 2i a 

sin l<j) -j- ■tö“; ' cos (cp 46") ’ 

deren Knveloppe nach Art. 85. , 2. durch 

[x + j/)5 + (x — y)\ = 2a? 

aiis"edrückt wird. 

100. Die folgemle Untersuchung führt zu ilcu in <lcr 
Diflercntialrechnung üblichen Ausdrücken für die Coor- 
diimten des Krümmungsuiittelpunktes und den Radius der 
Krümmung — natürlich rectangulure (Wtesische Coordi- 
naten vorausgesetzt. Sind u und ß die (Joordinateu eines 
l’unktes der Tangente, x,y die des bezüglichen Berühruugs- 
jiunktes, so ist die Gleichung der Tangente 


ß — y 


(ly , 
cl x 


x), 


wo oder, wie wir es abkürzen wollen, p aus der Gleichung 


der Curve zu bestimmen i.st; denn die Tangente geht durch 
den Punkt .r, y und macht mit der Axe der x einen Winkel 
von der trigonometrischen Tangente p (Art. 48.). Die Nor- 
male als das durch den Punkt x, y zu dieser Geraden gehende 
Perjiendikel hat die Gleichung 

(ß _ x) -f p {ß — y) = 0. 1 ) 

Die Enveloppe dieser Geraden mit dem Parameter x und dem 
durch X mittelst der Gleichung der Curve ausgedrückten y ist 
zu finden. Die Differentiation nach x und die dabei brauch- 
bare Abkürzung = q zeigt, dass der Berührungspunkt 

der Geraden mit ihrer Enveloppe durch Combination mit ihrem 
Differential 
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-1-1)*+ (|3- */)(/ = 0 2) 

gefunden wird. Aus diesen beiden Gleichungen finden wir 
durch Auflösung die Wertlie 


« — X = 


— p (I + p») 


1 4- n» 

y = — ^ - » 

J q > 


und den Krümmungsradius 

E = /{(a - xy + iß- t/)*} = 

Die für den Durchschnittspuiikt der benachbarten Normalen 
gefundenen Werthe ergeben sich für denselben Punkt, wenn 
man ihn als KrOmmungsmittelpunkt betrachtet. Ist dann 


(x — «)* + (y — ßy = E- 


die Gleichung des Kreises, so giebt die zweimalige Differentiation 
(x-a) + {y-ß)'l^ = 0, 


^ + (2) + ~ dx' = 

Wenn aber der Kreis die f'urve osculiert, .so haben (Art. 49.) 
im Berührungsj)unkte ^ und dieselben Werthe; wir kön- 
nen daher in diesen Gleichungen für die Dilferentialquotien- 
ten die aus der Gleichung der Curve erhaltenen j) und y sub- 
stituieren und finden sie dann mit den aus der andern Auf- 
fassung hervorgehenden Gleichungen 1) und 2) identisch. 

101. Weil y sehr selten als Function von x e.vplicite 
gegeben ist, vielmehr beide in einer Gleichmig U —0 ver- 
bunden erscheinen, so ist es nothwendig für diese Ausdrücke 
in p und <j solche in den Differentialen von V zu bilden; 
setzen wir wie vorher schon 


dm 

dx* 


(//• 
d 1 / 


,r+'A, 

t'... 


,PU 
dx dy 


u„ 


so wird, weil in der Gleichung der Tangente f/, und f/j die 
Coefficienten von x und y sind, die Gleichung der Normale 
U, (« - X) - U, (ß - y) = 0, 1) 

also durch Differentiation 


{r,, + r,, 3 (« - X) - (r„ + ;2:) iß - y) 


i\ + r, 


<ty 

dx 


0; 
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aus der Gleichung der Curve folgt F, -|- ^2 
durch Substitution für 

d.r 


{U, IJ,, - V, l\,) ia-x)- (r, r,, - U, u„) iß - y) 

+ rv + r,= = 0 . 2 ) 

Die Auflösung der Gleichungen 1) und 2) giebt 



- t/„ hv - 2 f/„ t;, u, + u„u^ ' 

P V- o„u>- 2 r/„ rr, r, + u,* 

und somit 

7 ?_ __±GV + fV)i__ 


102. Durch Einfiihning der Lineareinheit e oder Ueber- 
gang zur homogenen Gleichungsform können diese Ausdrücke 
in mehr symmetrische Formen gebracht werden. Denn das 
Theorem von den homogenen Functionen giebt 

(n - 1) C7, = 17,, X -f rr^.J y -f- fr,, z, 

in — 1 ) Uj == f7„ X -f f7jj y 4 - f 7 j 3 0 , 

(« — 1) a; + y+ 

also auch 

in-l)iU^U,-U,,U,) 

= f/22 - IW) + (f'22 ^^3 - ?^23 ^^2) 

(„ _ 1) (ff„ ^ r,) 

= (f'n ?G2 - ^^.2’) y + (fu ?^23 - ?^,2 ^^ 3 ) 

Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit und die zweite 
mit U.^ multiplicieren und die Producte addieren, so erhalten 
wir 

(« - 1) iU,, 77,2 _ 2 U,, 77, U, + 77,^) 

= (7y,| L11 77,22) (x 77, 4“ y 7 / 2 ) 

+ ^ {(t'22?/.3 - ^^2^/23) U, 4- (?/,, ^'33 - ^^,2 ^^ 2 } 


und weiter, weil nach der Gleichung der Curve 
X U^ y U, z IJ3 — 0 


ist, 


— — 0 {(77,2 7723 7722 77,3) 77, 4“ (^12 ^13 ^^11 ^13) ^2 

+ (?'n f /22 - 


Durch Substitution der oben für 77,, 77j, [L^ gegebenen 
Werthe erhalten wir endlich 
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in - 1)’ (U,, - 2 U, U, + 

- - 1h. Uu^) = - 

BO dass der Ausdruck des KriimniuiigsradiuB in 

p , (« - D» (0V + fV)^ 

übergeht. Für jedeu l’uukt der Curve, dessen Coordinateu 
die Gleichung H = i) erfüllen, wird der Krümmungsradius 
unendlich und der KrUmmungsniittelpunkt liegt -in unend- 
licher Ferne. Da dieäs nur stattfindeii kann, wo drei auf- 
einander folgende Funkte der Gurve in einer Geraden liegen, 
so kommt man aus dem Werthe des Krümmungsradius unab- 
hängig von Art. 74. zu dem Schlüsse, dass die Durch- 
sehnittsjiuuktc der Curven U — 0 und H = 0 luflexious- 
punkte sind. 

Das doppelte Zeichen im Ausdruck des Krümmungsradius 
ist ganz entsprechend dem, das im Werthe der Entfernung 
eines Punktes von einer Geraden auftritt (vergl. „Kegel- 
schnitte“ Art. 34.) 5 wenn' wir Übereinkommen, das Zeichen. 

zu brauchen , wenn der Krümmungsradius und daher die 
Concavität der Curve in einem bestimmten Sinne liegt, so 
müssen wir das Zeichen — wählen , wenn sie im entgegenge- 
setzten Sinne liegen. Da jede algebraische Function beim 
Durchgänge durch den Werth Null ihr Zeichen wechselt, so 
verändert in einem Inflexionspuukt der Krümmungsradius sein 
Zeichen und die Curve geht aus Concavität in Convexität 
über und umgekehrt. In einem Doppelpunkt nimmt der Aus- 
druck des Krümmungsradius die Form an und sein Werth 

muss nach den für solche Fälle geltenden gewöhnlichen 
Kegeln bestimmt werden; in der That hat jeder Zweig der 
Curve in diesem Punkte seine eigene Krümmung. Für 
eine Spitze findet man den Werth des Krümmungsradius 
gleich Null. 

103. Die] Länge eines Bogens der Evolute ist 
gleich der Differenz der Krümmungsradien in 
seinen Endpunkten. Denn wenn wir irgend drei auf 
einander folgende Normalen der Curve ziehen und den Üurch- 
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Fig. S4. 


'\ 




sclinittspunkt der beiden ersten C, den der zweiten und dritten 
C nennen, so ist wegen 

■ CR^CS, C'S = CT 

das Element CC, das Wachstimm des Bogens der Evolute, 
gleich dem des Krümmungshalbmessers. Wenn 
man also einen biegsamen aber nicht dehn- 
baren auf die Evolute aufgewundenen Drath 
von derselben abwindet, so beschreibt jeder 
Punkt des Letzteren eine Involute derselben, 
d. h. eine Curve, von welcher CC die Evolute ist. 

' Unter diesem Gesichtspunkte hat Huygheiis, 
der Erfinder der Evoluten, sie zuerst betrachtet und ihnen 
den Namen gegeben. 

104. Wir geben hier eine zur Bestimmung des Krüm- 
mungsradius für eine durch ihre Gleichung in Polarcoordi- 
naten gegebene Curve oft nützliche Formel. Die Polarglei- 
chung Q — f (<o) kann in die Form Q = f (i>) übergeführt 
werden, wo p die Normale vom Pol auf die Tangente und 
durch die Gleichungen bestimmt ist (Art. 95.) 


2 ) = QsinQ, tan9 = p 

Ist dann p, die Entfernung des Krümmungsceiitrums vom 
Pol und K der Krümmungsradius, so hat man 
p,? = p’ -f jRä — 2 /tp. 

Gehen wir zum nächstfolgenden Punkte der Curve über, so 
bleiben p, und R constant und durch Differentiation crgiebt sich 


R = 


9 


(tf 
dp ’ 


der bezeichnete Ausdruck für den Krümmungsradius. 

Wenn in dieser Weise R in Function von p und p aus- 
gedrückt ist, so können wir zwischen 

9 == fiv), Pi ’ = 9‘ -f ii’ — 2 Rp 
und der offenbar richtigen Gleichung p,*=p’ — p’ die 
Grössen p und p eliminieren und eine Relation zwischen dem 
p, und p, der Evolute bilden; aber es ist nicht immer leicht, 
zu der Relation zu gelangen, welche zwischen dem p, und o, 
der Evolute besteht. 

Als ein Beispiel wählen wir die Curve p'" = a”‘ cosmoj; 
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wir finden 2> — Q coswoj und also p’'*+> = rt"‘^) als die Kelatioii 
zwischen g und p. Dann fol^t 


(m+Di. (m+l)p’»"* 

für den KrUramungsradius. 

Die Gleichungen 

g,^=g^+ n^--2 Jip, 

gehen die Grössen Pi*, j>|^ als Functionen von p und somit 
die Gleichung der Evolute in der Form p, = qp ohne 
dass jedoch die Elimination wirklich vollzogen werden kann. 

Man kann aber leicht die Gleichung der Reciprocal- 
curve der Evolute in Bezug auf einen um den Pol als Cen- 
trum beschriebenen Kreis finden. Sei der Radius dieses 
Kreises gleich a, und p.^ der Radiusvector der Reciprocal- 
curve, cpj die Neigung desselben zu einer gegen die Null- 
linie der (o rechtwinkligen Geraden, so ist jj, = psinww 
und dann 


a* a 



cos”' »im sin I» CO 


Nach Art. 95. ist ferner = (w 1) oj und somit die Re- 
lation zwischen p.j, Wj, die Gleichung der Reciproken der 
Evolute 

Qi" 


cos 


mm, 

»T-{- 1 


Sin' 


m -{“ 1 


Man erkennt leicht, dass der Ort des Endpunktes der Polar- 
subtangente (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 200.) einer Gurve 
die Reciproke von der Evolute der Reciprocalcurve ist. So 
ist dieser Ort eine gerade Linie für die Focalkegelschnitte, 
weil die Evolute der Reciproken sich dann auf einen Punkt 
reduciert. 

105. Aus der Gleichung einer Gurve in Liniencoordinaten 
« = 0 können wir direct die Liniencoordinaten der Normale 
und die entsprechende Gleichung der Evolute bilden. Denn 
wenn die §/ die Liniencoordinaten einer Tangente sind, so ist 


f du lg du . , du 

«I dj; + 5 -^ di; + 53 


= 0 


die Gleichung des Berührungspunktes; und wenn u = 0 die 
Gleichung eines Punktepaares /, J in Liniencoordinaten re- 
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präsentiert, so ist die Gleichung des Pols der gegebenen 
Tangente in Bezug auf sie, d. h. des conjugiert harmonischen 
Punktes vom Schnitte der Tangente mit der Geraden IJ in 
Bezug auf I und J 

y dv , j. dv , r dv 

+ + = 0 .. 

Sind /, J die Kreispunkte im Unendlichen, so repräsen- 
tiert die letzte Gleichung die Richtung der Normale. Beide 
Gleichungen zusammen bestimmen in jedem Falle die Liuien- 
coordinaten derselben und wir bilden die Gleichung der Evo- 
lute, indem wir die zwischen ihnen und der Gleichung, 
der Curvp eliminieren. In dem System der Plücker’schen 
Liniencoordiuaten, welches den gewöhnlichen rechtwinkligen 
(Joordinaten entspricht, ist die Gleichung der Kreispunkte 
= 0 (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 177,1.) und die zweite 

Gleichung = 0 wird zur wohlbekannten Bedin- 

gung der Rechtwinkligkeit + rjr]' ■= 0. 

Beispiel. Die Gleicliung der Evolnic des durch scioe Glei- 
chung in Liniencoordinntcn ti* -|- h* r/’ = I gegebenen Centralkegel- 
schnitts zu entwickeln. Die Gleichungen zur Bestimmung der Coordi- 
naten der Normale sind iu diesem Falle 

n’it' + 6*»)'?' = li H' + VV' •= 0, also = — »jij' = i . 

Substituiert man die Werlhe für {' und jj' in -|- — 1, so 

erhält man die Liniencoordinatengleichung der F.volutc 

fi* 


I . 


lOG. Wir geben einige Beispiele von der Behandlung 
des allgemeineren Problems, in welchem das von der Evolute 
eingeschlossen ist, niünlich von der Bestimmung der Enve- 
loppe des aus dem Berührungspunkte ausgehenden, zur Tan- 
gente conjugiert, in Bezug auf zwei feste Punkte I,J harmo- 
nischen Strahls. (Art. 9B.) Wir wollen jenen Strahl die 
Quasi- Normale und ihre Enveloppe die Quasi - Evolute 
nennen. 

Beispiel 1. Die Curvc sei ein Kegelschnitt und werde auf ein 
Fundamentaldrcieck mit der Basis IJ bezogen, dessen dritte Ecke ihr 
Pol im Kegelschnitt ist, so dass seine Gleichung von der Form 
(ax, -f X,) (x, -b hx,) — X,* 


und die Gleichung einer Tangente 

e* (ax, -(- X,) — 29x, -f- (x, -(- ix,) = 0 
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ist. Dann Ut die Gleichung der zu dieser Geraden in Bezug auf 

X^ =« 0, Xj = o 

harmonisch coiyugierten Linie von <ier Form 

e* (ax, — X,) + (x, — fcx,) = Mx, 
und M wird durch die Bemerkung bestimmt, dass die Gerade den Be- 
riihrungspunkt enthalte, für welchen 

e (aX| + X,) == Xj, 0x, = X, + 6x, 

ist; denn es folgen 

_ X, (/) — e') _ X, (nO* — 1) 

~ e (al- — 1)’ ~ 0(a6 -l) 


und daraus 
Wenn wir nun 


M = 


2 (/) — U0'2 
(o h — 1) 0 


ox, — X, = .Y,, X, — hx, = A'|, 8x, = (nh — 1) A', 
setzen, so wird die Gleichung der Qiiasiiioriuale 

o 0' A'j + t 8’ A', + 4 0 A, - h A, =- ü 
und ihre Envcloppe ist also eine Curve vierter Classe von der Gleichung 
(ohA,* + I A, A,)« + 27 A,» (oA,* - hA,’)* = 0; 
die Ordnungszahl der Curve ist also sechs, sic hat die l’unkte 
A, = A, = 0, A, = A, = 0 

zu Spitzen mit der gemeinsunien Tangente A', =*0, und enthält ausser- 
dem vier andere Spitzen in den Schnittimnktmi von 

a h A,» -f 4 A, A, = 0 , o A,» - h A,» = 0. 

Beispiel 2. Der Kegelschnitt gehe durch einen der Punkle 
/, J oder sei scmicircular. Dann ist h = 0 uud x, = x, = 0 ist in 
der Curve, x, =ü die bezügliche Tangente derselben. Die Gleichung 
der Quasi -Normale ist dann 

a 0’ A', -f 4 0‘ A, 4- 4 A, = 0, 
die Enveloppe nur von der dritten Classe; ihre Gleichung 
Q 4 AV -f 27 /a, A,» = 0 

zeigt sie als eine Curve dritter Ordnung, mit A, = X, = 0 als Spitze 
und A, = A, = 0 als Inflexionspunkt. 

Wenn die Curve durch / und J hindurchgeht, so werden a uud 
h gleich Null und wir sehen, dass die Gleichung der Quasi- Normalo 
sich auf 0* A, -|- -Aj >= 0 reduciert, dass also diese Linie durch einen 
festen Punkt, den Schnitt von A, = 0, A', = 0, der T.ingenten der 
Curve in /, J respcctive, hindurehgeht. 

Beispiel 3. Der Kegelschnitt berühre die Gerade I J. Wir 
wählen diese und die beiden andern Tangenten des Kegelschnitts 
durch die Punkte /, J zu den Fundamentallinien, so dass 
X,» -f X,« + X,’ — 2 .r, X, — 2 X, X, — 2 X, .r, = 0 
X, (2 X, -f 2 .C, — Xj) = (x, — x,)‘ 

die Gleichung des Kegelschnitts ist. Die Gleichung der Tangente des- 
selben ist dann 
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•2 X, + 2 Xj - Xj — 2 0 (x, - X,) + 0» Xj =- 0 
unil für den Horührungspunkt ist 

X, — Xj = 0Xj, 2 Xj + 2 X, — X., = 6’ X). 

Die Gleichung der Qiiitsi - Normale ist also 

(X, - X,) - e (X, + X.) = X, {0 - i 0 (1 + 8 ’)} 

oder 

0^ X, — 0 (2x, + 2x, + Xj) + 2 (X, — X,) = n, 
ihre L'nveloppe also von der dritten Classe; es ist die Curve dritter 
Ordnung mit Spitse 

27 Xj (X| — X,)* =■ (2 X, + 2x, + X,)’. 
l{eis]iiel 4. Die vorigen Beispiele können aucli in der Voraus- 
setzung hehandelt werden, dass der Kegelschnitt durch die allgemeine 
Gleichung gegeben ist. Die Tangente im Punkte x/ ist 

(<iii.r| -f-rt|,Xj -f- (I 13 X 3 ) X| (<i|jX| (i»iX, "l-OjaXjlx, 

"h (''ij-T 1 "l" «jiXf -{- 033X3 ) X3 = 0, 

und diu Ouasi - Normale 

•'/ {(«ii-Ti' + ««•Tj' + 0|j.c,') .r, — (o„x,' -f a„x,' -f «,,x,') x,} 

= («,ix,'* — o^,x,'* -f a„x,'xi' - o,3X,'xj') X,; 
cs ist also die Knveloppe von 

o„XjX,'* — a„x,jy* -f {a,jX, — «,jX,) x,'* 

+ J|' X,' -f («„X3 -f- 0,3X3 — a„x,) Xj'xj' = 0 

zu bestimmen, wenn die Parameter x/ durch die Bedingung 
«II •Ti'’ + «»t-r»'* + 033^^3'* + 2n,3X,'x,‘ -f 2o„x,'.r,‘ -f 2o„x,'x,' = 0 
verbunden sind. Nach Art. 96. wird die Enveloppe durch denselben 
Prozess erhalten, der zur Ermittelung der Bedingung dient, unter 
welcher zwei Kegelschnitte sich berühren („Kegelschnitte“ Art. 848.). 
Wir bilden die Invarianten dieses Systems von quadratischen Formen. 
Die Discriminante der ersten ist 2.r,S mit 

,S "=l= (a,,033 «I3*,l («llUI,* «33-^3*) "i" («ft«13* «iiOts) 

+ -a„ (o.jO,, — 0,10,3) x,x, — 2o„ (a„o„ — (i„o„) x,x,; 
die der zweiten A; sodann 

« - - (o„o„ — o„») (o„x,» — 2o„x,.r, + o„.r,«) 

-f- (.80|,0,,* -f- 8 o„0,3* 4 o,, 0 „O 33 20,,0,30,,1 .X,’ 

+ (t«»jO|s«ii — 2o„o„o,, — 20,30,,’) X, X, 

4" ('t«ll«««f 3 2 o,, 0 „O„ 20,30,,*) X, X 3 J 

fl' — 0. Die tileichiing der Enveloppe ist 
27A*N'x,* = «’; 

eine Curve sechster Ordnung mit sechs Spitzen, von denen zwei in 
X, = 0 liegen, d. h. in der Verbindungslinie der Punkte I, J. Setzen 
wir voraus, dass x, = 0 den Kegelschnitt berühre, so ist 
o„ o„ — o.,* = 0 

und S und S nehmen die Formen .r, L und x,.V an, für L und M als 
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lineare Functionen der .r,.; die Gleichung der Knvelojipo geht in die 
Form Xji* = 3/’ über und stellt eine Ciirve dritter Ordnung mit 
Spitze dar, für welche Xj = 0 die ätationüro Tiingente ist. Lassen wir 
den Kegelschnitt ferner durch J oder x, = x, = 0 gehen, so wird 
a„ = 0, S - ~ a,j (öi»*i + und 0 von der Form 

(a„.x, + n.jXjl M. 

Die (ileichung wird durch («üX, + a,jXjl’ theilbar und von der Form 

+ fijiCs) = 3f’. 

Wir bemerken, dass die Gerade o„x, + a„Xj = 0 die Tangente des 
Kegelschnitts im Punkte J und da.ss sic eine Inflexionstangente der 
Enveloppc ist. 


107. Im Allgciueinen ist nach Caj ley’s Bemerkung für 

^-^1 ^1 4" -^2 4" ^ '^:t — 0 

als die Gleichung der Tangente im Punkte xi und für //,■, \j* 
als die Coordinaten der Punkte T, J die Gleichung der Quasi- 
Normale 


y^* + u, !/* + U, ;,*) 
4" (^^1 '/i 4 " Hl + !h 


X| , 

X.J, 

X 3 

Xi , 

Xo , 

Xj 


Hl , 

fh 


•*^1 » 


X.J 

J'i'. 

X.;, 

X3 

y*, 

y*, 

y-i 


0 . 


Denn die beiden Determinanten, die wir durch A, A* ab- 
kürzond bezeichnen wollen, sind die linken Seiten der Glei- 
chungen der vom Punkte x,' nach I und J gehenden Gera- 
den und es muss eine Identität von der Form 

U^ x^ -}- U 2 4" UjX^" -4* A — yl A* 
bestehen, weil die Tangente durch ihren Schnittpunkt geht. 
Wenn wir in dieselbe nach einander für die X( die i/* und 
die ifi substituieren, so ergeben sich die A* und Ä als pro- 
portional zu 

Ul Hl* + f/z i/j* 4- U:i ’Ji* und U, y, 4- ?/, + U 3 ih 

respective; die Gleichung der zur Tangente in Bezug auf 
A = 0 und A* = 0 harmonisch conjugierten Graden ist so- 
mit von der obigen Form. 

108. Wir wollen den Fall, wo einer der Punkte 7, J, 
sagen wir //,, in der Curve ist, näher untersuchen und setzen 
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der Einfachheit wegen seine Coordinateu gleich 1, 0, 0 re- 
spective, d. h. wir machen ihn zum Fundameutalpunkt 
X.2 = X'j = 0. 

Wir denken Xj = 0 als die ihm entsprechende Tangente und 
beweisen zunächst, dass die Enveloppe der Quasi -Normale 
den Factor Xj enthält. Setzen wir */j = = 0, so wird die 

vorige allgemeine Gleichung 

(fA V* + Vj y* + »/,*) (X, x; — .r., xj) 

+ {!h* ^3 - ^3 -^2') + th* {^3 — •'^1 •'>'3') 

-f ;/./ (x, Xj' — X, x,')| = 0. ■ 

Sind dann die .r/ in Function eines Parameters / gegeben, so 
dass der Puidit y, dem Werthe t = 0 entspricht, so müssen 
wir l als einen Factor im Ausdruck für x/ und als Factor 
im Ausdruck für X;,' haben, damit die Gleichung der Tan- 
gente sich auf Xj = 0 reducierc. 

Die Gleichung der Tangente als der Verbindungslinie 
von Xi' mit x,' dx,' ist allgemein 

X| (Xj f/Xj' — Xj' tlx.,') -j- X., (,#3' dx,' — x^' </Xj') 

+ Xj (x,' r/x,/ — x/ dxi') = 0 

oder 

f/, X, -f- • • = 0, 

so dass t ein Factor in U 2 und f in U^ ist. Ordnet man 
also die Gleichung der Quasi -Normale nach Potenzen von t, 
so ergiebl sich, dass sic kein von ( unabhängiges Glied ent- 
hält, und dass Xj als Factor in den Coefficienten von t und 
von f auftritt. Die Discriminante einer Function 

A “F H t “F ~F * * * 

ist aber von der Form Aq> -F ('’ergl. „Vorlesungen“ 
Art. (58.) und ein in A und H vorkommender Factor ist da- 
her ein Factor der Discriminante; setzen wir in der Discri- 
minante B = 0, so- ist der Rest von der Form 

A{A<p + CH>) 

woraus man erkennt, dass die Enveloppe die Gerade Xj = 0 
zur Inflexionstangente hat. (Vergl. Art. 99. Beisp. 4.) 

109. Die Beziehung der Rechtwinkligkeit kann noch 
weiter dadurch verallgemeinert werden, dass man statt der 
Punkte I, J einen festen Kegelschnitt substituiert, in Bezug 


Digiti^cd by Google 


109 


auf welchen die quasi-rectangulären Geraden conjugiert sind, so 
dass die eine derselben durch den Pol der andern geht. Die 
Quasi-Normale ist dann die Gerade, welche vom Berührungs- 
punkt in der Curve nach dem in Bezug auf einen festen Kegel- 
schnitt genommenen Pol der Tangente geht, oder die Gerade, 
welche den Punkt der Curve mit dem entsprechenden Punkt 
ihrer reciproken Polare in Bezug auf den festen Kegelschnitt 
verbindet. Die Curve und ihre Recijtroke hal>en also die- 
selben Quasi -Normalen. Für 

4- -^3* = 0 

als die Gleichung des festen Kegelschnitts sind die Coordi- 
naten des Pol.s der Tangente einer Curve J/,, f/j, f/, und 
die Gleichung der entsprechenden Quasi -Normale in diesem 
Binne ist 

X, (t/, X 3 ' — X./) -f X.J (CTj X,' — t/, X 3 ') 

+ X 3 ([/, Xj' — t /3 X,') = 0. 

Ist die Curve ein Kegelschnitt, so ist diese Gleichung in den 
X,’ vom zweiten Grade und die Enveloppe wird wie in 
Beisp. 4, Art. 106. gefunden. 

HO. Die folgenden Bemerkungen dienen als Vorberei- 
tungen für die Untersuchung der Charactere der Evolute einer 
beliebigen Curve. Die Normale in einem unendlich 
fernen Punkte einer Curve fällt mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen.- Wir knüpfen dicss an die 
Erweiterung des Art. 105. für den Begriff der Normale au, 
nach welcher sie für den Curvenpunkt P mit der Tangente 
PM, welche die gerade Verbindungslinie der festen Punkte 
1, J in M schneidet, der nach dem zu M in Bezug auf 
I J harmonisch conjugierten Punkte M' gehende Strahl 
FM' ist. Diese Construction zeigt, dass für P als einen 
Punkt der Curve in der Geraden IJ diese Gerade FM’ mit 
dieser Linie selbst zusammenfüllt. Eine Ausnahme tritt nur 
dann ein, wenn P mit einem der Punkte I, J selbst zu- 
sammenfällt, den also die Curve enthält; daun fallen auch 
M und M' zusammen und die Normale deckt sich mit der 
Tangente (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 363.); d. h. wenn die 
Curve durch einen der unendlich fernen Kreis- 
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punkte geht, so fällt die betreffende Normale mit 
der Tangente zusammen. 

111. Wir ■wollen nun zuerst die Classc der Evolute 
einer gegebenen Curve bestimmen, d. h. die Zahl von Nor- 
malen der Curve oder Tangenten der Evolute, welche durch 
einen gegebenen Punkt geben. Die Zahl der Normalen ist 
als unabhängig von der Lage des Punktes anzusehen und es 
ist daher erlaubt, statt des allgemeinen Falles den speciellen 
des unendlich fernen Punktes zu untersuchen. Die Zahl der 
von der unendlich fernen Geraden selbst verschiedenen Nor- 
malen der Curve, die aus einem unendlich fernen Punkte 
d. i. in gegebener Richtung gehen, ist aber der Zahl der Tan- 
genten der Curve gleich, welche die zu dieser normale Rich- 
tung haben, d. h. gleich der Classe v der Curve. Ueberdiess 
lallen nach dem letzten Artikel die g Normalen der Curve 
in ihren unendlich fernen Punkten mit der unendlich fernen 
Geraden selbst zusammen und gehen also auch durch den 
angenommeneu Punkt. Es ist somit die Zahl der Nor- 
malen einer Curve, welche von irgend einem Punkto 
ausgehen, gleich der Summe aus der Ordnungs- 
und Classenzahl der Curve oder gleich der Summe 
der Ordnungszahlen der Curve und ihrer Reci- 
prokeu. Wenn die unendlich ferne Gerade eine Tangente 
der Curve ist, so wird die Zahl der im Endlichen liegenden 
Tangenten von einer bestimmten Richtung und also auch die 
Zahl der Normalen um Ein» kleiner als im allgemeinen Falle. 
So gehen von einem Punkte im Allgemeinen vier Normalen 
an einen Kegelschnitt, aber nur drei an eine Parabel. Geht 
die Curve durch einen der Kreisjiunkte, so lehrt Art. 110., 
dass die Normale derselben in diesem Punkte nicht in die 
unendlich ferne Gerade fällt, und wir müssen daher schlies- 
seu, dass die Zahl der Normalen für jeden Durchgiuig durch 
einen Kreispunkt um Eins vermindert wird. So wird im 
Falle des Kreises, des durch beide Punkte /, J gehenden 
Kegelschnitts, die Zahl der Normalen um zwei, d. h. auf zwei 
vermindert. Wenn also p und v Ordnung und Classe einer 
Curve sind, welche e mal durch einen Kreispunkt geht und 
a mal die unendlich ferne Gerade berührt, so ist die Classe 
ihrer Evolute v = (i v — f — C. Dieselben Resultate 
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können auch aus der Bemerkung erhalten werden, dass die 
Gleichung der Normale 

r, (« — x) = r, iß — ?/) 

für «, ß als gegebene und x, y als variabele Grössen die 
Gleichung einer Curve ft'" Ordnung giebt, deren Schnitt- 
punkte mit der gegebenen Curve die Fusspunkte ihrer von 
a, ß ausgehenden Normalen bestimmen. Hat die Curve keine 
vielfachen Punkte, so ist die Zahl der Schnittpunkte oft'eii- 
bar d. h. p. -|- r, und man zeigt ohne Schwierigkeit, dass 
im allgemeinen Falle für 6 Doppelpunkte und x Spitzen diese 
Zahl auf p’ — 2d — 3x oder p -f- ^ kommt. 

112. Wir untersuchen ferner die Ordnung der Evolute 
und zwar, indem wir die Zahl ihrer unendlich fernen Punkte 
bestimmen. Wenn aber zwei auf einander folgende Norma- 
len der Origiualcurve einander parallel sind, so fallen die 
entsprechenden Tangenten derselben zu.sammen, d. h. die un- 
endlich fernen Punkte der Evolute entspringen im Allgemei- 
nen aus den Inilexionspunkten der Curve (Art. 102.) Nacli 
Art. 111. geben aber auch die unendlich fernen Punkte der 
Originalcurve ebenso vielen uneudlich fernen Punkten der 
Evolute den Ursprung und wir bemerken jetzt, dass dieselben 
Spitzen in der Evolute sind, welche die unendlich ferne 
Gerade zur Tangente haben. Ist M ein Punkt der Geraden 
IJ und M' der ihm harmonisch zugeordnete, so war 
die der Normale in M entsprechende Linie IJ selbst; be- 
zeichnen wir aber die beiden zu M niichstbenachbarteu Punkte 
der Curve durch L und iV, so sind ihre Normalen LM' und 
UM', d. h. durch den Punkt M' gehen drei auf einander fol- 
gende Tangenten der Evolute oder er ist eine Spitze derselben 
mit der Tangente JJ. Die p unendlich fernen l’unkte der 
gegebenen Cun'e bedingen also ebeiuso viele Spitzen der Evo- 
lute , für welche die unendlich ferne Gerade die gemeinsame 
Tangente ist, d. h. sie bedingen .3p unendlich ferne Punkte 
der Evolute. Rechnen wir sie mit den vorher gefundenen 
zusammen, so finden wir die Ordnung der Evolute = t -|- 3p 
oder die Zahl « des Art. 83. Wenn die Curve durch einen 
der Kreispunktc geht, so geben diese Punkte, wie wir sahen, 
keine unendlich fernen Punkte der Evolute und die Ordnung 
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dersellien wird um drei Einheiten vermindert. Wenn die 
Gerade IJ die Cnrve berührt, so lallen die Normalen für die 
zwei aufeinander folgenden Punkte, in welchen sie die Gurve 
trifl't, mit IJ zusammen, d. h. zwei aufeinanderfolgende Tan- 
genten der Evolute decken .sich oder erzeugen einen In- 
Hexionspunkt mit IJ als der entsprechenden Wendetangente. 
Da derselbe an Stelle zweier Spitzen tritt, welche entstehen 
würden, wenn IJ die Curve schnitte statt sie zu berühren, 
so wird die Ordnung der Evolute um drei Einheiten vermin- 
dert; wenn wir also f und a in dem Sinne des vorigen 
Artikels brauchen, so erhalten wir für die Ordnungszahl der 
Evolute g' = « — 3 (f a). 

Diese Ergebnisse erfahren Modificationen , wenn einer der 
Punkte i, J vielfach mit zwei oder mehreren zusammenfallen- 
den Tangenten ist; für eine Spitze in einem derselben z. B. 
ist die Verminderung der Ordnungszahl nicht sechs sondern 
vier. Die allgemeinen Werthe zeigen, dass Ordnung und 
Classe der Evolute einer ('urve und der Evolute ihrer lieci- 
procalcurve übereiustiramen , wie Art. 109. erwarten lässt. 

113. Im Allgemeinen giebt es keine InHexionspunkte in 
der Evolute; denn für einen solchen müssten zwei aufeinan- 
der folgende Tangenten der Evolute oder Normalen der Curve 
Zusammenfällen, was nach der Natur der Construction nur 
möglich ist, wenn die entsprechenden Tangenten mit ihren 
Normalen und mit einander zusammenfallen, d. h. in dem 
sehr speciellen Falle, wo eine Inflexionstangente der Original- 
curve durch I oder J geht. 

Wenn aber die Gerade IJ von der Curve berührt wird, 
so sahen wir in Art. 112., dass dem ein Inflexionspunkt im 
Unendlichen entspringt und w'enn die Curve durch I oder J 
hindurch geht, im Art. 108., dass die Evolute eine durch den- 
selben Punkt gehende Inflexionstangente hat. Damit haben 
wir Bedingungen genifg zur Bestimmung aller Charactere der 
Evolute; sie sind 

g' = « — 3 (f -f- g), v' == ft -f V — (f -f ö), t' = £ + ö; 
X = 3« — 3 (ft r) — 5 (f -(- ö), a' •= 3or — 8 (£ -f ö), 

die letzten beiden nach den Plücker'schen Formeln aus den 
drei ersten. Wir können ebenso die Zahl der Doppelpunkte 
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und Doppeltangenten der Evolute bestimmen, welche letzteren 
offenbar Doppelnormalen der Originalcurve sind. 

Der Defect oder das Geschlecht der Evolute (Art. 44.) 
stimmt mit dem der Originalcurve überein, wie man nach 
dem Ausdruck des Geschlechts 

i {« — 2 (/* + v)} + 1 

leicht bestätigt. Wir wissen, dass dos Geschlecht von zwei 
Ourven im Allgemeinen dasselbe ist, wenn die eine von ihnen 
aus der andern so abgeleitet ist, dass jedem Punkte der einen 
Curve ein Punkt der andern entsprichtluiid umgekehrt. (Art. 83.) 

114. Die Anzahl der Spitzen der Evolute kann auch 
direct untersucht werden; denn eine Spitze derselben ent- 
steht, wenn drei auf einander folgende Tangenten der Evo- 
lute oder Normalen der Originalcurve sich in einem Punkte 
schneiden oder mit andern Worten, wenn vier auf einander 
folgende Punkte derselben in einem Kreise liegen. Um die 
Bedingung zu finden, unter welcher diess stattfindet, verbin- 
den wir die Gleichungen des Art. 101., nämlich 

f/j {a — x)= üf (ß — y), (o — x) (f/,j f/j — Ij\) — U.^ 

= {ß-y){U,,u,~ 

mit der durch nochmalige Differentiation entstehenden Glei- 
chung 

(a-x) { U, Uj + U,,,U;^-{U,,ün-lh7‘) 

-iß-y){UuJJ^-2Uu,U,ü\+U,,, 

= 3 L\ (f7„ U, - U,, (/,) + 3 U, {U,, U, - U,, U,). • 

Die Substitution der aus den beiden ersten Gleichungeu ent- 
springenden Werthe für (a — x) und {ß — y) in die dritte 
giebt die fragliche Bedingung 

+ - 2 II,, U, U, + U,, fV) {(f^n - U,.) U, U, 

-4- = 0. 

Sie kann vereinfacht werden mittelst der Bemerkung (Art. 
102.), dass 

(« - 1)-^ (f'„ f-V-2 
ist; also durch Differentiation 

SAlmoo, H0b«rii Curwo. 8 
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(« - i’r - 2 U, U, + r,,, ?V) + 2 [l\, V,, 


- ^y) = 

(« - 1 )^ + 2 {Uu Vn 

l’vr) = = 


iiml daher 


(« - 1)-^ ; - r„,fV) 

so dass die gelundene liedingun^ durch Einsetzen die Form 
erhält 

(F,-^ + (?/,//,- ?/,;/,) 

= 3 // /(F„ - U,,) F, U, + F„ (F,^ - L',’)}. 


L)a in dieser (ileiehung H vom Grade 3 (g — 2), und 
Fj vom Grade (ft — 1) und die IJa- vom Grade {(i- — 2) sind, 
so rejjräsenliert sie eine Curve von der Ordnung (Gft — 10), 
welche die gegebene Gurve in den Punkten schneidet, in 
denen der osculiereude Kreis eine Berührung dritter Ordnung 
mit ihr hat *). Wenn die Curve keine vielfachen Punkte hat, 
so erzeugen diese ft (6 ft — 10) Punkte mit den ft unendlich 
fernen Punkten zusammen ft (Oft — 9) Spitzen der Evolute, 
was mit den vorigen Formeln ühereinstimnit. , 

In analoger Weise können die Charactere der Evolute 
in dem allgemeinen Sinne des Wortes von Art. 109. unter- 
’sucht werden und man findet, dass die gewonnenen Formeln 
anwendbar bleiben, wenn mau nun mit f die Zahl von Be- 
rührungen bezeichnet, welche die gegebene Curve mit dem 
festen Kegelschnitt hat, während eine dem ff entsprechende 
Singniaritäf nicht mehr existiert. 

115. Wir fügen als eine weitere Erläuterung zu der 
'riieorie der Enveloppen Einiges von den Brennlinien oder 
Caustiken hinzu, deren Untersuchung obwohl durch die 


•) Wir werdeu weiter hin die Frage nach Jen Kegelschnitten voll- 
ständiger untersuchen , welche mit einer Cnrve eine Beriihruug höherer 
Ordnung haben; dabei ergiebt sich eine Formel für die Abweichung 
der Krümmung der Curve von der Kreisfurm. 
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Optik angeregt doch ganz der tJeoiuetrie der Curven ange- 
hört; sie gehören zu den ältesten Beispielen von Enveloppen, 
welche untersucht worden sind Wenn Licht von irgend 
einem Punkt aus auf eine Curve lallt, so erhält man den 
reflectierten Strahl als die Gerade, welche iiu Fusspunkte 
denselben Winkel mit der Curven -Normale macht, wie der 
einfallende Strahl. Die Enveloppe der so reliectierteu Strahlen 
wird die Brennlinie durch Reflexion genannt. Die all- 
gemeine Gleichung des reflectierten Strahls ist leicht zu bilden. 
Wenn T = 0 und N = 0 die Gleichungen der Tangente und 
Normale im Eiufallspuukte sind, so ist für T , N' als die 
Resultate der Substitution der Coordinaten des Leuchtpunktes 
in T, N die Gleichung des einfallenden Strahls 
r N — N'T = 0 ; 

daher ist die Gleichung des reflectierten Strahls, des vierten 
harmonischen zu diesen drei Strahlen, 

T'N+ N'T ^ 0. 

Die Enveloppe desselben kann nach den vorhergehenden Re- 
geln gefunden werden. 

Beispiel. Man finde für einen Kreis die Breuulinie durch Re- 
flexion. Kiir auud/i als die Coordinaten des leuchtenden Punktes und 
wegen x cos 6 -|- y sin 6 — r = 0. und x sin 6 — y cos 6=0 ahs Glei- 
chungen der Tangente und Normale ist die Gleichung des reflectierten 
Strahls 

(a cos 6 -j- 6 sin 6 — r) (x sin 0 — y cos 0) 

-f- (.c cos 0 y sin 0 — r) (a sin 6 — b cos 0j = o 

oder 

(uy -f fix) cos 20 -p {by — ax) sin 2 0 
-f- r (x -f- o) sin 0 — r (y -j- fc) cos 0=0, 

deren Knveloppe nach Beisp. 2, Art. 85. 

{4 -f i») (x’ -f y’) - r« l(x + «)» -Hy -f (J)’]}’ 

= 27 (hx — uy)* (x* y’ — <*’ — h*)*. 

116. Durch Quetelet ist eine Methode angegeben worden, 
die das Problem auf das der Evolute zurückführt, statt direct 
die Enveloppe der reflectierten Strahlen zu suchen und die 
daher practisch voiiheilhafter ist; die Brennlinie ist hin- 
reichend bestimmt, wenn man die Curve kennt, von welcher 
sie die Evolute ist. „Wenn man aus den einander folgenden 
Punkten der reflectierenden Curve als Centren mit je der 

8 * 
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entsprechendeu Entfernung vom leuchtenden Punkte als Radius 
eine Reihe von Kreisen beschreibt, so ist die Enveloppe der- 
Fj,, j-, selben eine Curve, deren Evolute die frag- 

liehe Breunlinie ist." Oder wie es Dan- 
delin noch unmittelbarer brauchbar ausge- 
sprochen hat: Wenn wir vom leuch- 
tenden Punkte 0 die Normale OP 
' auf die Tangente fällen und sie so 
verlängern, dass PR=OP ist, so 
® ist die Brennlinie die Evolute des 

Ortes von U. Denn KT ist offenbar die Lage des reflec- 
tierten Strahles und wenn wir den nächstfolgenden Strahl 
ziehen, so ist wegen der Gleichheit der von OT, TV-, 
02", TV mit TT gebildeten Winkel 

OT-\- TV =OT -\- TV 


(vergl. „Kegelschnitte" Art. 259.), daher V li = V R' und 
VR normal zum Orte von R. Wir nennen den Ort von P, 
den Ort des Fusspunktes der Normale zur Tangente in der 
letzteren die Fusspunkteucurve der gegebenen Curve. 
Der Ort von R ist offenbar eine zu dieser ähnliche Curve 
und seine Gleichung kann immer gebildet werden, wenn die 
Gleichung der Reciproken der gegebenen Curve in Bezug auf 0 
bekannt ist; man hat nur für g in die Polargleichung dieser Reci- 

jtroken ~ zu substituieren. So ist die Brenulinie durch Re- 
flexion für einen Kreis die Evolute der Limagon (vergl. 
Beisp. 5, Art. 55.) , weil ihre nach der gegebenen Regel ge- 
bildete Gleichung von der Form 

p = p (l 4- c cos 6J) 
ist. I 


117. Wenn Licht von einem Punkte aus auf eine Curve 
füllt , so wird der gebrochene Strahl als die vom Fusspunkte 
in der Curve ausgehende Gerade gefunden, für welche der 
Sinus des von ihr mit der entsprechenden Normale gebildeten 
Winkels in einem constanten Verhältniss zum Sinus des Win- 
kels des einfallenden Strahls gegen die Normale ist. Die 
Enveloppe aller dieser Strahlen heisst die Brenulinie durch 
Refraction für die gegebene Curve. 
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Quetelet hat durch dcu folgenden unmittelbar evidenten 
Satz auch diese Brennlinien als Evoluten characterisiert: 
„Wenn man aus den aufeinander folgenden Punkten der 
brechenden Curve als Centren mit Radien, die zu der jedes- 
mal entsprechenden Entfernung vom leuchtenden Punkte in 
einem coustanten Verhältniss stehen, Kreise beschreibt, so 
• ist die Enveloppe derselben eine Curve, von welcher die 
Brennlinie durch Refraction die Evolute ist.“ In der That 
zeigt die Methode des Unendlichkleinen leicht, dass in Folge 
des Gesetzes der Refraction die Wachsthümer des einfallen- 
deii und des gebrochenen Strahls durch die Relation 

mdg -j- dg' = 0 

verbunden sind; daraus folgt, dass 

Vit = Vit’ 

wird, wenn mau in der Verlängerung des gebrochenen Strahls 

TR = m . OT, nt’ = m . OT 

macht , und dass daher der gebrochene Strahl normal zu dem 
Orte von It ist. Wir lügen dem geometrische Untersuchun- 
gen über die beiden interessantesten Fälle der Brennlinicn 
durch Refraction hinzu. 

1) Die llreiiiilinie durch Uctraction für eine gerade Linie. Fallt 
man ein reri>endikel von A auf die Gerade, 
verlängert dasselbe so, dass AV = VB und 
führt durch A, B und den Fiisspunkt R des 
einfallenden Strahls einen Kreis, so sei LB 
der gebrochene Strahl; dann wird offenbar der 
Winkel ALB von demselben halbiert, und es 
ist 

AL+ LB : AB =■ AL : AO 
= sin AOL : sin ALO; 

Winkel AOL ist der vom gebrochenen Strahl 
mit der Normale der Geraden gebildete Win- 
kel und ALO = B J.O = BAR der Winkel des einfallenden Str.ahles 
mit derselben Normale und es ist somit das Verh.ältniss AL-\-J^B:AB 
gegeben. Der Ort von L ist eine K.llipse, welche A und B zu Brenn- 
punkten hat und für welche LR die Normale, von welcher somit die 
Brennlinie die Evolute ist. 

2) Die Brennlinie durch Kefraction für einen Kreis. Wenn durch 
den leuchtenden Punkt A und den Einfallspunkt R ein den Radius 


Fig. 
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OR beriihrender Kreis beschrieben wird, so ist der Punkt B gegeben, 
weil OÄ . OB = OB* int. Aus ahnlicbcn Dreiecken ist RA : BB=^OA:OB ; 
CB ist ferner 


4 


Flg. 

J 

/ 


% 


\ 


% 


/ 


R A : RM ~ sin RBA : hin RB M 
und dir RBA = 1‘RA, d. Ii. dem Winkel des 
einfatlcndc« Strahls mit der Normale der Ciirve, 
und RBM= PRM, dem Winkel des gebroche- 
nen Strahls mit derselben Normale ist, so ist auclf 
RA : RM bekannt. Weil endlich 

AM ,RB-\- MB . AR = RM.AB 
ist, so sind die Distanzen q und e' des Punktes 
M von A und B durch die Kelation verbunden 


l^B 

RM 


9 + 


J?,4 

RM 


AB. 


Nun wird ein Cartesischcs Oval oder eine aplanetische Linie als der 
Ort eines Punktes definiert, dessen Kntfernungen von zwei gegebenen 
Brennpunkten durch die Relation 

mg tig' = c 

verbunden sind, und man beweist genau so wie bei den Kegelschnitten 
(„Kegelschnitte“ Art. 259.1, dass die Normale einer solchen Ciirve den 
Winkel zwischen den Brennstrahlen in zwei Theile zerlegt, deren 
Sinus im Verbältniss m : « stehen. Per Ort von M ist also ein t'ar- 
tesisches- Oval, für welches A und B die Brennpunkte sind und da 
MR normal zu diesem Orte ist, so ist die Brennlinie die Evolute dieser 
Curve *’). 

Die Ellipse in I) und das Cartesische Oval in 2) sind Curven, 
welche die gebrochenen Strahlen rechtwinklig durchschneiden; man 
nennt solche Curven sowohl für die gebrochenen als für die reflectier- 
ten Strahlen secundärc Brennlinien. 

1 18. Es bleibt übrig, kurz einiger andern Classen von Enve- 
loppen zu gedenken. Wir haben früher das Problem erwähnt, 
die Parallelcurve einer gegebenen Curve zu bestimmen. 
Dasselbe kann entweder als das Problem der Bestimmung der 
Enveloppe einer Geraden behandelt werden, die parallel der 
Tangente der Curve in fester Entfernung von derselben ist, 
also der Enveloppe von 

f/, a: + (7, 1J+ r/,0 = k£((/,^+ ; 

oder als das Problem der Be.stimmung der Enveloppe des 
Kreises von gegebenem Radius, 

(x — ay + (!/ — l>y = A’, 

dessen Mittelpunkt a, b der Gleichung der Curve genügt, 
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oder was dasselbe ist vou der Bestiniinuiig der Bt'diiiguiig, 
unter welcher dieser Kreis die Curve berührt. Das Ergebniss 
ist natürlich eine Function von In gewissen be.sonderen 
Fällen kann dieselbe in Factoren /.erfallen, wie •/.. B. die I’a- 
rallele in der Entfernung k zu einem Kreise vom Itadiu.s r 
aus zwei Kreisen von den Radien (r _]_ k) besteht. Im All- 
gemeinen ist aber eine .solche Reduetion nicht möglich und 
die beiden Tangenten in der Entfernung + k von einer Tan 
geilte der Originalcurve gehören derselben l’arallelcurve an. 
Für dieselbe ist daher die Zahl der einer gegebenen Geraden 
parallelen Tangenten doppelt so gross wie für di« Original- 
curve, d. li. !>' = 2v. Ebenso entsprechen jeder Inflexions- 
tangente der Originalcurve zwei solche Tangenten derParallel- 
curve, t' = 2t. Um die Ordnung der Parallelcurve zu finden, 
reicht es hin, in ihrer Gleichung k = 0 zu machen, weil 
diese die Glieder von höchster Dimension in der Gleichung 
nicht beeinflusst; mau findet allgemein wahr, was für Kegel- 
schnitte bekannt ist („Kegelschnitte“ Art. 348, 2.), da.ss das Re- 
sultat die zweifach gezählte Originalcurve zusammen mit den 
zwei Büscheln von v Tangenten ist, die von den Punkten 
7, J aii die Curve gehen ; die Ordnung der Parallelcurve ist 
also = 2 (fl -j- V). Es hat keine Schwierigkeit, die Modifi- 
cationen dieser Zahlen fe.stzustelleu, welche der Berührung 
der Originalcurve mit der unendlich entfernten Geraden oder 
dem Hindurcligehen durch einen der I’unkte I,J entsprechen; 
wir kommen so zu Cayley's Formeln 

/i' == 2 (ft -(- r) — 2 (f -}■ ®)> 
t =2i — — 6ft 2«, x' = 2« — 6 (f -}- ff), 
f = 2 (v — ff), ff' = 2ff. 

Die Parallelcurve und die Originalcurve haben die nämlichen 
Normalen und dieselbe Evolute, aber jede Normale der l’a- 
rallelcurve hat im Allgemeinen zwei den Wertheu ^ k ent- 
sprechende Fnaspunkte in ihr. 

Beispiel I. Man hestimmc die rarallelcurvc der Ellipse oder 
Parabel. (Vcrgl. „Kegel.whnitte“ Art. ;(18.) 

Beispiel 2. llestimme die Parallelenrvo tu xi -f yi = nF Die 
Gleichung einer Tangente ist (Art 99, S.) 

X cos qp -f- y sin qp = n sin qp cos qp ; 
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die einer Parallelen in der Entfernung A' also 

X coB ip -+• y ip = A + ® <p cos q> 
und deren Enveloppe (Art. 8.5, 3.) 

{h ( x * + ,v* — o») — 4A»}’ + {27nxv - 9A (x’ + j/*) 

— 18 o» A -f- 8 A'}» = O. 

Sie bietet (,'inen von den Fällen dar, wo die den Werthen + A ent- 
spreclienden Parallelen verschiedene Curven statt Theile dertielbcn 
Curve sind. 

Die Curve, welche der eben erhaltenen Gleichung ent- 
spricht, ist die Enveloppe einer Linie, in welcher durch zwei 
feste Gerade eine Strecke von coiistanter Länge abgeschnitten 
wird. Wenn die Geraden rechtwinklig zu einander sind, so 
erkennt man, indem man sie als Coordiiiatenaxen wühlt, un- 
mittelbar, dass die Gleichung einer Linie von der Länge a 
zwischen ihnen und dem Winkel tp zur Axe der x durch 

X sin <p y cos = a cos tp sin <p 

dargestellt ist, welche die Eiivelojtjie xj -f- y\ = «I bildet. 
Betrachten wir aber für einen Augenblick den Durchmesser 
und eine zu ihm parallele Sehne eines Kreises, so ist evident, 
dass wenn eine Linie von der Länge a an irgend einem 
Punkte einen rechten Winkel spannt, eine zu ihr parallele 
Linie im Abstand ^ a cos tp den Abschnitt a sin tp mit einem 
Paar unter dem Winkel q> geneigter, zu den rechtwinkligen 
Geraden symmetrischer Linien bildet. Daher ist die Enveloppe 
einer Geraden von der Länge a sin tp zwischen den schiefen 
Geraden eine dem Werthe k = \ a cos tp entsprechende Pa- 
rallelcurve zu der Enveloppe für die rechtwinkligen Geraden 
d. h. -iM xi iß = ai. 

119. Wenn |x g = 0 die Tangente einer in 
rechtwinkligen t'oordinaten ausgedrückten Curve darstellt, 
so ist 

l^ + yy + t + ^ViV + r]^) = 0 

eine Tangente der Parallelcurve ; ist also die gegebene Curve 
in Liuiencoordinaten ausgedrückt, so erhalten wir die der Pa- 
rallelcurve, indem wir für { den Werth £ -j- fcp substituieren. 
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für p = yOi^ -{- 7p). Ist jene Gleichung der Origiualcurve 
V = 0, so ist die der Parallelcurve 

Diese Gleichung wird von den Wurzeln befreit, indem man 
die Glieder mit ungeraden Potenzen von p auf die eine Seile 
bringt und dann quadriert; der Grad der so entstehenden 
Gleichung ist das Doppelte von dem der (Jriginalgleichung 
in Uebereinstiminung mit den schon gewonnenen Ergeb- 
nissen. 

Beibpicl 1. Man l•C8timnlu die Gluichving der I’iinillcicurve 

fit 

zu -p = I in Linionenordinaien. Die entsprechende (ileichiinj; 
der Rllipse ist 

a* V + fr* I,* « P,. 
die der Parallelcurve also 

a* S» 4- fr* = (J -f Ap)* 

oder 

{(..* - k‘) t* 4 ifr* _ fc*) ,,* _ p}» =. 4 A* (i* + >?’) P- 

Beispiel 2. Die Gleichung der Parallelcurve der Parabel 
(/• = px in Liniencoordinaten zu geben. Die cutsprechemle Gleichung 
der Parabel ist 

Pi’ = * 4t, 

die der Parallelcurve also 

. (PI* - 4{f)* = 4A:*P(P4 l’)- 

Beispiel .S. Entwickele die Gleichung der Parallelen eines 
Kreises in Liniencoordinaten. Der Kreis vom Mittelpunkt a, fr und dem 
Radius c bat die Gleichung in Liniencoordinaten („Kegelschnitte“ 
Art. 120, 3.) 

(n{ + 6,4t)’ “ c*(4*+ 

seine Parallelcurve somit 

(„4 4&,4f4Ap^t _ c*e*; 

diese Gleichung zerfällt in Factoren und giebt 

<*4 + 6)J + t + Ap = ± cp, 

welches rationalisiert die Gleichung 

(«4 + i'i + t)’ => (c ± D’ (4’ + 1 ’) 

giebt, die ein Paar von concentrischen Kreisen mit den Radien (c + k) 
darstellt, wie es sein must. 


Digitized by Google 



122 


120. Ganz so wie im letzten Beispiel ergiebt sich, dass 
für jede Curve, deren Gleichung in Liniencoordinaten von 
der Form 

+ >n = 

ist, die Parallelcurve in zwei Theile von gleicher Form mit 
dem Original zerfallt, oder dass die den Werthen + k ent- 
sprechenden Parallelen verschiedene Curven anstatt zwei 
Zweige derselben Curve sind. Denn durch die Substitution 
g -f- Ä p für f werden n und v in ganz gleicher Weise ver- 
ändert, nämlich in 

H -j- m'A'p -|- + • • ’j r -|- i/Ap -F ■ ■ und =» t>’ 

wird also zu 

(u -f- ukg -F -F • •)■ p’ = (v + v’kQ -F */'A-p* -F • •)^ 

wa.s in Factoren zerfällt , die getrennt rationalisiert werden 
können und das Resultat liefern 

{» -F u'k^Q^ H + (r’k -F v" A^p’ H )}* p^ 

= {i> -F i’"A’p’ + • • • + (ukg- -F « " A’p* -F • ■ •)}'• 

Die Gleichung, welche wir vorher für die Parallelcurve eines 
Kegelschnitts' gegeben haben, ist von der hier betrachteten 
Form und wir entneh'men daraus, dass die Parallelcurve zu 
ihr in der Entfernung A' in zwei ihr wesentlich gleiche Theile 
zerfällt, nämlich in die beiden Parallelcurveii des Kegelschnitts 
in den Entfernungen A + A", wie geometrisch evident ist. 
Für die früher erwähnte Curve xi yi — al zeigt die Form 
ihrer Gleichung in Liniencoordinaten 

( 5 ^ + ri‘) 5 ^ = ri\ 

dass ihre Parallelcurve in Factoren zerfällt; in der That ist 
die Gleichung derselben in Liniencoordinaten 

(l'^+ »lY}- 

Wenn wir für h und v die allgemeinsten Functionen ersten 
und zweiten Grades in )j, 5 nehmen, so bezeichnet 

p^ = F' 

eine Cmrve vierter Clas.se mit zwei Doppeltangenten also von 
der achten Ordnung; diese Functionen können aber so an- 
genommen werden, dass die Doppeltangenten zu stationären 
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Tangenten werden, und dass die Curve iiberdiess eine andere 
doppelte oder stationäre Tangente hat, und man kann somit 
in dieser Art die Gleichung einer Curve dritter und vierter 
Ordnung bilden, deren l’arallelcurve in Factoren zerrällt. 
Von dieser Art ist wie wir sjiäter sehen werden die Reciproke 
des Cartesischen Ovals. 

121. Wenn wir statt der rechtwinkligen Coordinaten pro- 
jectivische (vergl. „Kegelschnitte“ .^rt. 61, b4.) anwenden, so 
ist die Gleichung einer zur Geraden 

£, j-, -f -f j-j == 0 

parallelen Linie von der Form 

£,a;, -|- Ijj'j -f- + m (x, sin J Xj sin Xj siuAj)}/(S) — 0 

mit 

5 I,® + £/ + £/ — 2ij cos .4 1 — 2 £, I, cos .4, — 2 1 , cos ^ 3 ; 

wir erkennen daraus , dass die Gleichung der Parallelen einer 
Curve in Liniencoordinaten aus der Gleichung dieser Curve 
selbst in Liniencoordinaten entsteht, indem man für die £. die 
Summen £, -f- m sin A,- substituiert. Wir wissen (vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 363.), dass S == 0 die Gleichung der 
Punkte I, J in Liniencoordinaten ist und erkennen damit, 
dass für S = 0 als die Gleichung von zwei beliebigen Punk- 
ten und 

a^x^ -f- (1.^X2 -f- 0,3X3 = 0 

als die Gleichung ihrer Verbindungslinie die Enveloppe von 

|,x, -f -f I3X3 = 0 

und von 

|,x, -f- -F £ 3 X 3 -f (o,x, 4- O 3 XJ -f O 3 X 3 ) j/(S) = 0 
parallele oder vielmehr quasi -parallele Curven sind. 

122. Wir nannten in Art. 114. den Ort des Fusspunktes 
der Normale zur Tangente, die von einem gegebenen Pol 
oder Centrum ausgeht, die Fusspunktlinie der gegebenen 
Curve. Denken wir zu derselben abermals die Fusspunkt- 
curven bestimmt, etc., so entsteht eine Reihe von zweiten, 
dritten, etc. Fusspunktcurven der gegebenen Curve. Diese 
Reihe kann auch rückwärts fortgesetzt werden, indem man 
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die Curve aufsucht und als erste n e g a t i v e F u s s p u ii k t c u r v e 
bezeichnet, von welcher die gegebene Curve die Fusspunkt- 
curve ist, etc. Da.s Problem der Bestimmung der negativen 
Fusspunktcurve fordert die Bestimmung der Enveloppe einer 
Geraden , welche durch den Endpunkt des Radius vector recht- 
winklig zu demselben gezogen wird; in andern Worten, es 
fordert die Bestimmung der Enveloppe von 
Ix + t}ij = + rt‘>, 

wo I, die Gleichung der Curve befriedigen. Wir sahen so- 
eben, dass das Problem der Aufsuchung der Parallelcurve 
auf das der Bestimmung der Enveloppe von 

2ix + 2riy + lc‘ - - f = -f 

mit denselben Bedingungen zurückkommt; in der That hat 
schon Roberts bemerkt, dass diese beiden geometrischen 
Probleme auf dasselbe analytische Problem zurOckkommen, 
nämlich die Bestimmung einer Enveloppe von der Form 

und dass man aus der Gleichung der Parallelcurve die Glei- 
chung der negativen Fu.ssjiunktcurve erhält, wenn inan in 
ihr = o:’ -f" .'/* mu^dit und dann ^ x und ^ U für x und y 
einsetzt. Gewöhnlich ist jedoch das Problem der Bestimmung 
der Parallelcurve das schwierigere von beiden ; immerhin giebt 
die Methode unmittelbar die negative Fusspunktcurve der 
geraden Linie und des Kreises vom Radius a, weil die Pa- 
rallelcurve für jene eiii. Paar von äquidistanten parallelen 
Geraden und für diesen ein Paar concentrischer Kreise von 
den Radien (« + /.) ist, so dass die Gleichung der Parallel- 
curve in beiden Fällen unmittelbar gegeben ist und somit die 
der negativen Fusspunktcurven durch das angegebene Ver- 
fahren gebildet werden können. 

123. Wenn man' für irgend eine Curve in jedem von 
einem festen Ursprung oder Centrum der Inversion 0 aus- 
gehenden Radius vector OP ein Stück OF' abträgt, welches 
dem reciproken Werthe von OP gleich ist, so heisst der Ort 
von 1^ die Inverse der gegebenen Curve. Daraus erhellt, 
dass die Fusspunktcurve eurer gegebenen Curve die Inverse 
ihrer reciproken Polare und dass die erste negative Fusspunkt- 
curve die rcciproke Polare ihrer Inversen ist, vorausgesetzt, 
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dass diese reciproken Polaren in Bezug auf einen aus dem 
Centrum der Inversion beschriebenen Kreis gebildet sind. 

Es unterliegt keiner Schwierigkeit, durch eine mit der 
in den andern Fällen angewendeten sehr ähnliche Schluss- 
weise die Charactere der inversen Curve einer gegebenen 
Originalcurve zu bestimmen, somit auch die Charactere der 
Fusspunktcurve und der negativen Fusspunktcurve; es er- 
scheint als hinreichend, die Resultate der Untersuchung mit- 
zutheilen. Wir gebrauchen f und a, um dadurch wie frQher 
auszudrücken respective, wie viel mal die Curve durch einen 
der Punkte I oder J geht, und wie viel mal sie die Gerade 
JJ berührt; wir bezeichnen durch f*, o* die reciproken Sin- 
gularitäten, nämlich die Zahl von Berührungen einer Curve 
mit einer der Geraden Ol oder OJ und die Vielfachheit des 
Hindurchgehens durch den Ursprung 0; ferner durch und 
9T, die Zahl der zusammenfallenden Tangenten für einen viel- 
fachen Punkt in 0 oder in I oder J, so dass z. B. = l 
wäre, falls der Ursprung eine Spitze ist; endlich durch x* 
’ und X* die reciproken Singularitäten. Dann erhalten wir 
für die inverse Curve 

fi'= 2n — i — a*, v'= V -f- 2(t — 2 (f -1- o*) — (*•+ ö) + (zr„+a,), 
t'=2/t — £ — 2ö*, a'=Xo, t*'—Xj, a*'=(i — f, 

• Xo'= a, Xi — £*; 

für die Fusspunktcurve 

ft'= 2» — — a , v= ft -j- 2v — 2 — (ö*+e) + 

t' = 2 V — 2 a — £*, o' ■= X*, t*' = X*, a*'= v — t*, 

»/= 0*, 3t/= f; 
endlich für die negative Fusspunktcurve 

ft'= V + 2ft - 2 (£ + a*) - (£*+ o) + «. + JT. , 

v'-= 2fi £ — fl*, £'= Xi, ö'= ft — £, 

£*'-=2fi — £ — 2a*, a*'==Xo, xö=a, x,'=t*: 

Beispiel 1. Mao bestimme die negative Fusspunktcurve der 
Parabel für den Brennpunkt als Pol, oder was dasselbe ist, ihre Brenn- 
linie durch Beflezion für Strahlen, welclle der Axe parallel sind. 

Sei die Uleichung 

y* = 4 (»« X m*) , 
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ao kann jt-der Punkt diT Curve dargoattdlt werden durch 
,T -p m = , y = 2 i »I 

und die Gleichung Jx + »jy = S* + r;* wird 

(i* — 1) X + 2iy = (i* + !)• ni. 

Die Invarianten dieser in t biquadratiachen Form sind 

S = 3 (x + 4 m)', T = (x -)- 4 m)’ — 54 vi (x* -f y') ; 

die Diacriminaute ti’ — 27 '/'• wird daher durch x* -f y* theilbar und 
giebt die Gleichung 

(x + 4rn)’ = 27 m (x* + y*). 

Dieselbe ist der Gleichung iii Polar^oordinaten cos ) <o = »il äqui- 
valent, *u welcher man auf anderem Wege gelangen konnte, weil aua 
Art. 95. unmittelbar folgt, dass für eine Curve, deren Gleichung in die 
Form p”* = a'" coa m CO gebracht werden kann, die Gleichungen der 
Fuaapunktcurve und der negativen Fuaapunktcurve von derselben Form 
... m , m 

aiud , indem nur m reapecbve in -j- und ubergeht. Ka mag 

1 frt 1 Wl 

angemerkt werden, dass die Gleichung der Tangenb’ einer Parallel- 
curve zu dieser Curve 

(i* - 1) X -P 2ty = (i» -P 1)> m -P (i' -P 1) k 

ist und dass dieselbe eine Knveloppe füntter Ordnung erzeugt, bei 
welcher die den Wertlien + k entsprechenden Curven verschieden sind. 
So sind im Allgemeinen die Parallelcurven unicursal für Curven, deren 
Tangente die Gleichungsform 

(i‘ - l)x-P2iy = <pU) 

hat. Nehmen wir z. B. (t) = mi’, so erhalten wir eine Curve dritter 
Classe und vierter Ordnung, welche durch die unendlich ferne Gerade 
berührt wird und die Punkte /, J enthält. 

Beispiel 2. Die negative Fusspunktcurve für die Kllipse 

^ zu bestimmen, wenn der Pol im Centrum derselben 

a» ^ 6* 

liegt. Setzen wir für die Coordinaten eines Punktes der Ellipse wie 
gewönlich a cos <p und h sin <p, so gilt es, die Plnveloppe der Geraden 

«X cos qp -p 6y sin qp = o*cos’ qp -p 5* sin’qp. 

•=■ i (“’ + + !(“*“ 2qp 

zu besümmen. Setzen wir 

(o* -p ft*) = w , p (o* — ft*j = « 
so wird die Euveloppe nach Art. 85. 

{3 (a»x* -P ft*y*) — 4 (w* -P 3«*)}* 

-p |9 (m — 3«) a’X* “p 9 («I -p 3«) ft*y* — 8m (_m* 9«*)J * = 0'*). 
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Huispiel 3. Man bestimme Jie negative Kiisspuuktcurve der 
Ellipse für den Pol im Hrenupunkt, Das vom Brennpunkt aus ge- 
messene X ist c -t- o COS9 und der Breimstralil a c cos^; es ist also 
die Enveloppe von 

X (c a cos (p) yff sin ip = (a c cos ip)* 

SU bestimmen, oder von 

f* cos 2<p -f- « (-ic — 2x) cos tp — 2 liy sin ip + (2u* -f- c* — 2cx) = 0 ; 
sie ist durch 

{sb» (X» -f- y») — (2W -f- cx)*}’ 

-f |9b* (tt* — cx -f- 2c*) (x* y’) — (2b* -|- cx)’|* — 0 

dargestellt, welche Uleichung in entwickelter Form den Factor (x*-|-y*) 
absusondern gestattet und somit eine L'urve vierter Ordnung reprä- 
sentiert, die die Geraden x’ -f- ;/* = 0 zu stationären Tangenten hat. 
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Viertes Kapitel. 

Metrische Eigenschaften der Cnrven. 

124. Die wichtigeren metrischen Eigenschaften der Curven 
sollen in diesem Kapitel entwickelt werden. Zur Unter- 
suchung solcher Eigenschaften benutzt man am besten die 
rechtwinkligen Cartesischen Coordiuatcii , weil wir (vergl. 
Art. 35.) durch die Substitution von p cos 6 und q sin 6 fflr 
X und y aus der Gleichung unmittelbar die Längen der Seg- 
mente erhalten, welche von der Curve in irgend einer durch 
den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden Geraden be- 
stimmt werden; also auch in jeder beliebigen Geraden, weil 
durch Coordinaten -Transformation jeder Punkt zum Anfangs- 
punkt gemacht werden kann. 

Daraus entspringt zunächst der Satz von Newton: Wenn 
man durch einen Punkt 0 zwei Sehnen zieht, die 
eine Curve »»'"Ordnung in den Punkten 

■^ 1 » • • •> > ^1 > ^ 2 » • • •> 
respective schneiden, so ist das Verhältniss 
oj{, . OIU ■ . . OÄ, 

der Producte der Abschnitte in der einen und der 
andern Geraden constant für alle Lagen des Punk- 
tes O, bei unveränderter Richtung der Transver- 
salen '"). (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn aus der 
'Polargleichuiig der Curve (Art. 36.) folgt, dass das Product 
aller Werthe des Radius vector in einer durch den Anfangs- 
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punkt geliPiulHn iin<I unter clem Winkel 0 zur Axe der r. ge- 
neigten tieraden 

== - 

1’ cos" e -j- cos" ‘ ö sin 0 -f- • • ■ ’ 

ist, und dass das entsprecln'iide Produet für eine andere unter 
0' zur Axe der x geneigte Gerade den Werth 

_ _ 

V cos" 6” -p ^ cos"~‘ 6' sin 0' -p • • • ’ 
dass also das Verlniltniss beider durch den nruch 
1‘ cos" 0 -p cos"~' 0 sin -p ■ - ^ 

1' cos" 0" -p y cos"’“* 0’ sin 0' -p • • ■ 

ausgedrückt wird. Durch eine Transformation Curtesischer 
Coordinaten zu parallelen Axen xverden aber die Coefficienten 
der höchsten Potenzen der Veränderlichen in der Gleichung 
und also nucli das geschriebene Verhältuiss nicht geändert. 
(Vergl. „ Kegelschnitte“ .Art. 9.).) Wir können denselben 
Satz auch so aussprechen: Wenn durch zwei feste Punkte 
O, 0' parallele Transversalen zu einer Curve 
Ordnung gezogen werden, so ist das Verhältuiss 
der Segmentenjiroducte 

<)li^ .011, (>': it ; . O lt; . . . 

constant, welches auch die Richtung der Trans- 
versalen sein mag. („Kegelschnitte“ Art. 111.) Denn 
für A' als das absolute Glied der Gleichung der Curve nach 
der Verlegung des Anfangspunktes der (,'oordinaten von O 
nach O' ist das zweite Product 

_ 

““ V cos" 0 + ■ ■ ■ ’ 

so dijss das Verhültniss der Producte der Segmente = A : A' 
und somit unabhängig von 0 wird. 

Man weiss ferner (vcrgl. „Kegelschnitte“ Art. 9.'5.), 
«lass das neue absolute Glied «las Uesulüit tlcr Substitution 
<ler Coordinaten des neuen Anfangspunktes (/ in die tllei- 
chung der Curve ist und sieht daher, dass d.as Resultat einer 
solchen Substitution immer dem P*roduct der Segmente pro- 
portional ist, die von der Curve iu einer durch 0 in ge- 

Salmoiif HOhrri 
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geheiior liiehtuii" gozo<ronoii (loriulon abgesrliiiiUüii wpnloii. 
(Vergl. „Kcgolsclinitte“ Arl. 291.) 

125. Aus dem vorigen S.atze ergiebt sich der von Carnot , 
von welchem ein Sjiecialfall gegeben ist „Kegelschnitte“ 
Art. .327. Jede Seite eines Polygons ABC . . . schneide eine 
Curve »(''■' Ordnung in » reellen Pünkten, und seien durch 
\B), (11)' die Prodiicte der n von li ausgemessenen Segmente 
bezeichnet, die die Curve so .auf den Seiten IW, I>A be- 
stimmt, so ist 

{Ay. (isy. {cy. {jyy . . . = \a) . yi) /(C) . v >) . . . 

Denn für Radien vedoren, die durch einen beliebigen 
Punkt parallel zu den Seiten des Polygons gezogen werden, 
gelten, wenn wir ihre Segmentenj>roductc in analoger Wei.ee 
durch («), (Ji), (r), . . . bezeichnen, ohne Rücksicht auf die 
\'orzeicben die Rerationen 

\li) ■. Uly ^ '(C):(C/ = (/0:(c), 

\1)) : (/>)' = (c) : 00, etc. 

und die Verbindung dersellien zum Product beweist den an.s- 
gesprocheneu S.atz. 

12fi. Bei der Anwendung des ( ‘arnot’schen Salzes ist auf 
die Vorzeichen der Producte sorgfältig zu achten , um Zwei- 
deutigkeiten zu vernieiilen. Betrachten wir die Segmente in 
der Linie All, so ist (/!)' das Product von n im Sinne von 
.1 nach Jl gemessenen Segmenten imd '(Z>) d.as Product von 
gleichfalls n im Sinne von Jl nach A gemessenen Segmenten, 
sodass nach der Regel der Zeichen (vergl. ,, Kegelschnitte“ 
Art. G., 7.) jedes Segment der letzteren Cruppe als von ent- 
gegengesetztem Zcicheli zu jedem der erstem zu betrachten 
ist und .also wenn wir dem Product (yl)' das Zeichen -|- geben, 
<1.08 Product '{Jl) diis Zeichen ( — )" erhalten muss, d. i. -[- für 
gerade und — für ungerade w. Ist dann Je die Seitenanzahl 
des Polygons, so muss die Gleichung des letzten Artikels, 
in der jede Seil«’ aus J; Factoren wie (.-!)' oder '(yl) besteht, 
in der Form 

(yi)'. {Jiy. (cy . . . = (-)"*■ '(^1) .yi) .'(co .... 

geschrieben werden, d. h. die rechte Seite hat für (hirven 
von gerader Onlnnngszahl und für Polygon«; von g«;r.ader 
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Seiteiizalil ilas Zeichen -|- und erhält das Zeidien — , wenn 
beide Zahlen ungerade sind •“). 

Ueispiul 1. Eine gerade Linie schneid*' die Seiten eines Drei- 
ecks AB, BC, CA in den Punkten C, A‘, B‘ , dann ist 
A(r . BA CB = — AB’ . BC . CA 
(„Kegelschnitte“ Art. 42.) und d.os iCeichen sagt ans, dass eine Gerade^ 
welche zwei Seiten des Dreiecks zwischen ihn-n Endpunkten schneidet, 
die dritte Suite ausserhalb schneiden innss. Wenn die Linimi AA, 
J!B‘, ('('*' durch einen Punkt g*dien, fo wird die Relation 
AC‘’ . BA . CB’ = + AB’ . BC^' . CA 
erfüllt („Kegelschnitte“ Art. 4.'J.) und die Gerade AB wird in den 
Punkten C und ('*' harmonisch getheilU , 

IJeispiel 2. Die Seiten di‘S Drei*‘cks werdi'u von i'inein Kegid- 
sehnitt in den Punkten A', B’, C beriihrt, wenn nach ('arnot’s ’l'henrem 
A C» . BA* . CB’* = -f A B* . B C* . CA* 

und daher 

A (f .BA . CB' ±AB' . BC .CA 
ist, wo das obere Zeichen dadurch ausgeschlossen ist, da.ss eine gera*le 
Linie nicht drei Punkte mit einem Kegidschnitt gemein haben kann. 
Damit sagt aber der Satz ans, dass die Verbindungslinien der Ecken 
des Dreiecks mit den lierührungspimklen der Gegenseiten sich in einem 
Punkte schneiden. 

Beispiel .3. Wenn A', B‘, C Inflexionspankte einer Curve 
dritter Ordnung mit den Tangenten BC, CA, AB simi, so sagt der 
Camot'fche Satz, d.ass 

A C* . BA* . CB* =. —AB’* . BC* . CA* 
sein muss, oder n.aeh der einzigen reellen Wurzel 

A C . BA . CB’ ^ — AB’ . BC . CA, 
d. h. wenn eine Curve dritter (frdnung drei reelle I nflexions- 
pnnkte hat, so liegen dieselben immer in einer geraden 
Linie. Daher kann eine Curve dritter Ordnung überhaupt nur drei 
reelle Inflexionspunkte haben, weil, falls sie deren mehrere Initto, 
dieser Satz für alle die l-age in derselben Geraden fordern würde, 
wührend doch eine Gerade eine Curve dritter Ordnung eben nur drei- 
mal schneiden kann. 

Derselbe Schluss beweist übrigens, dass drei reelle Punkte einer 
Curve von iinger.ader Ordnung «, in deren jedem die Tangente ii 
Punkto mit der Curve gemein hätte, immer in einer geraden Linie 
liegen müssen. 

Beispiel 4. Wenn in einer Curve vierter Ordnung drei Doppel- 
tangenten AB, BC, CA mit den Berührungspniikten 
C, C-, A, A'-, B’, B ”, 

9* 
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betrachtet werden, so ist 

AC‘*.AC"^. HA'f.I{A"KCJlt.Cjn = Alf\Aß\ JKf. 
oder 

AC. A(r\ BÄ. BA". CB’. ÜB’’ = + AB’. AB”. BC . BC”. CA'. CA". 

Dicss j^iebt mit Iliicksiclit auf das doppelte Vorzeichen den Satz: Für 
drei Itoppcltangenten einer Cnrve vierter Ordnung geht der Kegel- 
schnitt, welcher fünf ihrer Berührungspunkte enthält, entweder auch 
durch den sechsten Berührungspunkt oder durch den ihm in der be- 
treffenden Seite des Dreiecks der Doppeltangenten harmonisch conju- 
gierten Punkt, Somit giebt es zwei verschiedene Arten von Triaden 
iler Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung, die diese geome- 
trischen Kennzeichen von einander trennen. 

127. Es giebt besondere Fälle, in denen der C'nrnot'sche 
Salz eine Modification verlangt. Zuerst, wenn eine der Ecken 
des Polygons z. B. A unendlicli fern wäre, oder zwei Nach- 
barseiten desselben j)nrallol, so ist in der Grenze (A)' = '(,4) 
uncl somit die (ileiehung des Carnot sehen Satzes 

(/;)'. (C )' . . . . = '{j{) .\c ) .... 

Wenn zweitens eine der Ecken z. B. A in der Curve läge, 
so wilnle einer der n Factoren in jedem der Prodnete (A)' 
und '(.I) verschwinden: wir können aber, wegen 

A R : A II' = sin IIR'A : sin R'RA , 

für das Verhältniss dieser verschwindendeti Factoren das Ver- 
hältniss der siuus der Winkel setzen, welche die Seiten des 
l'olygons in A mit der Tangente der Curve in A machen, 
so dass die Carnot'sche Formel wird 

(,'iy. (/>)'. {(J) . . . : sin « = '{A) .'(,11) - '{C) . . . : sin 

wo nun (Ay und '{A) nur je (•« — 1) Factoren haben, und 
ß, ß' die Winkel bezeichnen, welche die Seiten der Gemden, 
in denen (A)' und '(A) respective gemessen sind, mit der 
Tangente in A machen. In dieser Art folgt z. B. der Satz: 
„Wenn ein Polygon einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, 
so ist das stetige Product der .siuus der Winkel, welche die 
Seiten desselben mit der Kegelschnittstangente am jedes- 
maligen rechten Ende bilden , gleich dem Product der siuus 
der W’inkel, welche sie mit der Tangente am linken Ende 
ei lisch liessen. 


Digitized by Googl 


K5:’> 

128. NVi'uii in* einer geruileii Linie » l’unkte liegen, so 
nennt man denjenigen Punkt in ihr, für welchen die alge- 
braische Summe seiner Entfernungen von ihnen verschwindet, 
das Centrum der mittleru Entfernung der gegebenen Punkte. 
Ist die Entfernung des Centrums von irgend einem gegebenen 
Punkte 0 der Linie ;/ und sind die Entfernungen desselben 
Punktes 0 von den n angenommenen Punkten 

2/w ■ ■ ■> !/-» 

so sind die Entfernungen des Centrums von den ii Punkten 

V-Ht; ,•!/ — '/« 

und die durch die Dtdinition gegel)ene llediiigung ist 

^ in — //i) = = 5! O/i); 

d. h. die Entfernung eines iingenoiiiineneji Punktes vom Cen- 
trum ist gleich der durch die Zahl der l’unkte dividierten 
Summe seiner Entfernungen von den gegebenen Punkten oder 
gleich der mittleren Entfernung des angenommenen 
Punktes von den letzteren. So ist für zwei Punkte das Cen- 
trnm der mittlern Entfernungen der Mittelpunkt der von 
ihnen begrenzten Strecke und die Entfernung jedes Punktes 
von ihm ist gleich der halben Summe seiner Entfernungen 
von den beiden Punkten der Gruppe. 

Die wohlbekannten Eigenschaften der Durchmesser der 
Kegelschnitte wurden in dem hierdurch begründeten Sinne von 
Newton”) im folgenden für alle algebraischen Curven gül- 
tigen Satze erweitert: Wenn man eine Curve Ord- 
nung durch ein System von Parallelen schneidet 
und in jeder derselben das Centrum der mittlern 
Entfernungen ihrer n Schnittpunkte mit der Curve 
bestimmt, so ist der Ort dieses Centrums eine 
gerade Linie, welche als der dem gegebenen System 
paralleler Sehnen entsprechende der Richtung 
desselben conjugierte Durchmesser bezeichnet 
werden kann. Wir benutzen zum Beweis die in dem spe- 
ciellen Falle der Kegelschnitte angeweudete Methode (vergl. 
„Kegelschnitte“ Art. 100.). Der Anfangspunkt der Coordi- 
naten ist das Centrum der mittlern Entfernungen für eine 
Sehne unter dem Winkel 0 zur .\xe der x, wenn 0 so be- 
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stininit ist, dass dunli die dem Uebergniig zu I’olarcoordi- 
iiatcii eiitsprceheiidc Sulistitutiuii p cos 6, p siu 0 oiler iiii 
Falle scliiefwiiikliger Axcii »«p, «p f’iir x und ij der Coel'- 
licient vou p"^‘ verschwindet. Wir suchen dann die Be- 
dingung auf, unter welcher ein anderer Punkt x' y das Ceu- 
truin der mittlern Entfernungen für eine zur vorigen parallele 
Sehne ist, indem wir zu neuen Axen durch diesen Punkt 
x’ y und parallel zu den alten transformieren ; der neue Coef- 
ticient von p""‘ muss für densell^en Werth von 0 ver- 
schwinden. Wenn aber die Gleichung fj=0 zu parallelen 
.\xcn durch die Sulislitulion 


^ + ^', !/ + 


für X und y Irajisformiert wird, so wird sie 


+ i (x ■ 


<nir 

i/j» 


,r , . <u: , . .;/• 

^ rx^y dl, 

, . d*r , . d^i 

+ “ y dxdy + y d,j 


:)+ • 


• ^ 0; 


hier enihalton nur die drei ersten (llieder die Variabein in 
der (» — 1)1''" Potenz und weil in diesen Gliedern x', y nur 
im ersten Grade vorkommt, so muss der fragliche Ort eine 
gerade Linie sein. Ihre Gleichung ist 


(ta'"' 




^y ^- 


wenn wir in für x und y entweder cos 0 und sin 0 

oder m und n substituiert denken. 

129. Newton hat auch bemerkt, dass der nämliche Punkt 
da-s Centrum der mittleren Entfernungen in einer Geraden 
ist für das Hystem ihrer Schnittpunkte mit der Curve und 
für das ihrer Schnittpunkte mit den Asymptoten derselben, 
und divss daher die algebraische Summe der Abschnitte zwi- 
schen der Curve und ihren Asymptoten gleich Null ist — 
auch die Erweiterung eines wohlbekannten Satzes (,, Kegel- 
schnitte“ Art. 20.').). Diu Wahrheit derselben folgt aus der 
im letzten Artikel gegebenen Gleichung eines Durchmessers 
und aus Art. ö2., wonach die Glieder if*"* und n'" in der 
Gleichung der Curve und der Gleichung ihrer Asym[»toten 
überciiistimmen. 
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l.'KI. Wir können in iiniilo;;cr Weise den Ort eines l’unk- 
tes suchen, für welclien die Summe der Producte in Paaren 
Noll ist für die in gegebener Kichtung gemessenen Abschnitte 
zwischen ihm und der Curve. Der Anfangspunkt der Coor- 
diuaten ist ein solcher Punkt, wenn der Cceflicient von 
für den gegebenen W^erth von 0 verschwindet; der Ort sol- 
cher Punkte wird also wie in Art. 128. gefunden, indem man 
untersucht, welche Kelatiun zwischen x' und i/' stattfinden 
muss, damit der (.'oeffieioiit von in der transformierten 
Gleiehung verschwindet. Weil aber die Glieder (/* — 2)'''" 
Grades in x und i/ keine höheren als die zweiten Potenzen 
von X und tj enthalten, so ist der fragliche Ort ein Kegel- 
schnitt, den wir den l)ia ni e t ra 1 k egel sehn i 1 1 neunen 
wollen. Heine Gleichung ist 



, d»'"“" . d,.'— " 


d'u*“’ 
d, 


dy 




0 


wenn wir in etc. cos 0 und sin 0 für x und y substi- 

tuiert denken. Wenn die Entfernungen irgend eines Punktes 
vom Diametralkegelschnitt durch y und von der,Curve durch 
U\t !/.»>••• bezeichnet sind, so haljeu wir nach der Deli- 
natiou 


5^ (y — //i) (y - Vt) = 

eine Humine von so viel Gliedern als Gombinationen zu 
zweien zwischen n Dingen, also von \ n (u — 1) Gliedern. 
Denken wir dieselbe entwickelt und nach Potenzen von y ge- 
ordnet, so ist der Goefficient von y- eben gleich n {n — 1); 
der Goefficient von y besteht dann aus \ n {n — 1) Gliedern 
von der Form — (y, -j- y,) und muss .somit, weil er in den 
n Grössen »/|, >fj, . . . symmetrisch sein muss, durch 
- (« - 1) Z {y) 
dargestcllt sein. Es ist also 

(y — .Vi) (y - Ui) 

= i » (»* — 1) y- — (h — 1) f/ Z (I/,) -f- Z {y^ y,) = 0. 

Diese (|uadratische Gleichung giebt die Entfernungen 
eines beliebigen Punktes vom Diametralkegelschnitt, wenn 
wir seine Entfernungen von der Gurve wissen. Das ^ n (n — 1) 


Digitized by Google 



i:?t; 

fadic «lif.si-.s l’niiluds ist f'lridi I (»/, il. li. das rroduct 
der Entfern II 11 *; eil vom l)ianietrulke''elsehiiitl ist 
ffleicli dem mittleni Product der Distanzen von 
derCurvc in Paaren, weil ja die Zahl der Producte dieser 

Art ebenfalls | w (n — 1) ist. Die Summe der Entfernungen 

*1 

vom Diamelralkegdsdinitt ist gleich ^ Z (//). Die mittlere 

Entfernung ist daher für beide (hirven dieselbe, weil in dem 
einen Falle zwei, im ainlern n Distanzen auftreten; die bei- 
den Curven halien also denselben Durchmesser.' 

131. Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass eine Ciirve 
«'■■'Ordnung krummlinige Iturchmesscr von Jeder Ord- 
nung bis zur (« -• 1)'"’ haben kann. Der Ort eines l’uiiktes, 
für welchen die Summe der Producte zu dreien Null ist für 
die in gegebener Uichtung gemessenen Distanzen von der 
Purve wird z. B. gefunden, indem man den (’oefHcienteii 
von p" ^ in der transformierten Gleichung gleich Null setzt. 
Wir finden ebenso wie vorher, dass 

^ (tl — //i) ('/ — (.'/ — 2 / 3 ) = i H Ot — 1) (« — 2) if 

- 5 (« — 1 ) (» — 2) //••■ I (y,) + (n - 2) y I (y, y ,) — Z (y, y, y.,) 

ist und erkifiiiicn, da.ss die Curve und ihr tubischer Durch- 
messer dieselbe mittlere Entfern 11 11 g, dasselbe mittlere Product 
in I’aaren und da.sselbe mittlere Product zu dreien für die 
Entfernungen haben. Ebenso für Durchmesser höherer Ord- 
nungen. Die folgenden Betrachtungen werden über diese 
krummlinigen Durchmesser weiteres Licht geben. 

132. Zunächst fügen wir dem von den Durchmessern 
gesagten einiges von den Centren an. Wenn alle Glieder 
vom Grade (m - 1) in «ler Gleichung verschwinden, so ver- 
schwindet die algebraische »Summe aller Badien vectoren 
durch den Anfangs{iunkt der Coordinaten und man könnte 
denselben in diesem »Sinne als ein Centrum beneiiiien. Man 
wendet jedoch die Benennung Centrum gewöhnlich nur auf 
den Fall an, wo jedem Werthe des Radius vector ein gleicher 
und entgcgeiigesetztcr Werth entspricht. In diesem Falle 
muss die zu Polarcoordiiiateii transformierte Gleichung eine 
Function von p- sein. Ist die Curve also von gerader Ord- 
nung.szahl, so kann ihre Gleichung in x und y für das Cen- 
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triiiii !iis Aiifiiiif'.siiiiiikt kfiiH! der iiiigiTudeii l’uluiizen der 
Varial)elii eiitlialteii und iiius.s von der Form 
«<"' + «'« + «"' H 0 

sein. Jst die Curve aber von ungerader Ordnungszahl, so 
muss ihre Polargleichung durch Division mit p auf eine 
Function von p’ reducierbar sein, und die (Jleicliung in x 
und fl kann keine der geraden Potenzen der V'eränderliclien 
enthalten und muss die Form 


„(1) -j- „(3) 4- „(^) -j = 0 

haben. Diese Form zeigt, dass das Ceiitrum einer Curve von 
ungeracler Ordnung nothwendig ein liille.\ionsjiunkt sein 
muss. 

Ks ist olfeiilcar, da.ss eine Curve von höherer als der 
zweiten Ordnung nur ausnahiuswei.se ein Centrum haben 
kann, weil es im Allgemeinen nicht möglich ist, durch 
Transformation der Coordinaten so viele Olieder aus der 
tileichung der Curve zu entfernen, wie zu ihrer Heduction 
auf eine der olcigeu Formen erforderlich wäre. 

13.‘5. Von Cotes rührt der wichtige Satz her; Wenn in 
jedem durch einen festen Punkt 0 gehenden Ka- 
dius vector der Curve ein Punkt 11 so bestimmt 
wird, das s 


1 

Olt ~ O H, 


+ 


Oli, 


+ 


I 

Olt, 


+ ••• 


ist, so ist der Ort von R eine gerade Linie Denn 
für 0 als Anfangsjiuukt der Coordin.'iten ist die Pestimniungs- 
gleichung der n Kadien vectoren von der Form 

A -}" (^’ ^ sinö) 1^, 

e" e 

-f- (J) cos'-'ö -j- K cos 0 sin 0 + -f'’ sin'^0) ‘ ‘ » 

und somit 

M It CO8 0 4" C «ill0 

Olt ^ 


oder mit Wiederherstellung der x und »/ 

Jix C>j uA = <>. 

Diess ist die in Art. GO. für die Polargerade A des Aufaugs- 
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{•uiiktes fferiiiidene (ileitliimg uiiil die eben bewiesene Eiyen- 
scliaft ist die Erweiterung der wulilbekunnten lianiiunischeu 
Eigenschaft von Pole und l'olare bei Kegelschnitten. (W*rgl. 
„Kegelschnitte“ Art. lOS.) 

131. Man begründet dieselbe Eigeiisclial't durch eine Me- 
thode, dje tler in „Kegelsclinitle “ Art. 124. angewendeten 
analog ist, auch ohne den Punkt O zuni Anfangs|)unkt der 
Coordinaten zu machen. Wir sahen in Art. 63., dass für 
zwei Punkte 0 oder xi und li oder Xi die (.lleichung A = 0 
(Hier 


A- U’ 1 A f/' -f ^ k’ L” H 0. 

die Verbilltnisse : 0 11^ , . . . . bestininit, nach welchen 

die Verbindungslinie dieser zwei Punkte durch die Purve ge- 
theilt wird. Aus der Theorie der Gleichungen folgt daun, 
diLss A W = 0 die Bedingung ausdrückt, unter welcher die 
Simiiiie der Wurzeln der Gleichung A = f) verschwindet, d. h. 
dass A U' = !• den Ort eines Punktes 11 darstellt, für welchen 


nu, , Uli, _ 

OJi, ' OH,' ~ ^ 

ist. Indem man 7i’ 7f, durch (07i, — 0 7i) ersetzt , wird diese 
Gleichung in 


’* = ' + ' +••• 

oll OH, ' OH, ~ 


übergelulirt. 

IS."). Man erkennt in gleicher Art, dass der Polar-Kegel- 
Ü der Ort eines Punktes ist, für den 
fHH, . HH,X _ 

^ \Ol{^ OliJ ^ 

^ (üA’ ~ Oll) ioH ~ Oll) 

ist, und älinlich für die Polarcurven höherer Ordnungeu. Die 
Polarcurve Ordnung besitzt die Eigenschaften 


schnitt A^U' 
oder 


Z — 

H OH 


— I ' 
k ^ OH' 


1 . 2 
k{k- 


j; __ 

\) OH,'. OH,- ’ 


’ n {n — \)^ OR,.OH, 

v * 

« (Vl — 1) (n — 2) 

1 


__ L.1: j; 

~ k (k ~ l) (k — 2) OH,' . OH,' . OH 


OH , . OH, . OH, 
, etc. 


wo wir mit O li einen Radius vector der Curve und mit Oli* 
einen der Polarcurve bezeichnet haben. 
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136. Wenn der I’unkt 0 ein imemllicli ferner l’unkt ist, 
SU können die vun ihm ans gemessenen Entfernungen als im 
Verhrdtniss Eins zu einander stehend und die Nenner der 

Hriiehc einander gleich l)etraelitet werden. 

Die (ileiehung Z —6, welche die Eigenschaft der l’ular- 

linie ausdrückt, reduciert sich dann auf Z {UH,) — d. h. 
die Summe der Abschnitte zwischen der Polare und der Curve 
in allen den nach 0 gehenden parallelen Seimen verschwin- 
det. D i e P o I a r 1 i 11 i e e i u e s u n e n d I i e h f e r n c ii P u n k t c s 
ist der Durchmesser des Systems paralleler Seh- 
nen, welche denselben zur Itichtiing haben. 

Die Uleichiing Z ~ ** Pularkegelschnitts 

reduciert siclr für einen unendlich fernen Punkt 0 auf 

z{iin, . Ji/g = 0 

oder 

Z (.D II - Oll,) {Olt — OIL) = n, 

die Gleichung, welche nach Art. den Diametralkegel- 
schnitt bestimnit. Und so ist allgemein der krumm- 
linige Durchmesser irgendeiner Ordnung mit der 
Polarcurve derselben Ordnung identisch, für 
welche die Itichtung des Systems )>uralleler Seh. 
neu, dem der Durchmesser entspricht, der Pol ist. 

137. Mac Uauriii hat^^) einen Satz gegeben, welcher die 
Erweiterung des Satzes von Newton in Art. 129. ist: Wenn 
man durch einen Punkt 0 eine gerade Linie zieht, 
die die Curve in MPiiiikten schneidet, so werden 
die Tangenten der Curve in diesen Punkten in 
Punkten Ii,*, ii.,*, . . . so geschnitten, dass sie mit 
den Schnittpunkten ii,, ii,, . . . derselben Geraden 

mit der Curve der Relation Z = Z genügen. 

138. Man weiss, dass das Centruin eines Kegelschnitts 
als der l’ol der unendlich fernen Geraden in Jlezug auf den- 
selben zu betrachten ist und Ijenierkt sofort , dass für Curven 
höherer Ordnungen, als in denen jeder geraden Linie fn— 1)* 
Pole entsjirecheu (Art. 61.), ein einzelner Punkt von der lie- 
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deutiiiig ilfs Ceiitruiiis l'ür einen Kegelsdmitt niclit exislieit. 
Es orgieht sich aber ein solcher für Curven höherer C’lassen, 
d. h. wenn man die vorhergehenden Untersuchungen, wie sie 
offenbar zu thun gestatten, auf Liniencoordinateu auwendet. 
Dann ergiebt sich für jede Gerade ein Pol, eine Polarcurve 
zweiter, dritter, etc. Glasse bis zu einer Polarcurve (« — !)"''■ 
Cla.sse aufwärts, die von den n Tangenten der üriginalcurve 
in ihren Schnittpunkten mit der Geradeji berührt wird. Wir 
finden also bei der Untersuchung in Liniencoordinateu auch 
als den Pol der unendlich fernen Geraden einen einzigen be- 
stiininfen Punkt. Untersuchen wir nun die metrischen Eigen- 
schaflen des Pols einer Geraden in diesem Sinne und insbe- 
sondere des Pols der unendlich fernen Geraden. Wir be- 
nutzen das System des Art. 1!)., in welchem die Coordinaten 
I; einer geraden Liuie den Perpendikeln proportional sind, 
die vt>n drei festen J’unkten auf sic gefällt werden; dann 
bezeichnet offeyibar / : m das Verhältniss der Sinus der Win- 
kel , in welche die Gerade 

Hi 4 - »‘ 6 /> Hi + »Hi 

den Winkel Hieilt, den die Geraden 

I, und I,', i/, i; 

mit einander bilden. Die der Gleichung A — 0 entsprechende 
Gleichung bestimmt das Verhältniss der Sinus der Theile, in 
welche jener Winkel durch jede der Tangenten zerlegt wird, 
die man von seinem Scheitel an die Curve Classe ziehen 
kann. Und wie in Art. 134. besitzt der Pol R einer Geraden 
die Eigenschaft 

_ /sin 1{I'11,\ 

^ Vsiii ~ > 

für P als einen veränderlichen, 0 als einen festen Punkt der 
gegebenen Geraden und P,, R .,, ... als die Berührungspunkte 
der von ihm ausgehenden Tangenten. So ist z. B. für eine 
Ciii ve zweiter Classe diese Belation 

»in . nin7/i’7i’, 

siiTTTTJ'O + sin 77, 7' 0 ~ ' 

d. h. wenn man von einem Punkte P in der festen Geraden 
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Or Tangenten PJfj, PH-, an den Kegelschnitt und sixlann 
die Gerade Vll so zieht, dass JP. 0 iJ, B ein harmo- 
nisches Büschel ist, so geht P li durch einen festen Punkt 
— die fundamentale Abhängigkeit von Pol und Polare in 
Bezug auf einen Kegelschnitt als Curve zweiter Classe. Wir 
können die Relation 


in die Form 


y /siu KPK,\ 
^ Vsin H,PO/ 


0 



setzen, wenn wir JJ/, als den Fusspunkt der Senkrechten von 
]l^ auf die Gerade JiP und 0, als den Fussjiunkt der Senkrech- 
ten von demselben Punkt auf die Gerade OP bezeichnen. 
Denken wir dann speciell die Gerade OP als unendlich fern, 
so werden die Nenner in der letztem Summe einander gleich 
und wir erhalten einfacher Z (il/, 7i,) = 0, d. h. die Summe 
der Perpendikel ist Null, die man von den Berührungspunk- 
ten eines Systems j)aralleler Tangenten auf eine gleichge- 
richtete Gerade durch li fällen kann. Mit andern Worten; 
Das Centrum der mittlern Entfernungen der Be- 
rührungspunkte eines Systems von parallelen Tan- 
genten einer gegebenen Curve ist ein fester Punkt, 
welcher als Centrum derselben betrachtet werden 
kann — ein Satz von Chasles’^). ln einem Kegelschnitt ist 
es der Mittelpunkt in der Verbindungslinie der Berührungs- 
[umkte paralleler Tangenten, in einer Curve dritter Classe 
der Schwerpunkt des von diesen Berührungspunkten gebil- 
deten Dreiecks, etc. 

1.39. Es ist bekannt (vergl. „ Kegelschnitte“ Art. 310.), 
dass die Brennpunkte der Kegelschnitte die Eigenschaft be- 
sitzen, dass die von ihnen nach den Kreispuiikten im Unend- 
lichen /, J gehenden Geraden die Curve berühren. Diess leitet 
zu der allgemeinen Erklärung der Brennpunkte von PI ü c k e r’^’) : 
Ein Punkt F heis.st ein Brennpunkt einer Curve, wenn die 
geraden Linien FJ, FJ die Curve berühren, oder wie wir 
sagen wollen, wenn er der Durchschnitt einer 7-Tangente 
mit einer J-Tangente ist. Eine Curve j/'" Cla.sse hat dann 
im Allgemeinen i’- Breniijmnkte, nämlich die Diirchschiiitts- 
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punkte der v 7- Tangenten mit d<-n v Tangenten. Es sind 
aber nur v von diesen 13reunpunkten reell, so lange die 
Curve reell ist; denn wenn die Gleicliung einer der /-Tangen- 
ten A -|- ili — O ist, mit A und B als linearen Functionen 
der Coordinaten, so hat eine unter den ./-Tangenten die 
Gleichung A — iB — 0 mul diese beiden diirchschneiilen 
einander in dem reellen Punkte A = 0, B = Ü, während auf 
keiner von beiden ein anderer reeller Punkt möglich ist. So 
hat ein Kegelschnitt v = 2 vier IJrennpunkte, von denen 
zwei reell sind. 

Das Vorige gilt in der Voraussetzung, dass die Punkte 
/, J keine specielle Lagenbcziehuug zur Curve haben. Den- 
ken wir aber die Gerade /#/ als gewöhnliche oder singuläre 
Tangente in einem Punkt A oder mehreren Punkten A, B , . . 
welche von I, J selbst verschieden sind, also z. B. O fach 
unter den von 1 oder J ausgehenden Tangenten der Curve, 
so werden die /-Tangenten von der o fach zählenden Linie 
IJ und von (u — o) andern Tangenten gebildet und ebenso 
die ./-Tangenten. Die einzigen Brennpunk'te, welche nicht 
im Unendlichen liegen, sind dann die Schnittpunkte der 
(v — a) / und der ebenso vielen J-Tangenten; also giebt es 
(u — o)'^ endliche Brennpunkte, von denen {v — a) reell 
sind. Die Gesammtzahl der v'^ Brennpunkte wird gebildet 
von den (u — ö)^ Brennpunkten in Verbindung mit den je 
a (v — o) fach zälflenden Punkten I und so wie den o‘ 
Schnittpunkten der a /-Tangenten, welche mit IJ und der 
ö ./-Tangenten, welche mit JI zusammen fallen. .lene zäh- 
len nämlich a {v — a) fach , als Durchschnitte von jeder der 
(v — ö) /- oder J^-Tangeuten mit jeder der ö /- oder J- 
Tangenten, welche mit IJ zusammenfallen; im Falle der 
mit IJ zusammenfallenden 0 Tangenten aus I und aus J 
ist für irgend eine von ihnen lA ihr Berührungspunkt A 
als ihr Schnittpunkt mit der entsprechenden Tangente JA 
anzusetzen, indess ihr Durchschnittsjxinkt mit jeder andern 
J- Tangente JB unbestimmt ist. 

Wenn also die unendlich ferne Gerade die Curve a mal in 
reellen Punkten berührt, so giebt es v reelle- Breunjuinkte, von 
denen (v — t») im Endlichen als eigentliche Brennpunkte anzu- 
sehen und a die Berührungspunkte mit der unendlich fernen 
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(Joraden sind *). So hat tlio l’arahcd (v = 2, a — l) einen end- 
lich angehbareii Hrcnnpunkt und der andere reelle Hrenn- 
piinkt rällt mit der Hiehtnng ihrer Axe zusaniinen. 

Ist ferner der l’iiukt / in der Cnrve, so muss so lange 
die Cnrve reell ist auch J in der Curve liegen und wenn I 
singulär in der Curve ist, so muss J ein singidärer Punkt 
derselben von der iiiiinlichen Art sein. Denken wir beide 
'/.unächst als einfache Punkte der Curve, so bestehen die 
(e — c) /-Tangenten aus der zweifach zählenden Tangente 
in / und (y — <5 — 2) andern Tangenten; und ebenso für 
die ./-Tangenten. Die (y — a)* Brennpunkte bestehen dann 
aus folgenden (irui)pen; Dem reellen vierfach zählenden 
Schnittpunkt der Tangenten in I und J, den je für zwei zäh- 
lenden {v — a — 2) nicht reellen Schnitten <ler Tangente in 
I mit den (r — ö — 2) ./-Tangenten und den ebenso vielen 
nicht reellen Schnittpunkten der Tangente in J mit den I- 
Tangenten; den (r — a — 2)* Schnittpunkten der beiden 
Büschel von je (v — ff — 2) I- und /-Tangenten, von w'cl- 
chen Punkten wie vorher nur (p — a — 2) reell sein können, 
sodass die zwei letzten reellen Brennpunkte in dem Schnitt 
der Tangenten in 7 und J vereinigt sind. Betrachtet man 
nur die reellen Brennpunkte, so ist also dieser I’iinkt als ein 
dojipelter ßrenn]>unkt zu zählen und wir halten es für vor- 
theilhaft, ihn so zu bezeichnen, dürfen aber nicht vergessen, 
da.ss er vierfach ist, wenn wir zugleich die nicht reellen 
Brennpunkte zählen wollen. So ist im Falle des Kreises das 
Centrum der einzige Brennpunkt, welcher als vierfach zu 
denken ist, wenn wir betrachten, dass in ihm die vier Brenn- 
punkte eines Kegelschnitts vereinigt sind, und den wir als 
Doppelbrennpunkt bezeichnen, insofern die beiden reellen 
Brennpunkte in ihm zusammenfallcn. 

Wenn ferner jeder der Punkte /, ./ ein f facher Punkt 
der Curve ist, so zeigt die analoge Ueberlegung, dass es f- 
Brennpunkte giebt, welch«! vierfach zählen und von denen f 
reell sind; ferner 2t (p — ff — 2t) nicht reelle Brennpunkte, 

•) Cayley bi’lraclilet es ul» ilen mitrirlitlicni (ieHiclifspiuikt, «lie 
{*>— 0)* als «lie einzigen iiml somit, ilie (v—a) als <lie einzigen reellen 
}irenn]mnktc anziiselien. 
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deren jeder für zwei zählt und {v — a — 2f)’ einfache 
Brennpunkte, von denen {v — a — 2 t) reell sind. Betrach- 
ten wir dann sowohl die reellen als die nicht reellen 
Brennpunkte, so sind f’ vierfache, 2e(v — a — 2t'J doppelte 
und (v — ö — 2f)* einfache Brennpunkte zu zählen; beach- 
ten wir ausschliesslich die reellen, so giebt es von solchen f 
doppelte, V — a — 2e einfache und e, welche in unendlicher 
Ferne liegen. 

Wenn die Punkte I und J Inflexionspuukte oder Spitzen 
si nd , so zählt die Tangente in I und J dreifach unter den 
I- oder e7-Tangenten und es gehen von jedem dieser Punkte 
{v — ff — 3) andere Tangenten aus. Die {v — ö)* Brenn- 
punkte setzen sich dann zusammen aus einem neunfach zäh- 
lenden , aus {v — ff — 3) + (i' — ö — 3) dreifach zählenden 
und (v — ff — 3)’ einfach zählenden. Von diesen letzteren 
sind {v — ff — 3) reell und der einzige andere reelle Brenn- 
punkt ist der Durch.schnitt der Tangenten in I und J, der 
als unter den reellen Brenii])unkten dreifach zählend, ge- 
wöhnlich als dreifacher Brennpunkt betrachtet wird, während 
er bei Zählung der reellen wie der imaginären neunfach ge- 
zahlt werden muss. In der Ausdehnung dieser Theorie auf 
die Fälle, in welchen 2 und J singuläre Punkte von höheren 
Graden der Vielfachheit mit verschiedenen vereinigten Tan- 
genten .sind, oder in welchen dieselben Punkte sind, in 
denen die Tangente mehr als zwei Punkte mit der Curve ge- 
mein hat, oder endlich, in welchen sie gewöhnliche oder 
singuläre Punkte sind, die die Gerade IJ zu ihrer gemein- 
samen Tangente haben, liegt keine Schwierigkeit. 

140. Wenn A,A' zwei reelle Brennpunkte der Ourve siinl, 
■so schneiden sich die Geraden AI, AJ; A'I, A'J in zwei 
imaginären Punkten li , 22, welche auch Brenn jmnkte der 
Curve sind. Zwischen beiden Paaren von Punkten findet die 
Beziehung statt, dass die Geraden AA', Blf sich in einem 
Punkte 0 rechtwinklig halbieren, .so dass 

OA = OA' = I . on == i . oir 

ist. Man hat die Punkte A, A' und li, 1> als Anti-Punkte be- 
zeichnet. Ihre Beziehung ist eine in der Geometrie der El)enc 
häufig begegnende: Ein Kegelschnitt besitzt zwei Paare von 
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Brennpunkten, welche Anti -Punkte bilden; jeder durch A, A' 
gehende Kreis schneidet jeden durch i>, 1/ gehenden unter 
rechten Winkeln. Wir fügen bei, dass aus v reellen Brenn- 
punkten ^ V ( 1 / — 1) Paare entstehen, von denen jedes ein 
Paar von Anti-Punkten liefert, so dass wir die — p) 
übrigen Brennpunkte erhalten. 

141. Man erhält die Coordinateu der Brennpunkte einer 
Curve, indem mau die Gleichungen der Tangenten bildet, 
welche von dem Punkte I an die Curve gehen. Dieselbe 
wird von der Form P-f-i$ = ü sein, während die entsj)re- 
chende Gleichung für den Pimkt J die Form P — i(^ = 0 
haben muss, so dass die Durchschnittspunkto der beiden S}'- 
steme durch die Gleichungen P = 0, Q = 0 gegeben sind. 
Bezeichnen wir wie schon früher die ersten Differentiale des 
Polynoms U der Curvengleichung nach x, respective y durch 
U^ und und die zweiten Differentiale durch 11,^, f',.,, Z/jj, etc., 
so ist nach Art. 78. die Gleichung des vom Punkte 1, i, 0 
ausgehenden Tangenten.systems zu erhalten durch Bildung 
der Discriminante von 

A- [7+ ( Z/, + i zy _|_ 1 A-s ( Z/„ + 2 i Z/,, - Z7„) -f • • • = 0. 

Ist also z. B. die Curve ein Kegelschnitt, so hat man den 
reellen und den mit dem Factor i behafteten Factor von 

U,,)} + 27 (Z7, U, - 2 Z7Z^,) 

getrennt gleich Null zu setzen, um zwei die Brennpunkte 
enthaltende Oerter zu finden. Die Coinbination dieser Glei- 
chungen zeigt, dass die Brennpunkte in zwei geraden Linien 
liegen , deren Gleichung ist 

zr, Z^ = 0; 

diese sind die Axen. 

Ganz dieselben Gleichungen bestimmen .auch die Brenn- 
punkte einer durch die Punkte I und J gehenden Curve 
dritter Ordnung, so wie die einer Curve vierter Ordnung, 
welche diese Punkte zu Doppelpunkten hat, etc.; denn man 
sieht in allen diesen Fällen leicht, dass alle oben nicht ge- 
schriebenen Glieder der' Gleichung A = 0, deren Discrimi- 
naiite man zu bilden h.at, wirklich verschwinden. 

Salinon, Ilxbvru Ciirv«u. 
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142. Wir können tlie Brennpunkte auch durch die Auf- 
stellung der Bedingung bestimmen , unter welcher die Gerade 

(a; — x) + i{y — y) = 0 

die Curve berührt (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 310.) oder 
mit andern Worten durch die Substitution von 1, i, — (x'-f-??/) 
für li, Sj, Ij oder |, ij, 5 in die Gleichung iu Liniencoordi- 
naten. Die Coordinatcu der Brennpunkte ergeben sich aus 
den Gleichungen, die durch die Gleichsetzung des reellen 
und des mit dem Factor i behafteten Theils der so entstehen- 
den Gleichung mit Null entstehen. 

Es ist nicht schwer, für jede dieser Gleichungen eine 
geometrische Interpretation zu finden. Denken wir die Be- 
diiigung der Berührung der Curve durch 

X — X it{i) - xj) = Q 
in der Form erhalten 


dp" + hp"-^ -f cj»"-* -f • • . = 0, 

in Welcher a,h, . . . Functionen von x , y sind, so sind nach 
der Iheorie der Gleichungen — h : a, c. a, etc. die Summe, 
die Summe der Producte in Paaren, etc. für die trigonome- 
trischen Tangenten der Winkel, welche die von a:', y aus- 
gehenden Tangenten der Curve mit der Axe der x bilden. 

• etzen wir p = jgy i-eeUej, „j,j den mit i behafteten 

eil der Gleichung getrennt gleich Null, so erhalten wir 
ü.e beiden Gleichungen 

« — c + = 0, h -d + f 0; 

drückt^*'*"' '^^^*****'^*'''* Formel Tür die Tangente der Summe, 
d^r*^ n 't^'^' zweite dieser Gleichungen aus, dass die Summe 
tcT T* den aus x' xj gehenden Tangen- 

von :t^i. t >?‘=l>ildeten Winkel Null oder ein Vielfaches 

• die erste besagt, dass die Summe der Winkel 
für wdcir y*®^|**ches von ^ n ist. Der Ort eines Punktes, 
ist die*^ *d** ^u»ime der Winkel der Tangenten gegeben 

dass ‘ ■'^*^** ausgehenden Tangenten einer Curve 

Curve ßiner festen Geraden bilden, ist daher eine 

Axe der x **'"*^> deren Gleichung für die feste Gerade als 
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(rt — r -}- — • • •) tsiii 6 — h — f — • • • 

ist; und welches auch immer die feste Gerade oder der Win- 
kel 0 sei, so enthält dieser Ort die Brennpunkte der Curve. 
Diess kann paradox erscheinen, weil man daraus schliesscn 
muss, dass die Summe der von den Tangenten der Curve 
aus einem Brennpunkte mit irgend einer Geraden gebildeten 
Winkel jeder gegebenen Grösse gleich sein muss. Es ist aber 
darin begründet, dass die Tangenten von zweien dieser Win- 
kel + » sind und die Tangente ihrer Differenz daher die 
Form 0 : 0 annimmt, die in der That jeden beliebigen Werth 
darstellcn kann. In der That kann für tan q> — i der Win- 
kel q> als ein unendlicher Winkel betrachtet werden, weil er 
die Eigenschaft besitzt, dass 

sin ip = cos qo = 00 und tan (qo -f- «) = tan qp 

ist; denn die Differenz zweier unendlichen Grössen ist unbe- 
stimmt. 

Wir sahen in Art. 110., dass jede Tangente durch einen 
der Funkte I, J mit der Normale zusanimenfüllt ; wir schlies- 
sen daraus, dass jeder Brennpunkt einer Curve auch liir ihre 
Evolute und für alle ihre Involuten oder Evolventen ein 
Brennpunkt ist. 

143. Eine wichtige Eigenschaft der von den Brennpunk- 
ten auf eine beliebige Tangente zu iallenden Ferpendikel er- 
giebt «ich sofort aus der Gleichung der Curve in solchen 
Liniencourdinaten (Art. 19. und „Kegelschn.“ Art. 318., 3.), 
welche die Entfernung der Geraden von drei festen Funkten 
sind. Seien durch « — 0, ß — 0, y = 0, ö — 0, . . . die 
V Brennpunkte und durch (u=0, w* = 0 die Funkte /, J 
dargestellt, so muss die Gleichung der Curve in Liniencoordi- ‘ 
nuten von der Form 

ccßyö . .. = woj'qp 

sein, mit qp als einer Function (v — Grades in den Ver- 
änderlichen, weil a&>, «ca', etc. Tangenten der Curve sind. 
Für die Curven zweiter Chasse giebt dic*ss die Eigenschaft, 
dass das Froduct der Senkrechten von den Brennpunkten 
auf eine Tangente coustant ist, weil für ca ca' eine Constante 
substituiert werden kann. („Kegelschnitte“ Art. 318., 2.) 

lu* 
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Ebenso wird mit Ersetzung von aa durch eine Con- 
stante die allgemeine Gleichung der Curven dritter Classe 

ußy — xd für k = 0, = 0, y = 0 

als die drei Brennpunkte urtd d = 0 als einen vierten Punkt, 
der dadurch bestimmt ist, dass die drei einzigen Tangenten, 
die von den Brennpunkten ausser den nach 7, J gehenden 
Geraden an die Curve gehen, sich in ihm schneiden. (Für 
das dualistisch entsprechende projectivisch allgemeine Theo- 
rem in Bezug auf Curven dritter Ordnung vergl. Art. 149.) 
Die Gleichung sagt aus, dass das Product der drei Brenn- 
puuktsabstände einer Tangente zur Entfernung derselben Tan- 
gente vom Punkte «5 = 0 ein coustantes Verhültniss hat. 
Wenn die Curve durch die Punkte 7, J geht, so hat sie 
einen Üoppelbrennpunkt und die Gleichung nimmt die Form 

a- ß — xd 

an, deren Bedeutung gleichfalls offenbar ist. 

Wenn ein Brennpunkt A im Unendlichen liegt, so lässt 
sich die entsprechende Moditication der Gleichung erkennen, 
indem man zuerst für die Coordinate « die mit AB divi- 
dierte senkrechte Entfernung von A zu einer beliebigen Tan- 
gente nimmt und sodann für das unendlich ferne A als 
Richtung von AB den cos0 dafür nimmt, wo 0 der Winkel 
ist, den AB mit der Richtung der Normalen zur Tangente 
macht. So wird die Gleichung eines Kegelschnitts aß = x- 
in dem Falle der Parabel, wo A in unendlicher Ferne liegt, 
ß cos 0 = X und lehrt, dass der Ort des Fusspunktes der vom 
Brennpunkt auf die Tangente gefällten Normalen eine gerade 
• Linie ist. Ebenso wird für eine Curve dritter Classe die Glei- 
chung aßy = xd in ßy cos 6 == xd ttlrergeführt, welche in 
der Form 

ßy = xd' 

geschrieben werden kann, wenn d' den von «1er veränder- 
lichen Tangente in einer durch B parallel zu A B gezogenen 
Geraden bestimmten .Abschnitt bezeichnet. 

Die Gleichung von Curven vi«;rter Classe ist 

a ßyd — X • (p , 
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wfiiu ip = 0 tien KegdsL'liiiitt bezeichnet, welcher iiacli die- 
ser üleichuiig von den acht Brennpunktstangenten beriilirt 
wird, die nicht durch die Punkte / oder J gelieu. Wenn 
aber »j = 0, 5 — 0 die Brennpunkte dieses Kegelschnitts be- 
zeichnen, so geht die Gleichung in die Form von leicht er- 
kennbarer geoineti'ischer Bedeutung Ober 

Diese Gleichung scliliesst die speciellere 

aß yd — oder = w’w'* 
ein , welche eine Curve darstellt, die die Punkto 
« — 0, /3 = 0, y = 0, d = 0 
zu Doppelbrennpiiukten hat; ebenso die Form 
fP/J = a-a"‘, 

für welche die Punkte I, J Inflexionspunkte sind, etc. 

So giebt ini Allgemeinen die Gleichung einer Gurve r»'" 
Classe in Liniencoordinaten eine Relation ersten Grades zwi- 
schen dem Product der v Normalen von den Brennpunkten, 
von (i^ — 2) andern Normalen, von {v — 4) ferneren Nor- 
malen, etc. und man kommt so zuletzt entweder auf eine ein- 
fache Normale oder auf ein constantes Glied. 

144. Aus diesen die Brennpunktsentfernungen »uner 
Tangente verbindenden Relationen können Relationen un- 
ter den Winkeln der Brennstrahlen mit der Tangente 
leicht abgeleitet werden. Denn wenn AP die Normale 
n auf die Tangente der Curve im Punkte li ist und d<p der 
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden 'raugeuten ist, 
so ist f/« = HP . dtp. Ebenso ist dß = RP . dtp, etc., so 
dass wir in dem Differential der die Brennpunktsdistanzen 
der Tangente verbindenden Relatiou für jedes da den ent- 
sprechenden Abschnitt der Tangente zwischen dem Fusspunkt 
der Brenupunktsnormale und dem Berührungspunkt substi- 
tuieren können. So leiten wir aus aßy — k'd die Gleichung 

da . li ß . dy ^ j.. 

"ä"*" ß ' l' 
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ub, also 

KT , JiV . Ul'" _ KV" _ ^ 

AV KV + ÜV 1)V‘ ~~ 

oder 

cot 0 -|- cot 0' -|- cot 0" — cot 0' ” = 0 

für Q = -^AliP, den Neiguiif'swiiikel der Tiingeute zum 
IJreunstrald Alt, etc. 

14ö. Das Beispiel der Kegelsclinitte führt zu der Jär- 
wartung, dass sieh einfache Relationen unter den Entfer- 
nungen eines Punktes der Curve von den Brennpunkten er- 
geben iniissten. Eine allgemeine Theorie .solcher Relationen 
ist nicht ersichtlich, aber man kann leicht besondere Curven 
finden, für welche sie existieren; es ist nur nöthig, irgend 
eine Relation zwischen den Entfernungen eines veränder- 
lichen Punktes von festen Punkten zu schreiben und den Ort 
aufzusuchen, für welchen sie erfüllt ist. Jede in Function 
der foordinateii ausgedrückte Entfernung enthält eine Qua- 
dratwurzel und wenn wie gewöhnlich geschieht die von Wur- 
zeln befreite Gleichung von der Form 

«p’ = v'^w 

ist, so sind die beiden durch p’ = 0 dargestellten nicht 
reellen Geraden Tangenten der Gurve und der feste Punkt 
F, den sie bestimmen, ist ein Brennjiunkt. 
ln die.ser Weise können die Ivelationen 

p -(- »IQ = (l, lg -|- mg’ -f- ng" = 0, 
gg' == (K, ag'‘ -j- hgg' -f- cp'* = iP, etc. 

untersucht werden. Die erste derselben giebt eine Ellipse 
oder Hyperbel für m = F 1, einen Kreis für d = 0, in an- 
dern Fällen ein ('artesisches Oval; die zweite im .\llgemeineii 
eine Gurve vierter Ordnung mit den Punkten I, J als Doppel- 
punkten oder eine bicirculare Gurve vierter Ordnung; insbe- 
sondere aber für l + m + n — 0 eine durch die Punkte I, J 
gehende oder circulare Curve dritter Ordnung. Die dritte 
giebt eine Ga.ssini’sche (Airve (.Art. 55.); die vierte im Allge- 
meinen eine Gurve vierter Ordnung und in der speciellen 
Voraussetzung 
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ffl + ^ + c = 0, 

wo die linke Seite der Gleichung durch q 9 tlieilbar ist, 
eine Curve dritter Ordnung. Wir verschieben die weitere 
Untersuchung dieses Gegenstandes bis zur specielleren Be- 
handlung dieser Curven. 

Aus einer die Brennpunktsdistanzen verbindenden Re- 
lation kann immer eine solche zwischen den Winkeln der 
Breunstrahlen gegen die Tangente abgeleitet werden; denn 
man beweist (vergl. „Kegelschnitte“ Art. 259.), dass jedes 
dg gleich cos6(/s ist für 0 als den Winkel zwischen Brenu- 
strahl und Tangente. So folgt aus 


die Relation 


^ -f* mg' = d 
cos 6 m cos 6' = 0, etc. 


Aus ilein im letzten Artikel für dn, etc. gegebenen 
Werth ergiebt sich auch 

llda = gdg, etc. 

für li als den Krümmungsradius. So folgt z. B. aus der Be- 
dingung, dass 

In mß • 
einer Coustanten gleich sei, dass auch 
/p* -f mp* -I 

eine Gonstante ist. 

146. Wenn wir durch N die Zahl von Bedingungen be- 
zeichnen, welche zur Bestimmung einer Gurve von bestimm- 
ter Ordnung nöthig ist (Art. 27.), so bringt die Voraussetzung, 
dass eine solche Gurve circular sei, d. h. dass sie durch die 
Punkte I, J geht und dass man von ihr N — 3 andere 
Punkte kenne, mit sich, dass der Ort ihres Doppelbrenn- 
punktes oder des Schnittes ihrer Tangenten in I und J ein 
Kreis ist. Denn es giebt nur eine durch N Punkte bestimmte 
Gurve ihrer Ordnung, wenn zu den obigen Bedingungen ein 
zu I benachbarter Punkt, d. h. die Tangente FI in I hinzu- 
gefügt wird und es ist somit dann auch die Tangente in J 
bestimmt. Der Punkt F ist also der Schnittpunkt der ent- 
sprechenden Strahlen von • zwei projectivischen Büscheln 
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()>K*^gclscliiiitto“ Art. -08.), weil jeileni .Stralil iles einen ein 
und nur ein fftralil^ de.s andern entspricht und umgekehrt; 
sein Ort ist also ein Kegelschnitt, welcher /, J, d. h. die 
i>cheitel der Büschel enthält, und somit ein Krets. Dieser 
Kegelschnitt zerfällt ilberdiess in die Gerade JJ und eine 
andere Gerade, wenn der Strahl IJ, der beiden Büscheln 
gemeinschaftlich ist, sich selbst entspricht. Diess ist im 
gegenwärtigen Beispiel für v = 2 der Fall, weil IJ einen 
durch I und J gehenden Kegelschnitt nicht berühren kann, ohne 
dass dieser in zwei Gerade zerfällt; es ergiebt sich dann der 
Satz, dass die Centra der durch zwei feste Punkte gehenden 
Kreise in einer Geraden liegen. Wenn v grösser ist als zwei, 
so ist der Ort im Allgemeinen ein Kreis. 

147. Wenn für eine Curve vorbestimmter Classe N — 1 
Tangenten gegeben sind, so wird dieselbe durch eine Tan- 
gente FI, die man hinzufUgt, vollkommen bestimmt, die 
Schlüsse des letzten Artikels sind anwendbar und der Oit 
des Brennpunkts ist ein Kreis, wenn die Bedingungen von 
solcher Art sind, dass an die durch sie bestimmte Curve vom 
Punkte J nur eine Tangente gezogen werden kann. Diess 
findet statt, wenn unter den gegebenen Bedingungen Viel- 
fachheit der Linie IJ als Tangente im Grade (v — 1) ist, 
da dann von jedem Punkte dieser Linie aus nur eine weitere 
Tangente an die Curve geht. Wir sahen in Art. 4L, dass 
ein vielfacher Punkt vom Grade k mit Je (/■: + 1) Doppel- 
l)uukteu äquivalent war und schliessen, dass die Bestimmung 
der Geraden IJ als einer (n — 1) fachen Tangente mit der 
Angabe von ^ v — 1) Tangenten äquivalent ist. Indem 
man dann bemerkt, dass 

i-(n — 1) = 2v 

ist, sieht man, dass für eine Curve v'" Classe bei (2v — 1) 
Tangenten und der unendlich fernen Geraden als einer 
{v — 1) fachen Tangente der Ort des Brennpunktes — es 
giebt in diesem Falle nur einen — ein Kreis ist. Daraus 
ist für die Parabeln zu drei festen Tangenten der Ort der 
Brennpunkte ein Kreis. Er ist auch ein Kreis für die Cur- 
ven dritter Classe mit fünf festen Tangenten und der unend- 
lich fernen Geraden als Doppeltangente. 
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Von (liosem 8ystfni is( tUis zusiiiiiiiifiigesety.te ein sjie- 
ciellcr Fall, welches von der Richtung der einen unter liinf 
Geraden und von der Parabel, welche die andern vier be- 
rühren, gebildet wird, und der Brennpunkt der Parabel ist 
der Brennpunkt des zusammengesetzten Sj'steras. So erhalt 
man den Satz*"), dass die Brennpunkte der fünf Parabeln in 
einem Kreise liegen , welche durch je vier von fünf Geraden 
bestimmt sind. (Vergl. „Kegelschnitte“ Art. 284., 2.) 
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Fflnftes Kapitel. 

Curven dritter Ordnung. 

148. Es ist in Art. 42. bewiesen worden, dass eine 
Ciirve dritter Ordnung einen Doppelpunkt, aber dann keine 
andern vielfachen Punkt haben kann und damit die funda- 
mentale Theilung dieser Curven in solche ohne Doppelpuirkt, 
solche mit einem Doppelpunkt, dessen beide Tangenten ver- 
schieden sind, und solche mit einem Rückkehr- oder statio- 
nären Punkt, gegeben. Die Plücker’schen Zahlen (Art. 81.) 
für diese drei Fälle sind respective 

fl S X V T I 

:i 0 0 6 0 9 

3 1 0 4 0 3 

3 0 1 3 0 1 

Diese Curven sind also respective von der sechsten, vierten 
oder dritten Classe, d. h. von einem willkürlichen Punkte aus 
können sechs , vier oder drei Tangenten an dieselben gezogen 
werden; liegt der fragliche Punkt in der Curve, so zählt ihre 
Tangente in ihm für zwei unter diesen Tangenten (Art. 79.) 
und die Zahl der ausser ihr von ihm an die Curve gehenden 
Tangenten ist also vier, zwei oder eins; ist derselbe ein In- 
fle.xionspunkt der Curve, so zählt die zugehörige stationäre 
Tangente für drei unter den von ihm ausgehenden Curven- 
Tangeuten und die Zahl der von ihr verschiedenen wird noch 
um eine Einheit mehr vermindert. 

Die Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt zerfallen 
(.\rt. 38.) naturgemäss weiter in solche, bei denen die Tan- 
genten im Dopj>elpuukt reell, und solche, bei denen sie nicht 
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reell siml, also mit Kuotcupuukt uud mit isoliertem Punkt 
respective. Wir werden später sehen , dass eine analoge 
Untereintheilung für die Curven dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt existiert; aber für jetzt brechen wir die Discus- 
sion der Eintheilung der Curven dritter Ordnung hier ab, 
weil die Kenntniss einiger allgemeiner Eigenschaften dieser 
Curven für das Verstäudniss derselben von wesentlichem Vor- 
theil ist. Wir verschieben ebenso die Discussion der allge- 
meinen (ileichung und die Untersuchung ihrer Invarianten 
und beginnen damit, die Anwendung früher entwickelter all- 
gemeiner Sätze über die algebraischen Curven auf den Fall 
der Curven dritter Ordnung zu zeigen; zunächst enisprechend 
dem ersten Abschnitt des II. Kapitels in llczug auf die Durch- 
schnitte der Curven. 


I. Abschnitt. 

Itiircliscliiiilt einer gegelieneii ('iirve dritter Ordnung 
mit andern Curven. 

148. Wir haben in Art. 9. bewiesen, dass alle Cur- 
ven dritter Ordnung, welche durch acht Punkte 
einer gegebenen Curve dieser Art gehen, einen 
neunten festen Punkt derselben enthalten. Diess 
ist ein Fiindamentalsatz, der zu dem grossem Theil der Eigen- 
schaften der Curven dritter Ordnung leitet. 

Wenn insbesondere zwei gerade Linien von den Glei- 
chungen 

A=0, J? = 0 
eine Curve dritter Ordnung in Punkten 
A,A', A"-, B,Jf, ir 
respective schneiden und wenn die Geraden 

AB, A’ir, A'ir, 

deren Gleichungen wir durch 

/; = (), /•; = o, F=0 

dargestellt denken wollen, die Curve ferner in den Punkten 
C’, G, C respective schneiden, so geht die Gerade C = 0, 
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welelie zwei iliescr Punkte C, C verbindet, aueli durch den 
dritten. Denn die Geraden 

Z) = 0, 7v = 0, F=0 

bilden eine Curve dritter Ordnung durch diese neun Punkte 
und die Geraden 

^ = 0, J? = 0, G=0 

eine zweite, welche durch acht von denselben geht und daher 
auch den neunten C" enthält, der, weil er nicht in den schon 
Je drei Punkte der (hirve enthaltenden Geraden A =0, J? = 0 
liegen kann, in der Geraden C = 0 liegen muss. 

Weil die gegebene Curve dritter Ordnung durch die 
Durchschnitte der Oerter 

ABC=0, DEF^O 
geht, so muss ihre Gleichung in der Form 
DEF—lAnC = 0 

darstellbar sein. 

150. Setzen wir voraus, dass die Geraden A~0, ]i = 0 
zusammenfallen, so folgt als Siiecialfall des vorigen der Satz: 
Wenn eine gerade Linie A — 0 die Curve in drei Punkten 
A, A', A" schneidet, so schneiden diu Tangenten der Curve 
in diesen Punkten, 

ZJ = 0, E^O, F = U 

die Curve re.spective in drei weiteren Punkten C, C , V ", 
welche in einer geraden Linie C = 0 liegen. Die Gleichung 
der Curve kann in die Form 

DEF-kA^-C=0 

gesetzt werden. 

Der Punkt C, in welchem die Tangente iin Punkte A 
die Curve schneidet, wird der Tangentialpunkt von A 
genannt und die gerade Linie C' = 0, in welcher die Tan- 
gentialpuukte von drei Punkten (.'l, A’, A") einer Geraden 
liegen, heisst die Begleiterin (Satellite) der Geraden 
(yl = 0). Wir werden später zeigen , wie aus der Gleichung 
A = 0 oder I, x, + ■ • = 0 

die Gleichung C — 0 gebildet werden kann; eine Gerade hat 
eine reelle Begleiterin auch dann, wenn sie die Curve nicht 
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in drei reellen , sondern in zwei nicht reellen Punkten und 
einem reellen Punkte schneidet; die Tangenten in den ersten 
beiden erscheinen in der Form 

V±iQ^() 

und das Product ihrer Gleichungen ist reell , die Gleichung 
der Curve kann in der Form 

Q'-) = kÄ>C 

geschrieben werden. 

Zwei besondere Fälle unseres Satzes sind bemerkenswertli. 
Wenn zuerst die Linie A = 0 die unendlich ferne Gerade 
der Ebene ist, so sind die Tangenten der Curve 

D = 0, E=0, F=0 

in ihren Schnittpunkten mit derselben die Asymptoten der 
Curve; jede derselben schneidet die Curve in einem weiteren 
Punkte und wir lernen, dass diese drei Punkte in einer 
Geraden liegen, der Begleiterin der unendlich fernen 
Geraden. In diesem Falle ist die Gleichung der Curve auf 
die Form 

D?:F=kC 

leducierbar, welche aussagt, dass das Product der senkrech- 
ten Entfernungen eines Curveiipunktes von den A.syniptoten 
zu seiner Entfernung von der Geraden C = ü in einem con- 
stanten Verhfiltniss ist. 

Wenn zweitens die Punkte A, A' Inflexionspunkte sind, 
so fallen ihre respectiven Tangentialpunkte mit ihnen selbst 
zusammen und die begleitende Gerade C = 0 ist somit von 
A == 0 nicht verschieden, d. h. der dritte Punkt der- 
selben in der Curve A" ist auch ein Tnflexions- 
puukt. (Vergl. Art. 120., Beisp.il.) Die Gleichung der 
Curve ist auf die Form 

l)EF=kA^ 

retlucierbar, für A = 0 als die Gleichung der durch die Iii- 
flexionspunkte gehenden Geraden und 

77 = 0, E = (), F==0 

als die respectiven Gleichungen der drei 'rangenten in den- 
selben. 
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151. Der Satz des vorigen Artikels lautet, wenn man 
von der Linie C = 0 anstatt von A = 0 ausgelit, so: Für 
drei in einer Geraden liegende Punkte C, ü\ C" einer Curve 
dritter Ordnung geht die Verbindungslinie des Berührungs- 
punktes A einer der Tangenten der Curve aus dem ersten C 
mit dem Berührungspunkt A' einer der Tangenten aus dem 
zweiten (7 immer auch durch den Berührungspunkt einer der 
Tangenten aus dem dritten Punkte C’ Weil nur eine Tan- 
gente i n einem Punkte an eine Curve gezogen werden kann, 
so entspricht jeder Lage von A=0 nur eine Lage von C'“= 0; 
weil aber im Falle der Curve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt vier Tangenten von einem Punkte der Curve 
aus an dieselbe gehen, so entsprechen einer Lage von C = 0 
sechzehn Lagen von A = Q. Die zwölf Berührungspunkte 
liegen in, den sechzehn Linien A = 0, nämlich drei in 
jeder derselben und durch jeden Berührungspunkt gehen vier 
derselben. , 

Betrachten wir sj>ecieller den F’all, wo C — 0 die Curve 
berührt, wo also zwei der Punkte, sagen wir C, C, zusam- 
mentällen, so sehen wir, dass die gerade Linie, welche einen 
der Berührungspunkte A" der Tangenten von 6’" mit einem 
der Berührungspunkte der Tangenten von (' verbindet, 
auch durch einen der andern Berührungspunkte yl., der 
Tangenten von V gehen muss; und in gleicher Art die 
Gerade A"A.j durch Ay So dass der Satz gilt: Die vier 
Berührungspunkte A^, A.j, A^, A^ der von einem 
Punkte C in der Curve ausgehenden Tangenten 
derselben sind die Ecken eines Vierecks, dessen 
drei G egenseiten-Sch nittpunkte oder Contra auch 
in der Curve liegen; und die Tangenten der Curve 
in diesen Punkten so wie die Tangente dersel- 
ben in C seit neiden sic säm int lieh in demselben 
Punkte C': 

152. Wir kommen auf den Fall zurück, wo C = 0 die 
Curve nicht berührt und nehmen an, da.ss die BerOhrungs- 
])unktc der von ('ausgehenden Tangenten .1,, yl.,, A^, A^ 
und die der von ('' ausgehenden A,', A./, A^', A^' seien. 
Gehen wir dann von zwei Punkten der ersten Gruiijie aus 
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z. B. von Af, A.j, so erhellt, indem wir die Punkte der zwei- 
ten Gruppe in einer bestimmten Art in Paare trennen, z. B. 
A,', Aj und A^', A/ und dann das Paar A,, A^ zuerst mit 
A(, A^ verbinden, dass die Linien A^ A{, A., A./ sich in 
einem Punkte der Curve und die Linien A^A./, A.^A,' sich 
in einem andern Punkte der Curve schneiden; und ferner, 
wenn wir A,, Aj mit A./, A/ verbinden, dass A,Aj, A^A/ 
in einem dritten und A, A/ und A.jA.j in einem vierten Punkte 
der Curve zusammen laufen — nämlich so, dass die vier neuen 
Punkte die Berührungspunkte der von C" ausgehenden Tangen- 
ten der Curve sind. Wenn wir dann zwei l’unkte als correspon- 
dierend bezeichnen, deren Tangenten sich in der Curve 
schneiden, so ist klar, dass jede zwei der Punkte A,, A.^, 
Aj, A^ und ebenso jede zwei der Punkte A/, A.^, A^', A/ 
correspondierend sind. Von den zwei Punkten A,, Aj aus 
können aber insbesondere die Punkte A,', A/ oder A^', A/ 
als correspondierende Punkte derselben Art mit 
A,, A.j bezeichnet werden, auf Grund der Eigenschaft, dass 
aus zwei Paaren derselben Art durch Verbindung jedes 
Punktes des einen mit jedem des andern ein Vierseit ent- 
steht, dessen zwei neue Ecken gleichfalls Punkte der Curve 
und zwar selbst correspondierende Punkte von der nämlichen 
Art mit den gegebenen Paaren sind. Es folgt daraus, dass 
drei Arten correspondicrender Punkte existieren, nämlich die 
von der Art A,A^ oder A.,A^, der Art A,A^ oder A.^A^ und 
der Art A^A^ oder A-^A^- und da.ss wir aus einem Paare 
A^A.^ das ganze Sy.stem der entsprechenden Punkte derselben 
Art erhalten, indem wir einen veränderlichen Punkt K der 
Curve immer mit A^ und A^ durch gerade Linien verbinden, 
die dann die Curve ausserdem in corresi»oudierenden Punkten 
derselben Art A^A^ durclischneiden. 

Da diese Theorie zum grössten Theil von Maclaurin 
herrilhrt *’), so mag sie als Maclaurin’s Theorie der 
correspondierenden Punkte einerCurve dritterOrd- 
uung benannt werden. 

153. Sind dann, immer für den Fall, wo C = 0 die 
Curve nicht berührt, 

=0, A’, =0, A, =0 
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Tangenten durch die Punkte C, C, C" respective, so sahen 
wir, dass die Gleichung der Curve immer in die Form 
n^E^F^—A^■‘C=‘0 
gebracht werden kann. Sind dann 

Zlj = 0, A’j = 0 

ein anderes Paar der durch C, C gehenden Tangenten, so 
dass ihre Berilhrungssehne durch den Berührungspunkt von 
J’i == 0 geht, so kann die Gleichung auch in die Form 
i’j F, — 6' = Ü 

gesetzt werden; daraus folgt aber die Identität 

{D, E, - 1),E,) F, = - A,^) C, 

deren rechte Seite gleich Null gesetzt drei gerade Linien dar- 
stellt und deren linke Seite daher dieselben drei Geraden aus- 
driicken muss. In Folge dessen muss einer der Factoren 
von 

1J^E^ — D^E.,’=Q 

mit 6' = 0 übereinstimmen, welches durch die Punkte 

D^D^, E^E.2 

geht; der andre Factor, welcher die Verbindungslinie von 
E^E.^ mit EiE, darstellt, muss mit Af ^ A^ = 0 ilberein- 
stimmen, wenn i*’, = 0 mit A^ ^ A., = ü sich deckt. Wir 
sehen, dass die letztem beiden Geraden und die Sehnen 
A^ = 0, jIj = 0 ein harmonisches Büschel bilden, dessen 
Scheitel der Berührungspunkt von F = 0 ist. 

Wir werden später diesen Satz auf den Fall anwenden, 
wo die Punkte C, C die imaginären Kreispunkte I, J im 
Unendlichen sind; die Punkte E^E.^, E.^E^ sind dann Brenn- 
punkte und jF, =U ist eine Tangente parallel der einzigen 
reellen Asymptote der Curve. 

Wenn die Punkte C, C zusammenfallen, so bilden die 
Gerade von C nach dem Berührungspunkt von A’, = 0, 
F^ = 0 selbst und die l>eiden Sehnen A, = 0, A., = 0 ein 
harmonisches Büschel. 

154. Daraus ergiebt sich ein anderer Satz von Mae- 
laurin; Jede Gerade durch einen Punkt A in der 
Curve dritter Ordnung wird harmonisch getheilt 
in den Punkten ji, y der Curve, die sie ausserdem 
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enlliiilt, lind in den zwei Punkten S,Ö', in denen 
sie ein Paar der Sehnen schneidet, welche die Be- 
rührungspunkte der von A an die Curve gehenden 
Tangenten verbinden, üenn wenn die Gerade die Tan- 
gente (■ = 0 ira Punkte E schneidet, so ist, weil sie .1, =0 
und B^ = 0 in A trifft nach Art. 137. 


' -4- ' -l- 1 = ^ 

3Ä > 8ti ' äy SA ‘ SK 

oder 

1 J _ -L 4 - ‘ . 

Stf ~ Sy SA “ SK' 


und da nach dein letzten Artikel äd' ein harmonisches Mittel 
zwischen SA und äE ist, so ist es auch ein solches zwischen 
äß und äy. 

Wenn die Curve einen Doppelpunkt hat, so können nur 
zwei Tangenten von einem ihrer Punkte an die Curve ge- 
zogen werden; aber der eben bewiesene Satz behält seine 
Geltung, wenn wir für die zweite der Sehnen die gerade 
Linie substituieren, welche den Dojipelpunkt mit dem dritten 
Schnittjinnkte der ersten Sehne mit der Curve verbindet. 

155. Wir fügen eine weitere Aiiweudung des Satzes hin- 
zu, dass alle Curven dritter Ordnung, welche durch acht 
feste Punkte einer solchen Curve gehen, einen neunten festen 
Punkt derselben enthalten. Wenn diircli vier feste 
Punkte einer Curve dritter Ordnung ein Kegel- 
schnitt beschrieben wird, so geht die gerade Ver- 
bindungslinie der zwei übrigen Schnittpunkte der- 
selben mit der Curve durch einen frtiten Punkt 
derselben. Denken wir einen Kegelschnitt durch die 
Gruppe («) der vier Punkte und sei (ß) die Gruppe von zwei 
Punkten, in denen er die Curve ferner schneidet, (ß) aber 
die ent-sprechende Gruppe der letztem für einen andern die 
(«) enthaltenden Kegelschnitt. Dann bilden der erste Kegel- 
schnitt und die gerade Verbindungslinie der Punkte ß' ein 
System dritter Ordnung durch die acht Punkte a, ß, ß'] und 
der zweite Kegelschnitt und die gerade Verbindungslinie der 
ß ein zweites System derselben Art durch dieselben acht 
Punkte; es muss also der neunte Durchschuittspiinkt mit der 

Salnion, Höhere Curr^u. 14 
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Curve beiileii Systemen gemein sein, d. h. die Verbindungs- 
linien der Punkte ß und der Punkte ß' respective sclineiden 
die Curve in dem nilmliclien Punkt *). Idi habe diesen J’unkt 
früher den üegenpunkt des Systems der vier Punkte 
genannt; wegen der irebereinstimmung mit der Noraeuclatur 
von Sylvester’s Theorie der ileste, die jetzt entwickelt 
werden soll, soll er der beigeordnete liest des Systems 
der vier Punkte heissen. Man construiort diesen Punkt leicht, 
in dem man unter den durch die vi(?r Punkte gellenden 
Kegelschnitten eines der Linienpaare benutzt; wenn die gera- 
den Verbindungslinien der Punkte 12 und ;54 resjiective die 
Curve dritter Ordnung in den Punkten .5 und G schneiden, 
so schneidet die Gerade f)G die Curve ausserdem in dem ge- 
suchten Punkt. Üie Construction ist .also in drei verschie- 
denen Wegen ausführbar, entsjirechend den drei p.a.arweisen 
Giuppierungen der vier Punkte. 

Aus dem Satze folgt otfenbar als Sjiecialfall, dass durch 
vier Punkte einer Curve dritter Ordnung vier Kegelschnitte 
möglich sind, die die Curve ausserdem berühren, nämlich 
diejenigen , welche durch die Berührungspunkte der vier vom 
beigeordneten Rest der Gruppe ausgehenden Tangenten hin- • 
durchgehen. 

15G. Wir wollen die gefundene Regel fjir die Construction 
des beigeordneten Restpunktes auf die Grujipe von vier auf 
einander folgenden Punkten der Grupjie anwenden. Dann 
ist die Verbindungslinie der Punkte 1 , 2 eine Tangente und 
der Punkt .G, in welchem sie die ('urve ferner schneidet, ist 
der Taugentiglpunkt des Punktes I ; ferner ist der weitere 
Schnittpunkt 0 der Geraden .44 mit der Curve der auf .G fol- 
gende Punkt der (Girve; der gesuchte beigeordnete Rest ist 
daher der Punkt, wo die 'rangeute im Tangentialpunkt 5 von 


•) Das (ileicliP zeigt die Verbindung der tileichiingen 
nKF^kABC lind DE==kAH-, 
denn sie giebt k'F—kC. Die Curve dritter Ordnung ersclieint als 
der Ort der Dnrclischnittspiinkte der Kegelschnitte eines Dnschels mit 
den entsprechenden Rtralilen eines zu ihm projeclivischen Rtrahlen- 
büschels. 
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1 die (Uirve fi'riipr sflinoitli't, d. li. er ist der Timgentialpnnkt 
des Tangentiiiljiiiiiktt.'s oder, wie wir sagen wollen, der 
zweite Tangeutialpunkt. 

Wenn also z. IJ. gefordert wird, einen Kegelschnitt 
zu bestimmen, der durch vier auf einander folgende 
Punkte der (^iirve geht, d. h. in einem gegebenen Punkte 
eine vierjmnktige Berilhrung mit ihr hat, währenil er sie zu- 
gleich au anderer Stelle einfach, d. h. zweipunktig berührt, 
so folgt, dass dieser letztere Herührung^iinkt ein Herüh- 
rungs]uinkt einer der Tangenten sein muss, welche vom 
zweit<-u Tangentialpunkt des ersten au die Curve gehen; da 
einer von diesen der Tangentialjuinkt des ersten ist und für 
diesen der fragliche Kegelschnitt oflenbar in zwei gerade 
Linien degeneriert, so geben nur die drei andern eigentliche 
Lösungen des Problems. 

Man c.on.struiert ferner einen Kegelschnitt durch 
fünf auf einander folgende Punkte der (hirve oder 
in fünfpuiiktiger Bernhruug mit ihr in einem Punkte 1, in- 
dem mau den sechsten Schnittpunkt desselben mit der (Jurve 
bestimmt, nämlich den dritten Schnittpunkt der Curve mit 
der geraden Verbindungslinie des Punktes 1 mit seinem 
zweiten Tangentialjuinkt. 

Wenn dieser letztere Punkt mit dem Punkt 1 zusammen 
fallen soll, so muss die Verbindungslinie von l mit seinem 
zweiten Tangentialjuinkt die (hirve in 1 berühren, d. h. der 
erste und der zweite Tangentialpunkt müssen zusammen 
fallen; da nun ein Punkt, dessen Tangentialjuinkt mit ihm 
zusammen fällt, nothwendig ein rnHexionsjmnkt i.st, .so folgt: 
Es giebt in einer Curve dritter (frdnung ohne sin- 
gulären Punkt sieben und zwanzig Punkte, in deren 
jedem ein Kegelschnitt ini t sechsjiu nk tige r B er üb - 
rung mit der Curve construiert werden kann, näm- 
lich die Berührungspunkte der neun mal drei Tan- 
genten, welche an die Curve von ihren Inflexions- 
punkten aus noch gezogen werden können. 

löT. Der bisher angewendete Eiindamentalsatz des Art. 
29. ist in Art. 33. verallgemeinert worden und wird in der 
dort gewonnenen Gestalt auf unsern Fall bezogen, indem 

n» 
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wir p=^ setzen: Jede Curve der Ordnung ii , welche durch 
(ßn — 1) feste Funkte einer Curve dritter Ordnung geht, 
enthält ausserdem einen festen Punkt derselben. Es ist dazu 
zu bemerken, dass für n— 1 und n=2 nur eine Curve 
Ordnung durcb bezeiehnete (.3« — 1) Punkte niüglich ist 
und daher der Satz die Bedeutung verliert, die er für alle 
Fälle hat, wo m > 2 ist. Wenn in diesen Fällen durch 3 h 
willkürlich gewählte Punkte einer Curve dritter Ordnung eine 
Curve m'" Ordnung gelegt werden sollte, so würde dieselbe 
(vergl. Art. 3.3.) im Allgemeinen keine eigentliche Curve 
ilirer Ordnung sein, sondern zusammengesetzt ans der Curve 
dritter Ordnung selbst und einer Curve der Ordnung (h — 3). 

158. Wenn von den 3 {tu n) Üurchschnitts- 
p unkten einer Curve der Ordnung (w-|-n) mit einer 
Curve dritter Ordnung 3»h in einer Curve Hi'*’'' Ord- 
nung f/,„ liegen, so sind die übrigen 3h in einer 
Curve der »»”■" Ordnung enthalten. Denn nach der so 
eben gemachten Bemerkung kann durch (3h — 1) von diesen 
Punkten eine Curve h'’’’' Ordnung U„ stets beschrieben werden, 
und diese bildet mit Um zusammen ein System der Ordnung 
(;« -)- H), welches nach dem vorigen Artikel durch den 
letzten Punkt gehen muss, der, weil er nicht in U,„ liegen 
kann, als welche die Curve dritter Ordnung bereits in 3»h 
Punkten schneidet, nothwendig in U„ liegen muss. 

159. Wir wollen nun mit Sylvester von zwei Systemen 
von Punkten , welche zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt der (hirve dritter Ordnung mit einer algebraischen 
Curve bilden, immer das eine System als den Best des an- 
dern Systems bezeichnen. Da die Oesammtzahl der Schnitt- 
punkte ein Vielfaches von drei sein muss, so mu.ss die Zahl 
der Punkte des Systems « durch 3p -f- 1, die der Punkte 
des Systems ß durch 3y — 1 ausdrückbar sein und umgekehrt, 
und jenes System kann als ein positives, dieses als ein ne- 
gatives bezeichnet werden, so dass der liest eines j)ositiveii 
Systems ein negatives System ist und umgekehrt. Das ein- 
fachste positive System besteht aus einem Punkt und ent- 
spricht dem p = Ü; das einfachste negative System bilden 
zwei Punkte entsprechend q — \ \ das eine erscheint als liest 
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des auderu, weun die drei Punkte in gerader Linie sind. 
Weil durch ein gegebenes Hystem von Punkten a eine Un- 
endlichkeit von Cnrven verschiedener Ordnungen beschrieben 
werden kann, so ist deutlicli, dass ein solches System « un- 
endlich viele Keste ß, ß-, ß", . . . hat.. Zwei Sy.steme ß, ß' 
sollen beigeordnete Heste heissen, wenn sie beide dem- 
selben System re als Reste entsprechen. So können im Falle 
des Art. 1.55, unendlich viele Kegelschnitte durch ein System 
von vier Punkten « in der Curve dritter Ordnung gelegt 
werden, welche die Curve ferner in Punktej)aaren ß, ß’, . . . 
schneiden, von denen jedes ein Rest von « ist und die daher 
alle einander beigeordnete Reste sind. Wenn ferner die Ver- 
bindungslinie des l’aares ß die Curve überdiess im Punkte 
a schneidet, so wird dieser ebeii.so wie die vier ursprüng- 
lichen Punkte ein Rest der Gruppe ß sein und der Punkt cc 
ist daher, wie wir ihn schon bezeichueten, beigeordneler Rest 
des Systems «. Es ist offenbar, dass zwei beigeordnete Rest- 
systeme entweder zugleich positiv oder zugleich negativ sind. 
Mit dieser Terminologie lautet der Satz des Art. 157.: Zwei 
Punkte der Curve dritter Ordnung müssen zusam- 
men fallen, wenn sie beigeordnete Reste sind. In 
der That zeigten wir dort, dass wenn durch dieselben (Hp — 1) 
Punkte « eine Curve Up gelegt wird, welche die Curve drit- 
ter Ordnung im Restpunkt ß schneidet, und eine andere 
Curve derselben Ordnung, die den Rcstpunkt ß' bestimmt, 
diese beigeordneten Reste ß, ß', welche auf beiden Wegen 
entstehen, in dem.selben Punkt vereinigt sind. 

löO. Wenn zwei Restsysteme ß,ß' einander bei- 
geordnet sind, so ist jedes System welches für 
das eine ein Rest ist, auch ein Rest für das andere. 
Denken wir durch ein System « zwei Curven Up, Uj be- 
schrieben, welche die Curve dritter Ordnung ferner in Punkt- 
systemen ß, ß' schneiden, .so da.ss diese beigeordnete Reste 
sind; so wird behauptet, dass die rc Punkte, in denen eine 
durch diis System ß' gehende Curve Ur die Curve dritter Ord- 
nung ferner schneidet, mit dem System ß zusammen den 
vollständigen Durch-schnitt einer Curve mit der gegebenen 
Curve dritter Ordnung bilden. Denn da die Systeme k und 
ß zusammen den Durchschnitt einer Curve Up mit ihr bilden. 
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und ebenso a, ß' den einer andern Curve Ury so repräsen- 
tieren alle vier vereiuif,'t den Durchschnitt der Curve dritter 
Ordnung mit einer Curve von der Ordnung -|- r; da nun 
die vereinigten Systeme a, ß' den Schnitt mit der Curve U,, 
von der Ordnung q darstelleu, so müssen (Art. 158.) die ver- 
einigten Systeme k, ß den Schnitt der Curve dritter Ord- 
nung mit einer Curve von der i> r — q repräsentieren. 

In Folge de.sscn sind auch ;swei Systeme, welche 
als beigeordnete Reste desselben dritten auftreten, 
beigeordn ete Reste /.u einander. Wenn ß und ß' bei- 
geordnete Reste sind und also einen gemeinsamen Rest n • 
haben, und wenn ß' und /J" den gemeinsamen Rest «' be- 
.sitzen, dann ist nach dem eben Rewiesenen « auch ein Rest 
von ß" und a von ß, d. h. wenn ß, ß" beigeordnete Reste 
mit ß' sind, so sind sie es zu einander, denn n, «' sind ge- 
meinschaftliche Reste von ß, ß". 

161. Wir können nun von dem Satze des Art. 155. einen 
Beweis geben, welcher zu Sylvester’s Erweiterung des 
Satzes natürlich leitet. Ein durch vier Punkte « der Curve 
dritter Ordnung gehender Kegelschnitt schneidet die Curve 
noch in zwei Punkten ß, welche einen Rest des Systems « 
bilden; die durch die beiden Punkte ß gehende Gerade schnei- 
det die Curve noch in einem Punkte n, welcher Rest zu ß 
und daher beigeordneter Rest zu « ist. Wiederholen wir 
dasselbe Verfahren mit einem andern Kegelschnitt, so kom- 
men wir zu einem Punkte a", welcher ebenfalls beigeordneter 
Rest zu ß und daher zu ß' ist; somit, fallen a, k" nach 
Art. 15'J- zusammen. 

Die Schlüsse dieses Beweises bleiben aber oti'enbar gültig, 
wenn wir anstatt von der (iruj)pe von vier Punkten von 
irgend einem positiven System von (3p -j- 1) Punkten 1* aus- 
geheu ; eine durch diese Punkte geführte täirve von der Ord- 
nung (j) -f- 1) schneidet die Curve dritter Ordnung in zwei 
weiteren Punkten und die Verbindungslinie der letztem thut 
diess in einem dritten Punkte, welcher beigeordneter Rest zu 
P und unveränderlich ist, welches auch die Curve <ler Ord- 
nung (p + 1) können aber ferner zu dem beige- 

ordneten Rcstpunkt der Gruppe P anstatt in zwei Schritten 


Digitizod by Googl 


107 


iu irgeiul einer geraden Zahl von Schritten gelangen; wir 
legen durch die (Sp + 1) Punkte P eine Curve Up+r und 
erhalten als liest das negative System N von (3r — 1) Punk- 
ten; wir beschreiben durch N eine Cur.ve Ur+, und erhalten 
einen liest von (3s -f- 1) Punkten. Aus P leiten wir in 
gleicher Weise einen liest von (3/ — 1) Punkten ab, etc. 
Wenn wir dann bei irgend einem negativen llestsysteme von 
(3< — 1) Punkten angekommen eine Curve Ui der Ordnung 
t durch dasselbe legen, so erhalten wir als liest einen einzigen 
Punkt. Dass dieser Punkt iu allen Fällen derselbe 
ist, durch welche Stufen der llestbildung mau auch zu ihm 
gelangt sei, ist die Erweiterung, welche Sylvester dem 
Satze des Art. 155. gegeben hat. ln der 'l'tiat, das System 
N ist ein liest von P, P ist ein liest von N und beigcord- 
neter liest von P\ N' ist ein Rest zu P’, also beigeordnet zu 
N und daher auch liest zu P, und so fort. Jedes positive 
System in der Reihe ist Rest zu jedem negativen System un'd 
beigeordneter Rest zu jedem positiven System. Der Punkt, 
zu welchem wir zuletzt gelangen, ist beigeordneter liest zu 
dem ursprünglichen positiven System und muss mit dem auf 
irgend einem andern Wege erhaltenen beigeordueten Reste 
desselben Systems identisch sein. 

Wenn wir z. B. durch vier Punkte eine Curve dritter 
Ordnung beschreiben, die die Curve in fünf anilern Punkten 
schneidet, durch diese fünf eine andere Curve dritter Ord- 
nung, welche einen Rest von vier Punkten giebt, durch 
diese sodann eine Curve vierter Ordnung mit einem Rest von 
acht Punkten und durch diese endlich eine neue Curve dritter 
Ordnung, welche die Originalcurve in einem weitern Punkte 
schneidet, so ist dieser letztere Punkt nothwendig derselbe, 
wie der nach dem Verfahren des Art. 155. aus den ursprüng- 
lichen vier Punkten construierte Gegenpunkt. 

Und wir kouiieu endlich ebenso von irgend einem nega- 
tiven Systeme N von (3^ — 1) Punkten beginnend nach einer 
ungeraden Zahl von Operationen zu einem einzigen Punkt 
kommen, welcher der Rest des Originalsystems und von der 
besondern Weise der Restbildung unabhängig ist. 

162. Die entwickelten Priiicipien erlauben uns, durch 
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lineare Constructiouen deu Punkt zu finden , welcher der 
Rest oder der l)cigeordnete Rest zu einem gegebenen nega- 
tiven oder positiven System ist. Wenn z. B. verlangt wäre, 
den Restpuukt zu acht gegebenen Punkten der Curve zu fin- 
den, so verbinden wir dieselben auf irgend eine Weise in 
Paaren durch vier Gerade und erhalten ein System vierter 
Ordnung und vier neue Schnittpunkte desselben mit der 
Curve, welche einen Rest zu deu gegebenen bilden; verbin- 
den wir diese abermals in Paaren, so erhalten wir eine 
Gruppe von zwei Punkten als beigeordneten Rest der acht 
gegebenen; der Punkt, wo die Verbindungslinie der letztem 
die Curve zum dritten mal schneidet, ist der verlangte Rest- 
punkt. 

Oder wir können irgend vier der gegebenen Punkte durch 
ihren beigeordneten Rest ersetzen, den wir wie in Art. 155. 
construieren, und das Problem ist so auf die Aufsuchung des 
Restes zu einem System von fünf Punkten zurückgeführt; 
ersetzen wir dann irgend vier von diesen durch ihren beige- 
ordneten Rest, so ist die Aufgabe auf die Construction des 
Restes zu einem System von zwei Punkten reduciert. Auf 
jedem dieser Wege erkennt man, dass der beigeordnete 
Rest eines Systems von acht auf einander folgen- 
den Punkten in einem gegebenen Punkte der Curve 
dritter Ordnung der dritte Tangentialpunkt dieses 
Punktes ist; sowie dass der Rest eines Systems von zwei- 
mal vier auf einander folgenden Punkten in dtw Verbindungs- 
linie der zweiten Tangentialpimkte der beiden gegebenen 
Punkte liegt. 

Bei der entwickelten linearen Construction des 
neunten Punktes, welchen alle die durch acht gegebene 
Punkte gehenden Curven dritter Ordnung enthalten, ist vor- 
ausgesetzt, dass eine dieser Curven durch die acht Punkte 
gegeben ist; und die Aufgabe ist dadurch von der verschie- 
den, welche verlangt, dass jener neunte Punkt construiert 
werde, wenn nur die acht Punkte bekannt sind. Hart hat 
gezeigt, dass auch im letzteren Palle dieser Punkt linear con- 
struiert werden kann, wenn auch durch ein complicierteres 
Verfahren 

163. Wir schliessen diesen Abschnitt mit einigen Be- 
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merkuugei über Systeme vou Curven dritter Ordnung, welche 
gewisse Punkte gemein haben. Zuerst wenn acht Punkte 
der Curve gegeben sind, oder acht lineare Kelationen zwi- 
schen den C'oefficienteu der allgemeinen (Jleichuug, so können 
dieselben alle bis auf einen eliminiert und die Gleichung da- 
mit auf die Form gebracht werden 
U ^ kV = 

Wenn sodann sieben Punkte oder sieben lineare ivelationcn 
gegeben sind, so kann die allgemeine Gleichung auf die Form 

gebracht werden , in welcher 

f/ = 0, F = 0, 1F=0 

drei Curven dritter Ordnung bezeichnen, die die sieben Be- 
dingungen ertullen, und die beiden Constanten k, l, welche 
zur Disposition sind, die Erfüllung vou zwei andern Be- 
dingungen erlauben. Die vorige Gleichung repräsentiert ein 
Büschel, die letzte ein Bündel oder Netz von Curven dritter 
Ordnung, eine einfach oder zweifach unendliche Heihe von 
solchen Curven, d. i. ein Gebilde erster oder zweiter Stufe aus 
solchen, entsprechend den Werth -Combinationen der Con- 
stikuten. Die allgemeine Form der Gleichung der durch sechs 
gegebene Punkte gehenden Curven dritter Ordnung (Gebilde 
dritter Stufe) ist ebenso 

A F-f nP-f w»Ä = 0. 

VV'ir können für U, V, . . . Systeme von drei Geraden setzen, 
von denen jede durch zwei der gegebenen Punkte geht; 
sind also 

A,B,C, 1), E, F 

die sechs Punkte und repräsentiert ab — 0 die Gleichung 
der geraden Verbindungslinie von A und B, so ist eine Form 
der Gleichung der Curve dritter Ordnung durch jene 

ah.C(i.cf-\-k.ac.hr.dl'-\-J.ail.bf.cc-\-m.ac.hd.cf = 0. 

Weil die.se Gleichung drei unbestimmte Constanten enthält, 
so muss jedes andere System dritter Ordnung durch die ge- 
gebenen sechs Punkte, z. B. die Verbindung der drei Geraden 

AF, BC, DE, 
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(iiireli sie aiisdriickhar sein, und die vorige Gleich(tag würde 
also an Allgeiueinlieit niclit gewinnen, wenn mau ihr ein 
Glied H. af.hc.de hinzuf'ügen wollte, weil dieses selbst 
gleich der Sninine der mit gewissen Factoreu respeetive mul- 
tipliciertfii vorigen vier Glieder sein muss. 

ln derselben Art, wie die Doppelverhältnissgleichheit 
der Funkte eines KegelschnitLs aus der Gleichung 
ab . cd = k . ac . hd 

abgeleitet wird (vergl. ,/i\cgelschnitte“ Art. 288.), können 
wir aus der soeben geschriebenen Gleichung das Iblgende 
Gesetz als die Ausdehnung des erwähnten aul Curveu dritter 
Ordnung ableiteu: Wenn- sechs Funkte einer Curve dritter 
Ordnung mit einem siebenten Funkte derselben durch gerade 
Linien verbunden werden, so besteht zwischen den durch 
die Schnittpunkte 

A, Ji, C, 1), E, F 

.seiner Strahlen in irgend einer Geraden bestimmten Segmen- 
ten die h’elation 

,A J{ . CD . EF -^k. Ar . B E . DF +1- AD . BF . CE 
+ m . AE. BD . (’F=0, 

in welcher k, I , m für jede besondere Curve dritter Ordnung 
durch die sechs Funkte vollkommen bestimmte ('oustanten 
sind. Der Satz umfasst zahlreiche besondere F’älle, welche 
man leicht in analoger Weise wie in der „Anal. Geom. d. 
Kegelschn.“ Art. 295. ableiten kann durch specielle Voraus- 
setzungen über die Lage der Transversale, etc. 

164. Wir sahen in Art. 4L, dass die Angabe eines 
Doppelpunktes äquivalent war mit drei Bedingungen. Sind 
akso ausser dem Doppelpunkt fünf andere Funkte gegeben, 
so würde eine einzige weitere Bedingung die Curve bestimmen 
und dieselbe kann daher in der Form 

H — kB = 0 

dargestellt worden, wo S' = 0, B = t) zwei besondere Cur- 
veu des Systems sind. Wir können sie in die Form 

(o a b c d) 0 e — k . (o a b c c) o d = 0 
setzen, wenn {o u b c d) die linke Seite der Gleichung des 
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durch (Ipii Doppelpuukt () uud die vier Funkte A, />, D 
gellenden Kegelschnittes repräsentiert. 

Ebenso kann die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
durch den Doppelpunkt O uud vier andere Funkte A, B, (', 1> 
in der Foriii geschrieben werden 

oa . ob . cd k . ob . oc . ad l . oc . ou . bd = 0; 
und es besteht, die nämliche Relation wie ini letzten Artikel 
zwisclien den Abschnitten, welche in irgend einer Transver- 
sale durch die Strahlen gebildet werden, die einen beliebigen 
Funkt der Curve mit diesen gegebenen Funkten verbinden. 

lü5. Indem wir das Doppelverhältniss eines ISüschels 
mittelst der senkrechten Eutfernungen seines Scheitels von 
den Seiten eines Vierecks ausdrückeii, dessen Ecken einzeln 
in den vier Strahlen desselben liegen (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 288.), können wir den Ort des gemeinsamen Schei- 
tels z.weier Rüschel finden, deren Doppelverhältniss das- 
selbe ist uud deren Strahlen durch feste Fuukte gehen, so- 
fern zwei von diesen beiden Büscheln gemein sind. Denn 
weun ab = 0 die Gleichung der Verbindungslinie der Funkte 
A und B bedeutet, .so erhalten wir eine Gleichung von der 
Form 


au . bp CU . Jp 

ab . pu cd . uj> 


oder ao . bp . cd = ab . co . dp. 


Wenn 0 und B die beiden nicht reellen Kreispunktc im Un- 
endlichen sind, so giebt uns diess (vergl. a. a. O. Art. 420.) 
den Ort des gemeinsamen Scheitels zweier Dreiecke von ge- 
gebenen Basen und gleichen Winkeln an der Spitze und wir 
sehen, dass dieser Ort eine durch die besagten Kreispunktc 
gehende Curve dritter Ordnung ist. Wenn statt dessen die 
Ditferenz der Winkel an der Spitze gegeben wäre, so wäre 
diess nach der angeführten Stelle durch das Verhältniss 
von zwei Doppelverhältuissen au.sdriickbar und leitet zu einer 
Gleichung von der Form 


an.bp CU. dp 

ap.bu ■ cp . du ’ 

welche eine Curve vierter Ordnung darstellt, die die beiden 
Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. 
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i'olc und Polaren. 


106. Die früher entwickelten Sätze über Pole und Po- 
liiren sind zuuiicii.st für den bestiiunitcu Fall der Curven 
dritter Ordnung zu wiederholen und anzuwenden. Jeder 
Punkt 0 hat in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung eine 
gerade Polare oder Polarlinie und eine coni.sche Polare oder 
einen Polarkegelschuitt; ihre Gleichungen sind respective 


X 


<W 


dU' 


dU' 


, dU 


dU 


+ nu , 4 uu I , HU I j 

•I d,j + ^ 'dz = ^ dx + '■' dy + ^ d, 

oder 


dU 


I. Xi = f) und Z Xi = 0 , 


dx. 


oder endlich 


Za:. f// = 0, Z.r/f/, = 0. 


Wenn man die Gleichung des Polarkegelschiiitt.s nach den 
Potenzen der Variabein ordnet, so ist sie 


ax- -f" 6'//’ -f- c'z'^ -{■ ~f y^ "1“ -i/ + 2h' xy = 0 

oder 

Z Uiix, a;* = ü 

wenn a, //, . . . respective Un' die zweiten Differentialquo- 
tienten in den gestrichenen Variabein bezeichnen. 

Der Polarkegelschuitt ist der Ort der Pole aller der 
geraden Linien, welche durch den Pol gehen, und es besitzt 
daher jede gerade Linie in Bezug auf eine Gurve dritter 
Ordnung ohne Doppelpunkt vier Pole, nämlich die Durch- 
schnittspuukte der Polarkegelschnitte von irgend zweien ihrer 
Punkte. 

Der Polarkegelschuitt geht durch die Berührungspunkte 
der sechs Tangenten, welche im Allgemeinen von O an die 
Curve gezogen werden können. Im Falle der Curve dritter 
Ordnung mit Doppelpunkt geht er durch den Doppelpunkt 
und schneidet die Curve nur in vier Punkten ausserdem und 
jede gerade Linie besitzt nur drei Pole, weil von den Gruud- 
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inmktcn des Bilscliels der Polarkegelsclinitte für die Punkte 
der (Jeraden mir drei verscliieden sind vom Doppelpunkt der 
tJurve. Ini Falle der Curve mit Riickkehrpuiikt geht der Po- 
larkegelsclinitt jedenfalls durch diesen stationären Punkt und 
berührt die Hückkelirtangente; er scliueidet also die Curve 
ausserdem nur noch in drei Punkten; es schneiden sich da- 
her auch zwei Polarkegelschnitte ausserdem nur noch in zwei 
Punkten , den beiden Polen der Verbindungslinie ihrer 
Pole O. 

Wenn die Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt 
und eine CeCade zerfällt, so geht der Polarkegelschnitt jedes 
Punktes O durch ihre Schnittpunkte und eine beliebige Gerade 
besitzt zwei Pole; der Polarkegelschnitt geht auch durch die 
Durchschnittspunkte des gegebenen Kegelschnitts mit der in 
Bezug auf ihn genommenen Polare von O. Denn man sieht 
leicht, dass der Vollzug der Operation A oder 

da-, dx, + dx, 

au dem Producte LS einer linearen und einer quadratischen 
homogenen Function von 
drei Variabein das Re- 
sultat 

//Ä+ LAS 

giebt. W^enn die Curve 
in drei gerade Kinien zer- 
fällt, 

Xf X 2 a’j = 0, 

so geht jeder Polarkegel- 
schnitt durch die Ecken des von denselben gebildeten Dreiecks 
und eine gerade Linie hat nur einen Pol. In diesem Falle 
sind die Gleichungen der Polargeraden und des Polarkegel- 
schnilts respective 

und 
oder 


x^x.;x.; -f x.,x^x; -f a-ja-.'o-j' = 0 
x{x.ix.^ + = 0 , 

= ' 

o", ' o-, ' Xj X, .r, ' Xj 
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Die gpgeljene (lleicliung der l*oliirliiiie führt sogleich zu einer 
geometrischen Donstnictioii derselben, denn aus Art. (jij., 2. der 
„Anal, (leoni. d. Kegelschn.“ folgt, dass für x! als den Punkt 
Jj der Figur die Linie E, EjE., die durch die besagte (ilei- 
chting darge.stellte Gerade ist. Die Tangtente des Polarkcgel- 
schnitts im Punkte x^ = x.^ — 0 ist nach Art. 5G. a. a. O. 

durch 4- = 0 ausgedrückt und wird daher als die Ver- 

Ijindungslinie des Punktes yl., mit dem Durchschnittsjiunkt 
E, der Polarlinie mit der Gegenseite yl, A,j erlialten. 

107. Wenn eine durch tlen Pol O gezogene Gerade die 
(lurve dritter Ordnung in Punkten yl, Ji, (’ schneidet, so wird 
ihr Schnitt|flinkt P mit der Polarlinie von 0 nach Art. 134. 
durch die Gleichung 

> _L ' 4-J- 

07' (JA ' OJS ‘ (J(! 

bestimmt. Wenn eine zweite gerade Linie aus 0 in der 
Gurve die Punkte yl', if, <f giebt, so ist auch ihr Punkt >S' 
in der Polarlinie damit gegeben und also die.se selbst be- 
stimmt und muss die nämliche bleiben für alle durch die 
sechs Punkte 

yl, Ji, c, A-, ir, r, 

gehenden Gurven dritter Ordnung. Wir können daher die 
. Polarlinie von (> in Bezug auf eine Gurve dritter Onlnung 
linear construieren, wenn wir die Schnitt]umkte 

A, Ji, G; A',jr, V 

zweier von O a\isgehendeii Geraden mit der (,'urve als be- 
kannt voranssetzeu ; denn sie ist die Polare von 0 in Bezug 
auf das durch die Geraden 

AA', Bjr, er' 

gebildete Dreieck. Die im Art. 13T). gegebenen metrischen 
Itelationen zeigen auch, dass mit den Punkten A, It, V die 
zwei Punkte des Polarkegelschuitts in ihrer Verbindungslinie 
bestimmt sind, und da.ss daher durch drei vom Pol O aus- 
gehende Gerade und die Gruppen ihrer Schnittpunkte 

A,B,r, A’,jr,r-, Ä',jr,ü" 

mit der Gurve dieselbe be.stimmt und somit für alle durch 
diese neun Punkte gehenden Gurven dritter Ordnung dieselbe 
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ist. Da (lio Puiikti! A, A', A" als Punkte einer Geraden ge- 
wählt wenlen können, so ist diis Problem der Constrindion des 
Polarkegelschnilts in Bezug aut eine Gurve dritter Ordnung 
rediieiert auf das seiner Construction für das aus einer Gera- 
den L und den durch die übrigen sechs Punkte gehenilen 
Kegelschnitt &' gebildeteSysteni. Wegen derUelation von ]>. 173 
geht dieser letztere Polarkegelschnitt durch die Schnitt|)unkte 
von L und »S sowie durch die Schnittiinnkte von tf mit di'r Po- 
lare von O in Bezug auf S, und die Polare von O in Bezug auf 
ihn ist bekannt. 

AVir behandeln speciell die Fälle 1) wo O ein Punkt der 
Curve dritter Ordnung und 2) wo O ein Punkt ihrer llesse- 
schen Curve ist. 

1(58. Wenn wir aus zwei auf einander folgenden Punkten 
0, 0' der Curve dritter Ordnung die beiden Ueihen von Tangenten 

OA, OB, OC, OB-, O'A, OB, OV, O B 


ziehen, so schneidet jeile Tangente 0,1 die nächstfolgende 
Tangente O'A in ihrem Berührungspunkt A. Nun liegen die 
vier Berührungspunkte A, B, C, B im Polarkegelschnitt des 
Punktes O, welcher die Curve dritter Ordnung in diesem 

Punkte O berührt (Art. (14.), d. h. die sechs Punkte 

• 

O, a, A, B, C, B 


liegen in demselben Kegelschnitt und das Doppelverhältniss 
des Büschels o.ABCB 


ist somit dasselbe wie das des Büschels 


O'. A BOB. 

Weil endlich diess Verhältniss dasselbe bleibt, w’enn wir von 
einem Punkte der Curve zum nächstfolgenden Punkte der- 
selben gehen, .so erkennen wir, dass das Dojipel verhält- 
niss des Büschels constant ist, welches die von 
irgend einem Punkte einer Curve dritter Ordnung 
an sie gehenden Tangenten mit einander bilden. 
Zu einem algebraischen Beweis dieses Satzes gelangen wir 
später dadurch, dass das Doppelverhältni.ss des Büschels von vier 
durch eine homogene biquadratische Gleichung zwischen zwei 
Variabeln aitsgedrückten Geraden in Function des Verhält- 
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nisses der Invarianten und T‘ der biquadratischen Form 
ausgedrilckt werden kann und dass diese absolute Invariante 
des Büschels in dem Falle, wo dasselbe von den vier Tan- 
genten einer Ciirve dritter Ordnung aus einem ihrer Funkte 
gebildet ist, als Function einer absoluten Invariante der cu- 
bischeu F'orra erscheint, die ihn ausdrückt, also unveriiuder- 
licli bleibt für alle Lagen des Punktes in der Curve. Diese 
absolute Invariante ist eine numerische Charakte- 
ristik der Curve, welche durch Projection und 
durch lineare Transformation nicht verändert wird. 
Es wird in der Algebra nachgewiesen dass man durch den 
Werth dieser Invariante diejenigen biquadratischen Gleichungen, 
welche zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln haben, von denen 
unterscheiden kann, deren Wurzeln sämmtlich reell oder imagi- 
när sind; man sieht daraus, da.ss, wenn für irgend einenPuukt 
einer Curve dritter Ordnung von den vier von ihm ausgehen- 
den Tangenten derselben zwei reell und zwei imaginär sind, 
nothwendig für alle Punkte derselben Curve das Gleiche 
stattfindet; und ebenso, da.ss jene vier Tangenten für alle 
Punkte der Curve entweder sämmtlich reell oder sämmt- 
lich imaginär sind, wenn sie in irgend einem ihrer Punkte 
.sämmtlich reell oder sämmtlich imaginär sind. Darauf grün- 
det sich eine fundamentale Eintheilung der Curven dritter 
Ordnung ohne singulären Punkt in zwei Classen; die einen, 
in welchen von jedem Punkte der (,'urve aus zwei und mir 
zwei reelle Taugenteu der Curve an dieselbe gehen, die an- 
dern, in welchen die vier Tangenten aus einem Punkte ent- 
weder sämmtlich reell oder sämmtlich nicht reell sind. Diese 
Bemerkung wird in dem Abschnitt über die Cla.ssification der 
Curven dritter Ordnung ihre weitere Ausführung finden, und 
es wird sich dabei ergeben, dass im zweiten Falle die Curve 
dritter Ordnung immer aus zwei getrennten Theilen besteht, in 
deren einem die Punkte mit vier reellen Tangenten und in deren 
anderem die Punkte mit vier nicht reellen Tangenten liegen. 

1G9. Aus dem Satze des Art. 1G8. folgt, dass für O, P 
als zwei beliebige Ihinkte der Curve dritter Ordnung stets 
ein Kegelschnitt exi.stiert, der sie mit denjenigen vier Punk- 
ten verbindet, in denen die vier Tangenten aus dem ersten 
je ihre entsjirechenden aus dem zweiten durchschneiden. Da 
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(las iJopiielverhiiltuiss von vier Punkten durtli die Vertau- 
schungen von AliCl) in liADC, CDAli, DCBA nicht 
geändert wird , so können die Strahlen des zweiten IJiischels 
nach einander in jeder von diesen vier Ordnungen mit denen 
des ersten Büschels in der Ordnung AliCl) combiniort wer- 
den und die sechzehn Durchsch nittspunkte der 
ersten Ileihe von Tangenten mit der zweiten lie- 
gen somit in vier Kegelschnitten, welche sämmt- 
lich die Punkte 0 und P enthalten. Ist die Curve cir- 
cular, d. h. geht sie durch die nicht reellen Kreispunkte 
I, J im Unendlichen, so ergiebt sich, indem man diese für 
die Punkte O und P wühlt, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer circularen Curve dritter Ordnung in 
vier Kreisen, zu je vier in einem derselben gelegen 
sind — ein von Hart ■'••’) auf anderm Wege erhaltener Satz, 
der den Verfasser auf den Hauptsatz des vorigen Artikels 
führte. 

170. Wenn 0 ein Punkt der Curve ist, so wird 
jede durch ihn gehende Sehne in der Curve und im 
Polarkegelschnitt von 0 in Bezug auf dieselbe har- 
monisch getheilt. Uenu wir sahen, dass die Durch- 
schuittspunkte der Curve dritter Ordnung mit der geraden 
Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten durch die 
Gleichung 

PU'+ PuA U'-t- f/+ f'U = 0 

bestimmt werden; für a:,' als einen Punkt der Curve ist aber 
U'— 0 und diese Gleichung durch fi theilbar, und wenn ferner 
die Punkte x,- und x/ durch die Ilelation AU = 0 verbunden 
waren, d. h. wenn der eine auf dem Polarkegclschnitt des 
andern liegt, so würde die übrig bleibende quadratische Glei- 
chung die Form 

PA ?/'+ 0 

und somit zwei gleiche und entgegengesetze Wurzeln haben, 
d. h. nach Art. 123. der „Anal. Geom. d. Kegclschn." die Ver- 
bindungslinie der beiden Punkte wird durch die Curve har- 
monisch getrennt. Man beweist das Nämliche auch, indem 
man den Punkt 0 zum Anfangspunkt der Coordinaten macht 
und den Ort der harmonischen Mittel auf allen von ihm aus- 
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gehenden Radien vectoreu bestimmt. Indem man genau wie 
in Art. 133. verführt und A — 0 setzt, findet man unmittelbar 
2 (JRa: + C>/) + + Exy + Fif = 0, 

d. h. die Gleichung des Polarkegelschnitts für den Anfangs- 
punkt der Coordinaten als Pol. 

Man beweist ferner wie in Art. 137., dass die Tan- 
gente des Polarkegelschnitts in seinem Durch- 
sch'nittspunkt mit irgend einer Sehne aus dem in 
der Curve gelegenen Pol auch durch den Üurch- 
schnittspunkt der Tangenten der Curve dritter Ord- 
nung in den beiden Punkten dieser Sehne geht und 
zur Verbindu ngsliuie ihres Schnittpunktes mit dem 
Punkte 0 harmonisch conjugiert ist. 

171. Wir untersuchen ferner insbesondere den Fall, in 
welchem der Punkt 0 em Inflexionspunkt der Curve ist. In 
Art. 74. wurde gezeigt, dass der Polarkegelschuitt eines In- 
flexiouspunktes in zwei gerade Linien zerfällt, von denen die 
eine die Tangente in diesem Punkte ist. 

Das Nämliche ergiebt sich auch aus der Gleichung für 
den Polarkegelschnitt des Anfangspunktes der Coordinaten, 
die wir so eben geschrieben haben; denn damit der Anfangs- 
punkt ein Inflexionspunkt und die Axe */ = 0 seine Tangente 
sei, muss (vergl. Art. 4G.) nicht nur A = 0, sondern auch 
ß == 0 , Z) = 0 sein und die Gleichung des Polarkegelschnit- 
tes aus Art. 170. wird somit 

ij {2C Ex-\- Fy) = 0. 

Da der Factor y oflenbar für das Problem des Ortes der 
harmonischen Mittel seine Bedeutung verliert, so ergiebt sich, 
dass für alle durch einen Inflexionspuukt der 
Curve dritter Ordnung gehenden Radien vectoreu 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, ein Satz von Maelaurin ^'). Und umgekehrt; Wenn 
der Ort der harmonischen Mittel eine gerade Linie 
ist, so ist der Punkt 0 ein Inflexionspunkt. Denn 
nach Art. 74. kann der Polarkegelschnitt nur in dem andern 
Falle in zwei gerade Linien degenerieren, weun O ein Doppel- 
punkt ist, und dieser Fall hat auf das Problem der harnio- 
niseben Mittel keine Anwendung, weil die durch den Doppel- 


Digitized by Google 


179 

punkt gehenden Radien vectoren die Curve nur in einem 
weitern Punkk“ schneiden. 

Wir wollen die soeben gefundene Linie die harmonische 
Polare des Inflexionspunktes 0 nennen, um sie von 
der gewöhnlichen Polare zu unterscheiden, welche die ent- 
sj)rechende Inflexionstaiigente ist. 

172. Der Punkt () besitzt in Bezug auf die har- 
monische Polare Eigenschaften, welche analog 
sind den Eigenschaften von Pol und Polare bei den 
Kegelschnitten. Wenn wir durch 0 zwei gerade Linien 
ziehen, so schneiden sicli die Paare der V^erbindungslinien 
ihrer vier Schnittpunkte mit der Curve in der harmonischen 
Polare — unmittelbare Folge der harmonischen Eigenschaften 
des Vierecks. Wenn wir insbesondere in den Schnittpunkten 
eines durch O gehenden Strahls mit der Curve die Tangen- 
ten derselben ziehen, so liegt ihr Schnittpunkt in der har- 
monischen Polare. Die harmonische Polare geht auch durch 
die Berührungspunkte der von 0 aus an die Curve gehenden 
Tangenten, weil für ORllW als eine harmonische Grupi>e 
das Zusammenfallen von R mit R' auch das Zusammenfallen 
von R mit R nach sich zieht. Somit liegen die Berührungs- 
punkte der drei von einem Inflexionspuiikt aus an die Curve 
gehenden Tangenten in einer geraden Linie. Wenn die 
Curve einen Doppelpunkt hat, so folgt genau in derselben 
Weise, dass er in der harmonischen Polare liegen muss. 

Man kann den ersten Satz des Artikels auch so aussprechen: 
Wenn drei Punkte A', R, C der Curve in einer geraden 
Linie liegen und die sie mit 0 verbindenden Geraden die 
Curve ferner in A", R', C" schneiden, so liegen diese auch 
in einer Geraden, und diese beiden Geraden schneiden die 
harmonische Polare in demselben Punkte. Denken wir ins- 
besondere A', R, C als zusammen fallend, so kommen wir 
zu dem Satze, dass die Verbindungslinie zweier luflexions- 
punkte durch einen dritten Inflexionspunkt gehen muss und 
dass die Tangenten der Curve in zweien derselben sich in 
der harmonischen Polare des dijtten schneiden. 

173. Wenn man durch einen Inflexionspunkt O 
drei gerade Linien zieht, die die (iurvc in /!,, A.^- 
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J{j\ (\, (\ ferner sclineiden, so hat jede durch 
die sieben Punkte 0.1, .Jj //, Cj gehende Curve 
dritter Ordnung im Punkte O einen Inflexions- 
juinkt. Uenn die Schnittpunkte dieser drei Geraden mit 
der harmonischen Polare sind den Oertern der harmonischen 
Mittel des Punktes 0 für alle durch diese sieben Punkte 
gehenden Curven dritter Ordnung gemein und dieselben ent- 
halten also alle eine und dieselbe gerade Linie, während sie 
im Allgemeinen Kegelschnitte wären, nach Art. 171. muss 
daher der Punkt O für alle die bezeichneten Curven ein In- 
flexionspunkt sein. 

174. Wir haben im Art. 74. gesehen, dass die In- 
flexionspunkte einer Curve dritter Ordnung U=0 ihre Durch- 
schnittspunkte mit einer Curve II — 0 sind, die auch von 
der dritten Ordnung ist; eine Curve dritter Ordnung 
hat daher im Allgemeinen neun Inflexionspunkte, 
von welchen jedoch (vergl. Beisp. 3. in Art. 126.) nur drei 
reell sind. Und da wir seit4lem auch bewiesen haben, da.ss 
die gerade Verbindungslinie von zwei Inflexionspunkten 
durch einen dritten Inflexionspunkt derselben Curve gehen 
muss, so ergiebt sich, dass mau durch jeden Inflexionspunkt 
vier gerade Linien ziehen k.aun, welche die übrigen acht In- 
flexionspunkte enthalten. Als einen Specialfall zu dem Satze 
des letzten Artikels erhalten wir dann den Satz: Jede Curve 
dritter Ordnung, welche durch die neun Inflexions- 
punkte einer solchen Curve geht, hat diese Punkte 
selbst zu Inflexionspunkten *'■'). 

175. Die Zahl der geraden Linien von denen jede drei 
Inflexionspunkte enthält, ist 

= i (4 X 9) = 12, 

weil je vier von ihnen sämmtliche Inflexionspunkte enthalten ; 
wir können auch daraus schliessen (vergl. Art. 126.), dass 
die Inflexionsjmnkte nicht sämmtlich reell sein können, weil 
durch neun reelle Punkte nur zehn Gerade gehen können, 
welche sie zu je dreien enthalten, aber nicht eine grössere 
Anzahl von Geraden. 

Der Versuch, ein Schema dieser Linien zu bilden, führt 
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iiuf FulyeuJes, von welchen jedes lindere nur durch die üe- 
zeichnung ab weichen kann: 


12.4, 

468, 

579. 

145, 

269, 

378. 

167, 

285, 

349. 

189, 

465, 

247. 


Ks folgt daraus, dass jede Curve dritter Ordnung durch irgend 
siehen dieser Punkte einen derselben ilirerseils zum luflexions- 
punkt haben muss; denn irgend sieben der Punkte liegen 
nach der Tabelle in drei Geraden, z. H. die ersten sieben in 
12.'1, 145, 167, welche sich in einem Punkte der Curve schnei- 
den, und es ist somit nach dem letzten Artikel dieser ge- 
ineinschariliche Punkt (l) ein Inflexionspunkt für alle diese 
Curven. Aus der Uebersicht dieser Geraden geht hervor, 
dass sie in vier Ueiheu von drei Geraden geordnet werden 
können, von denen jede Reihe säinmtliche Punkte enthält; 
oder dass, wenn wir die Gleichung 

i/-f Ai/=0 

bilden, drei Werthe von l existieren, für welche die Glei- 
chung sich auf die Gleichung eiues Systems von drei geraden 
Linien reduciert. Einen directen Beweis davon geben wir 
im letzten Abschnitt dieses Kapitels. 

176. Wir betrachten ferner den Fall, wo der Punkt x/ 
iu der llesse’schen Curve liegt und somit sein Polarkegel- 
schnilt in zwei gerade Linien zerfällt. Im Art. 70. wurde 
als allgemeines Gesetz bewiesen, dass immer wenn die erste 
Polare eines Punktes A einen Doppelpunkt JJ hat, der Polar- 
kegelschnitt von JJ einen Doppelpunkt in A besitzt. Im Falle 
der Curven dritter Ordnung ist die erste Polare eben der 
Polarkegelschnitt und der Satz lautet: Wenn der Polar- 
kegelschnitt von A in zwei gerade Linien zerfällt, 
die sich in 11 schneiden, so zerfällt auch der Polar- 
kegelschnitt von B in zwei Gerade, die sich in A 
schneiden. In der That, wenn der Polarkegelschnitt von 
Xi in zwei gerade Linien zerfällt, so genügen die drei Co- 
ordinaten x{ des Durchsclmittspunktes der letzteren den drei 
Gleichungen, welche durch DilTerentiation der Gleichung des 
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l’ularkegclsfliuilLs eut.stebeii. Den ü<]uivuleiileii Furuien tler 
letztereu (Art. Ifö.) 

Zar,' U, — 0 oxler Z Ua' iiXt = 0 
eiitsiiriiigeii die üquivalentca Formen der fraglichen Difle- 
rentiale 

fq.a:,' + = 0, 

UfjX, -(- Uj2^2 

^' la^l ~f“ 1 ^ 23^2 "H ^ 33^'3 ~ ^*5 
^1 + U \ 2^2 + ^la ■'■.1 = 

+ U 22 X 2 + U 23 XJ = 0, 

+ U23X.^ + f-'^33^3 = 

Dieselben zeigen sich al.s symmetrisch in Ilezug auf die X( 
und die a:,' und hewehsen daher, da-ss die Beziehung zwischen 
diesen Funkten eine gegenseitige ist. Aber A und JJ sind 
uHenbar l’unkte der Ilesse’scheu Curvo, und zwar als 
ents]» rechen de Funkte derselben zu bezeichnen; wir wer- 
den jetzt zeigen, dass sie diess auch in dem in Art. 152. er- 
klärten Sinne sind, d. h. dass die Tangenten der 
Ilesse’schen Curve in A und i>’ sich in einem an- 
dern Funkte dieser Curve begegnen. Wir werden 
später sehen, dass es drei Curven dritter Ordnung giebt, 
welche dieselbe Cufve zu ihrer II esse sehen thirvc haben 
und dass für jede dieser drei die Correspondenz der Funkte 
.1 und 1) in ihr eine andere von den drei Arten der Cor- 
resj)ondenz ist, welche wir in Art. 152. f. kennen gelernt 
haben. Ilierergiebt sich zunächst, dass im Falle der Curven 
dritter Ordnung die Bteiner’sche (Art. 70.) und diellesse’- 
sche Curve derselben in einer Curve vereinigt siml. 

177. Die (Jleichung des Folarkegelschnitts eines durch 
die Coordinaten t/i bestimmten Funktes 

Z(/. Ui = 0 

zeigt, iHujs das System der Folarkcgelschnitte aller Funkte 
der Ebene in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ein 
solches System (Netz) von Kegelschnitten bildet, wie es in 
Art. 300. f. der ,,.\nal. Geom. d. Kegelschn.“ discutiert worden 
ist, nämlich ein System, dessen Gleichung zwei unbestiininte 
Farameter linear enthält. Die Gleichung der Folare de.s Funk- 
tes yl in Bezug auf einen Kegelschnitt des Systems ist 
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J/| “f" U^.^X-2 -{- Uf^x^) -f- y2(t^|2^1 "I“ i/jgXj -|- ) 

+ !/:i (^13^:,'+ UnX^'+ U.j^x.;) = 0 

und wird also durch die C!oordiiiateii des Punktes i> erfüllt; 
die Polare jedes der Punkte A, B geht somit durch den an- 
dern Punkt und die Hesse sehe Curve der Curvc dritter 
Ordnung ist somit zugleich die Ja co bi sehe Curve (a. a. 0. 
Art. 360.) des Systems der Polarkegelschnitte. Weil A und B 
in Bezug auf jeden Kegelschnitt des Systems conjiigierte 
Pole sind, so werden sie in ihrer Verbindungslinie von allen 
den besagten Kegelschnitten harmonisch getrennt, d. h. diese 
Punktepaare bilden eine Involution, deren Doppelpunkte in 
A und B liegen. Somit können auch die beiden Punkte, in 
welchen diese Gerade je einen Kegelschnitt des Systems 
schneidet, nur in A oder in B zusammenfallen; und somit 
kann, für das Zerfallen in zwei gerade Linieii, die sich in 
AB durchschneiden-; nur entweder A oder B der Schnitt- 
punkt derselben sein, wenn nicht A B .selbst eine dieser Linien 
ist. Die Hesse’sche Curve einer Curve dritter Ordnung ist 
selbst eine Curve dritter Ordnung und wird also von der 
geraden Linie AB in drei Punkten, d. h. noch in einem 
dritten Punkte C au.sser A und B geschnitten. Jeder Punkt 
der Hesse’schen Curve ist, wie wir gesehen, der Durch- 
schnitt von zwei Geraden, in welche ein gewisser Polarkegel- 
schnitt des Systems zerfällt, und cs folgt somit aus dem so- 
eben bewiesenen, dass von den zwei Geraden dieser Art, 
welche sich in C durchschneiden, AB selbst die eine sein 
muss. Damit entspringt aus dem System der Punkte, deren 
Ort die Hesse’sche Curve ist, ein System von Geraden, 
nämlich der Paare von Linien , welche die Polarkegel- 
schnittc der Punkte der Hesse’schen Curve sind. Jede Linie 
des Systems schneidet die Hesse’sche Curve in drei Punk- 
ten, von denen zwei entsprechende Punkte der Ilesse’schen 
Curve sind und deren dritter C, den Durcluschnittspunkt der 
Geraden mit ihrer conjugierten, wir als den ergänzenden 
l’unkt bezeichnen können. 

178. Die von dem System der eben erwähnten Geraden 
umhüllte Curve ist von Cayley studiert worden und Cre- 
niona hat sie deshalb als die Cayley’sche Curve der Curve 
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dritter Ordnung bezeichnet *■'). Sie ist von der dritten ('lasse, 
weil durch einen beliebigen Punkt 1‘ der Ebene nicht mehr 
als drei von jenen Geraden gehen küuuen. Ein Pimkt M 
nämlich dessen Polarkegelschnitt durch 1‘ geht, liegt nach 
Art. Gl. nothwendig in der Polarlinie von P und damit der 
Polarkegelschnitt in gerade Linien zerfalle, muss M in der 
Ilesse’schen Curve liegen; es giebt daher immer nur drei 
Punkte M, deren Polarkegelschnitt sich auf ein Pa.ar von 
geraden Linien reduciert, von denen die eine durch P geht. 
Da die Curve keine üoppelhuigcnte und keine stationäre Tan- 
gente besitzen kann, so ist sie von der sechsten Ordnung. 
Jede Linie des Systems verbindet ein Paar euts[irechende 
Punkte der llesse'sclieu Curve (Art. 177.); die Cayley sehe 
Curve kann daher ebenso gut betrachtet werden als die Eii- 
veloppe der geraden Linien, in welche die Polarkegelschuitle 
der Punkte der Hesse 'scheu Curve zerfallen, wie als die 
Euvelojipe der Geraden, welche die corresi)ondierendeu Punkte 
der Ilesse’schen Curve verbinden. Im Falle der Cuiweii 
höherer Ordnung jedoch ist die Euveloppe der Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte A, JJ (Art. 70.) von der 
Envelopj)e der geraden Linien verschieden, in welche Polar- 
kegelschnitte zerfallen können. 

Die Cayley’sche Curve kiuiu auch als die Euveloppe; 
der Geraden betrachtet werden (Art. 177.), welche vom Sy- 
stem der Polarkegelschiiitte in Involution gesclniitten werden. 
Es ist aus Art. 337. der „Kegelschnitte“ ersichtlich, wie 
die Gleichung dieser Envelojepe gebildet werden kann und 
dass sic von der dritten Classe ist. (Vergleiche a. a. O. 
Art. 3G1.) 

179. Wir suchen ferner die vier Polo einer Tangente der 
llesse’sclieu Curve mit llcriihrungsimnkt A in Bezug auf 
die Curve dritter Ordnung; sie sind offenbar die Durcli- 
schuittspunkte des Polarkegelschnitts von A mit dem Polar- 
kegelsclinitt des nächstfolgenden Punktes A' der llesse’sclieu 
Curve. Der Polarkegelschnitt von A ist das Paar der gera- 
den Linien L‘L, BN und der Polarkegclschuitt von A' ist 
ein demselben uächstbeuachbartes Linieiipaar; nun schneidet 
BL die nächstfolgende Gerade zu JSN im Punkte B und 
BN die nächstfolgende Gerade zu BL in demselben Punkte 
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uud BL, BN sclnieideji die iliiieii respective '/.uiiikdist fol- 
genden Geraden in den Berührungspunkten derselben mit 
ihrer Euvelopjie; d. h. die gesuchten vier Pole sind der zwei- 
fach zählende Punkt B und die Berührungs])uukte der (kvy- 
ley scheu Curve mit den Geraden BL, BN. 

Insbesondere ist also die Polarlinie eines J’unktes 
der Ilcsse’schcn Curve in Bezug auf die (lurvc drit- 
ter Ord n uii g die Tangen te der II esse 'sehen Curve iin 
correspond i e rendou Punkt. Man kann aus dem eben 
Entwickelten direct zeigen, daj3s die Cayley'sche Curve 
von der sechsten Ordnung ist. (Art. 178.) Denn die Glei- 
chung des Ortes der i’olo der Tangenten der Jlosse’scheii 
Curve in Bezug auf die (hirve dritter Ordnung wird gefunden, 
indem mau die Bedingung ausdrüekt, dass 

*x^U^ U., -f- = P 

die II es sc ‘sehe Curve berührt. Diese Bedingung enthält die 
Grössen 77, im sechsten Grade und der fragliche Ort ist so- 
mit von der zwölften Ordnung; und weil nach dem Bewie- 
senen die Hesse 'sehe (Tirve zweifach zählend dem Orte an- 
gehört, also auch als zweifach auftretender Factor seiner 
Gleichung angehört, so ist der liest, den die Cayley’sche 
Curve repräsentiert, von der Ordnung sechs. 

180. Der Ort der Punkte, deren Polarliuien in Bezug 
auf eine Curve U = 0 eine andere Curve K = ü berührten, 
schneidet die erstere Curve nothwendig in ihren Berührungs- 
]iunkten mit denjenigen Tangenten, die .sie mit der zweiten 
gemeinschaftlich hat, weil die Polarlinie eines Punktes von 
77=0 die Tangente von 77=0 in diesem Punkte ist und 
nach der Voraussetzung für einen Punkt des Ortes die Polar- 
liuie auch P = 0 berührt. Wir sahen aber so eben, d:uss 
für U — 0 als eine Curve dritter Ordnung und V — 0 als 
ihre Hcsse'sche Curve der Ort aus der Cayley 'sehen und 
der zw'eifach zählenden llesse’schen Curve zusammengesetzt 
ist. Die Curve dritter Ordnung uud die II esse sehe Curve 
haben als je von der sechsten Classe sechs uud dreissig ge- 
meinschaftliche Tangenten und wir sehen nun, dass dieselben 
aus den achtzehn Tangenten von U — 0 in den Schuitt- 
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luinkteii (lifser Ciirvo mit der (J.iy ley scheu Curvo und aus 
den Tangenten von U — 0 in ihren SchniUiiunkten mit der 
Ilesse’schen Curve bestehen, wobei die Letztere d. i. die 
neun stationären 'J'angenteu je für zwei zu zählen sind. Und 
in der That haben wir schon in Art. 46. bemerkt, dass jede 
stationäre Tangente einer Curve als eine Doj)peltangente der- 
selben zu betrachten sei, weil sie sowohl den ersten mit dem 
zweiten als den zweiten mit dem dritten l’unkt verbindet; 
bei Zählung der gemeinschaftlichen Punkte oder Tangenten 
zweier Curven zählt ein Rückkehrpunkt wie ein Dojipelpunkt 
und resjiective eine stationäre wie eine Doppeltangeute für 
zwei. (Vergl. Art. 47.) Der Polarkegelschnitt eines In- 
flexiouspuuktes A besteht nach Art. 171. aus der Inflesions- 
tangente selbst und der harmoni.schen Polare von A, und der 
dem Punkte A eorrespondierende Punkt Ji ist daher der 
Durchschnittsjuinkt der Inlle.xionstangente mit der harmoni- 
.schen Polare. Und die Tangente der 11 esse’schcn Curve in 
Ji ist die I’olare von A in Hezug auf die Curve dritter Ord- 
nung, d. h. die Intlexionstangcnte selbst. Somit sind die 
neun Punkte, wo die Inllexionstangenk'ii die llesse’sche 
Curve berühren, diejenigen Punkte, wo jede luflexioustan- 
gente die entsprechende harmonische Polare schneidet. 

Es kann aus dem Rewiesenen geschlossen wird aber 
später unabhängig gezeigt werden, dass das Pr«d>Ieni, eine 
Curve dritter Ordnung zu finden, von welcher eine gegebene 
Curve dritter Ordnung die llesse’sche Curve ist, drei Lö- 
sungen hat. Denn weil die Inllexionspunkte beiden Curven 
gemein sind (Art. 174.), so kennt man neun Punkte der frag- 
lichen Curve dritter Ordnung, welche für acht Hedingungen 
zählen, und dieselbe wäre somit durch die Kenutniss der 
1’angente in einem dieser Punkte A vollständig bestimmt. 
Was aber soeben bewiesen wurde, zeigt, dass diese Tangente 
jede von den drei Tangenten sein kann, w’elche von A 
an die Curve gelegi werden können (Art. 172.). 

181. Die Tangenten der Hesse’schen Curve in 
correspondierenden Punkten schneiden sich 

in einem Punkte derselben Curve. Wenn die Linien 
ij’L, Ji N den Polarkegelschnitt von A und die Linien «IJi, 
AN den Polarkegelschuitt von JJ bilden, so sind die Punkte 
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L, M, N, 11 ilio vier Pole der Linie A li und die gemeiii- 
schaf'tliclicu Punkto KÜiumtlichcr den [’unktcn von A li ent- 
S2Hechenden Polarke- 
gelsclmitte. Wenn 
also dieser Polarkef^cl- 
sfhuitt in zwei gerade - 
Linien zerfallen soll, 
so können diese nur 
die Geraden LIl, MN ^ 
sein und der Durch- 
sclinitUpunkt IJ der- 
selben ist also ein 
Punkt der llessc'sclien 
Ourve und der corre- 
sjiondierende zu dem 
dritten Schnittpunkt C 
der geraden Linie A li 
mit derselben. Aber die Tangente der Hesse'.schen t'urve 
in /> ist die Polare von .1 in Bezug auf die Curve dritter 
Ordnung, welche nach Art. tiO. auch seine Polare in Bezug 
auf den PolarkegeI.schnitt von A, d. h. da.s Linienpaar BL, 
JiN ist, d. h. diese Tangente ist nach den harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen ^'icrecks die l/inie JiD\ und 
in gleicher Art ist die Tangente in A die Linie .173. 


r 


ff 

<b ' 
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Wenn die Ilesse'sche Curve und ein Punkt A in ihr 
gegeben sind, so gestattet das Problem, den entsprechenden 
l’unkt li zu linden, drei Lösungen (vergl. Art. 152.); denn 
wenn wir die Tangente in A ziehen, welche die Curve über- 
dic.ss in I> schneidet, so kann /» der Berührungspunkt einer 
der drei von A 73 verschiedenen Tangenten sein , welche von 
73 aus an die Curve gehen. Diese drei Lösungen entsprechen 
den drei verschiedenen Curven dritter Ordnung, für welche 
die gegebene Curve die Ilesse’sche Curve sein kann. 


182. Die Berührungspunkte der Cayley’schen 
Curve mit den vier geraden Linien BL, UN, Alt, AN 
liegen in einer Geraden. Die l’ole von .173 in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung sind die Durchschnittspunkte 
der Polarkegelschnitto von .1 und 73, d. h. des Paivres BL, 
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ItJ^ mit dem aus A J} und einer dureli C gellenden conju- 
gierten Geraden Ca bestehenden l’aaro; die vier Pole sind 
daher der zweifach zrihlende Punkt Jl und die beiden Punkte, 
in welchen Ca die Geraden JiL, JIM schneidet. Da aber 
A J) eine Tangente der II esse'sehen Curve ist, so folgt aus 
Art. 179., dass die letzteren beiden Pole die Berührungsjiuukte 
der Geraden HL, 1131 mit ihrer Knveloj)|ie sind. Und in 
gleicher Weise liegen die Berührungspunkte von Ali, AN 
in derselben geraden Linie. Da diese gerade Linie .selbst 
eine Tangente der Oayley 'sehen Curve i.st, so sind ihre 
sechs Schnittpunkte mit derselben damit vollständig uaehge- 
wiesen. Mit andern Worten: Jede Tangente der Cayley’ 
sehen Curve ist die eine von einem Paar von Geraden, das 
einen Polarkegelschnitt rejiräsentiert, und dessen andere 
Linie zwei entsjirechende Punkte der II esse'.schen Curve mit 
einander verbindet; die vier geraden Linien, welche die Po- 
larkegelschnitte dieser zwei Punkte bilden, gehen respective 
durch die vier J’unkte, in welchen die gegebene Tangente 
die (Liyley’sche Cnrvc noch weiter schneidet. 

Um ferner den Berührungspunkt einer gegebenen Tan- 
gente mit der Cayley 'sehen Curve zu bestimmen, verbinden 
wir den ergänzenden Punkt in der gegebenen Tangente mit 
dem correspodierenden Pnnkte der 11 esse’sehen Curve und 
bestimmen zn dieser Geraden die conjugierte; sie schneidet 
die gegebene Tangente in dem verlangten Punkte. Aber 
wir können sofort eine noch einfachere Kegel ableiten. Denn 
da die beiden letzterwähnten Linien einen Polarkegclschuitt 
bilden und jeder Polarkegclschnitt die Verbindungslinie cor- 
resiiondierender Punkte harmonisch theilt, .so haben wir nur 
die drei Punkte zu nehmen, in welchen die gegebene Tan- 
gente die llesse’sche Curve schneidet, nämlich die beiden 
correspondierendeu Ihmkte und den ergänzenden Punkt, und 
den dem letztem in Bezug auf die beiden erstem harmonisch 
conjugierten Punkt zu bestimmen. 

183. Wir wollen die vorstehend entwickelten Regeln auf 
den Fall anwenden, wo A ein Inllexionspunkt ist und J>‘ der 
correspondierende Punkt, somit der Durchschnittspunkt der 
Inllexiunstangeute mit der harmonischen Polare. Dann ist 
der Polarkegelschnitt von i> ein durch A gehendes Linieu- 
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jiftar mul der von .1 bestellt aus der liillexionstauffente und 
der liarinonisehen Polare. Um die Punkte zu finden, in 
welchen diese vier Linien die Cayley’sche (’urvc beriiliren, 
nehmen wir den Punkt, in welchem die Linie A 1i die 
Hesse’sche Curve zum dritten mal schneidet, d. li. den Punkt 
B, weil yl /> die Hesse’sche Curve berührt, und die durch 
II gehende zu AB conjugierte Linie, in welcher die vier 
Berührungspunkte liegen, ist die harmonische Polare. Somit 
ist der Berührungspunkt der Inflexionstangente mit derCay- 
ley’schen Curve ihr Durchschnittspunkt mit der harmonischen 
l’olare oder (Art. 180.) die Cayley’sche und die 11 esse’sche 
Curve berühren einander, und haben die neun Intlexions- 
tangenten zu ihren gemeinschaftlichen Tangenten. Die Cay- 
ley’schc Curve als eine Curve dritter ('lasse ohne Singulari- 
täten hat neun Bückkehrjiunkte und die eben entwickelte 
Construction zeigt, dass die harmonischen Polaren die neun 
entsprechenden Uückkehrtangenten sind. 

184. Es ist gezeigt worden, dass die Tangente der 
llesse'schen Curve in irgend einem Punkte A diese Curve 
ferner in dem Punkte I) schneidet, wo sie die Polare von A 
in Bezug auf die Curve dritter Ordnung trillt. Wir schliesseu 
daraus, dass die Tangente einer Curve dritter Ordnung in 
irgend einem Punkte A diese Curve ttberdicss in dem Punkte 
schneidet, wo sie die Polare von A in Bezug auf eine (jurve 
trifft, die die gegebene zu ihrer Hessc’schen Curve hat. 
Da eine solche Curve dritter Ordnung durcli die Inflexions- 
jiunkte der gegebenen Curve geht, so ist ihre Gleichung von 
der Form 

nU -i- (iU = 0 


und die Gleichung der Polare eines beliebigen Punktes Xi in 
Bezug auf sie ist 


« (ar, 


dU' 

(1x7 


-f X , 


dir 

dx,' 


4-t 

T 




(1x7 


I d/r , 
+ ^2 d^' + 


dll\ 

3 dXy> 


0 . 


So ergiebt sich, dass der weitere Durchschnittspunkt einer 
Curve dritter Ordnung mit einer ilirer Tangenten durch Com- 
binatioH der Gleichungen — wir bezeichnen die Differentiale 
durch Indices — 


Digitized by Google 



liX) 

X, U,' + .r.^ -j" ^^3 = 0 , 

+ X 2 1l> + x.^JL^ = (t 

bestimmt ist; in amlcru Worten, dass der Tangential|innkt 
eines Punktes x{ in der Curve dritter Ordnung der Durcli- 
schnitkspunkt der Tangente der Curve init der Polare des- 
selben Punktes in Bezug auf die llesse’sclie Curve ist; wir 
können auch direct die (foordinateu Xi des Tangentialj)unktes 
in Function der xi ausdrücken, denn sie sind offenbar den 
1 (eterminanten 

u, n, - u, Ji, , //, H, - b\ II, , u, II, - u, II, 

projiortioiial, welche Functionen vierten Grades in den xi sind. 
18'). Die Polarlinien der Punkte einer gegebenen Geraden 

si^i + = 0 

imihiillen einen Kegelschnitt, den wir als den Polarkegel- 
schnitt der Geraden bezeichnen können. Die Gleichung 
der Polare eines Punktes xi kann in der Form 

4- V + 2 U„x,'x,‘ + 2 U,^x,'xi 

-j- 2 Lf^,x^x,’ = 0 

geschrieben werden, und das Problem, die Enveloppe die.ser 
Linie unter der Bedingung 

ZU linden, ist identisch (Art. P6.) mit dem der Aufstellung der 
Bedingung, unter welcher eine gerade Linie einen Kegelschnitt 
berührt. Die Gleichung der fraglichen Enveloppe ist daher 
Ung.’ + -f 2 U„l,i, + 2U3, lA, 

+ 2U,.,i,l3 = 0, 

wenn wir den U,* dieselbe Bedeutung beilegen wie den ,1,* 
in der Theorie der Kegelschnitte nämlich, dass 

U,| = hjnlfis V„ = U„Uy^ 

sind; also Functionen zweiten Grades in den (Joordinateii 
Xi. Es ist offenbar, dass der Polarkegelschnitt einer Linie 
auch als der Ort derjenigen Punkte hätte definiert werden 
können, deren Polarkegelschnitte die gegebene Linie berühren. 

Wenn die Methode des Art. 88. zur Bestimmung dieser 
l'hiveloppe angeweiidet wird, so hängt die Lösung von den 
Gleichungen 
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^11^1 "f" Uy,X., -f- TJ^^x^ — X^^ , 

^\ 2 ^\ "1" “f" ^ 23^3 ~ ^ Sj > 

UiiXi + Uj^x.; + Ü.J2X3 = 

ab, welche nach Art. 324. der „Anal. Geom. d. Kegelschn." 
die Gleichungen sind, durch welche der Pol der gegebenen 
Geraden in Bezug auf 

x^ Ui + X 2 L\ + x^ U 3 — 0 

bestimmt wird. Der Polarkegelschnitt einer geraden Linie 
ist also auch der Ort der Pole dieser Geraden in Bezug auf 
die Polarkegelschnitte aller ihrer Punkte, wie auch aus geo- 
metrischen Betrachtungen geschlossen werden konnte. 

180. Weil die Polarlinie eines Punktes einer Geraden in 
Bezug auf eine Gurve dritter Ordnung dieselbe ist, wie die in 
Bezug auf das Dreieck der Tangenten der Curve in ihren 
Schnittpunkten mit diesen geraden Linien, so ist auch der 
Polarkegelschnitt der Linie der nämliche in Bezug auf diess 
Dreieck, wie in Bezug auf die Gurve. Wenn die fraglichen 
drei Tangenten durch 

x,XjX.^ = 0 

dargestellt sind, so wird der Polarkegelschuitt einer Linie 
(Art. 100.) als die Enveloppe von 

XiXjX-j x-^x^x, -f- x-iXi'x^ = 0 
unter der Bedingung 

+ l,x.; + |,a:;'=0 

gefunden; und diese ist (vergl. „Kegelschn.“ Art. 157*.) 


Ki«. 33. 


(g,x,)4 + ii,x,)i 

= 0. 


Man sieht daraus, dass 
für P, Q, ]l als die 
Schnittpunkte der 
Gurve dritter Ordnung 
mit der gegebenen 
Geraden und für AIJC 
als das von den ent- 
sprechenden Tangen- 
ten der Gurve gebildete Dreieck der Polarkegelschnitt der 
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j(i.“ra(lon Linie die yeitcii dieses Dreiecks in den Punkten 
J)f E, E berülirt, wolclie den Punkten 1‘, Q, 11 in IJe/.ug 
auf die Paare UC, CA, Ali respective harmonisch conjugiert 
sind. Dass der Polarkegclschnitt diirch die Tangenten der 
Curve dritter Ordnung in P, <,>, 11 herülirt wird, ist a priori 
olVenbar, weil dieselben besondere Lagen der Linie sind, 
deren Enveloppe gesucht wird. 

187. Es folgt aus der Definition, da.ss die von einem 
Punkte aus an den Polarkegelschnitt einer Geraden gehenden 
Tangenten die Polaren der beiden Punkte sind, in denen der 
Polarkegelsclniitt des Punktes die gerade Linie schneidet. 
Der Polarkegekschnitt eines Punktes schneidet somit eine ge- 
gebene gerade Linie in reellen oder nicht reellen Punkten, 
je nachdem der Punkt ausser- oder innerhalb des Polarkegel- 
schuitts der Geraden liegt, weil ein Punkt als au.sserhalb 
eines Kegelsclinitts gelegen bezeichnet wird, so lange von 
ihm zwei reelle Tangenten an denselben gehen. Wir haben 
schon früher bemerkt, dass lilr einen Punkt des Polarkegel- 
schnitts einer geraden Linie der Polarkegelschnitt diese gerade 
Linie berührt. 

Da nun specicll der Polarkegelschnitt eines Doppel- 
punktes das Tangentenpaar der Curve in demselben ist, so 
liegt für den Polarkegelschnitt jeder beliebigen Geraden in 
llezug auf eine Curve dritter Ordnung mit Knotenpunkt der 
Knotenpunkt ausserhalb, für den in Bezug auf eine Curve 
dritter Ordnung mit conjugiertem oder isoliertem Punkt inner- 
halb; hat die Curve aber einen Itückkehrpunkt, so geht der 
Polarkegelschnitt jeder Geraden durch denselben hindurch. 

188. Aus den vorhergehenden Definitionen und aus 
Art. 136. folgt, dass für die gegebene Linie als die unend- 
lich entfernte Gerade der Ebene der Polarkegelschnitt zu er- 
klären ist als die Enveloppe der Durchmesser der Curve 
dritter Ordnung, als der Ort der Centra der Diametralkegel- 
schnittc derselben und als der Ort derjenigen Punkte, deren 
Polarkegelschnitt eine Parabel ist. Seine Gleichung wird ge- 
funden, in dem man in der Formel des Art. 185. und 
gleich IS'ull setzt, und ist somit 

U33 = 0 oder f/|| f/jj — = 0. 
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Und man sieht aus Art. 18G., dass diess die (»leichung der 
Ellipse ist, welche die drei Seiten des Dreiecks der Asymp- 
toten in ihren Mittelpunkten berührt. 

189. Wenn die gegebene Gerade die Curve dritter Ord- 
nung berührt, so fällt sie, weil sie selbst die Polare des Be- 
rührungspunktes ist, mit einer der Lagen der umhüllenden 
Linie des Art. 185. zusammen uud berührt also den Polar- 
kegelschnitt; und eine gerade Linie kann ihren Polarkegel- 
schnitt in Bezug auf eine Curve dritter Ordnung ohne singu- 
lären Punkt nur in dieser Voraussetzung berühren. Deshalb 
kann hiervon zur Bildung der Gleichung der Curve dritter 
Ordnung in Liniencoordinaten Gebrauch gemacht werden. 
Weil U,,, Ujj, . . . Functionen zweiten Grades in den Coor- 
dinaten sind, so kann die Gleichung 

u„g,* + ... = o 

des Polarkegelschnitts in der Form 

^11 ^1^ “I“ ^22 ^2* “I“ ^33 ^3^ “f" 2^23 ^2^3 “I" ^3^1 

+ 2V^^X^X2 = ^ 

geschrieben werden, wo Un', . . . Functionen vom zweiten 
Grade in den sind; und die Bedingung, unter welcher der- 
selbe die gerade Linie berührt, ist 

(U,2'U33' - U,;*) S,’+...=0, 

vom sechsten Grade in den die Bedingung der Be- 
rührung der Geraden mit der Curve dritter Orduung. 

Wenn die gegebene Gerade die Cayley’sche Curve be- 
rührt, so geht, weil sie mit einer andern geraden Linie zusam- 
men den Polarkegelschnitt eines gewi.ssen Punktes bildet, der 
Polarkegelschnitt je<k‘s ihrer Punkte durch diesen Punkt und 
die Enveloppe des Art, 185. reduciert sich folglich auf einen 
Punkt. 

190. Indem wir zur Betrachtung von zwei Curve n drit- 
terOrdnungr/==0, K=0 Vorgehen, erörtern wir zuerst das 
Problem der Bestimmung eines Punktes, der in Bezug auf 
beide dieselbe Linie zur Polare hat, oder was dasselbe ist, 
dessen Polare in Bezug auf alle die Curven dritter Ordnung 
U -)- A K = 0 dieselbe ist. Damit 

x^ II, -(- ar, U.i -j- X-, U.J == 0 

H almon, lluhero Ciirvcn. 13 
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und 


X, F, + F, + a:, F3 = 0 

dieselbe gerade Linie darstellen, müssen wir haben 

U,_Uj_ U, 
y, ~ V,- V, 

oder 

r/, F, - JJj F, = 0, F3 - U, V, -= 0, U., F, - U^ F3 = 0 ; 

und wir ersehen aus der ersten Form dieser Gleichungen, dass 
die drei Gleichungen in der zweiten Form zwei Gleichungen 
äquivalent sind, und dass die (’urven vierter Ordnung, welche 
die Gleichungen der zweiten Form repräsentieren, gemeinsame 
Punkte besitzen müssen. Es sind aber nicht alle ihre Durch- 
scbnittspunkte ihnen gemeinsam, weil alle die Werthe, welche 
Zähler und Nenner irgend eines der drei Brüche verschwin- 
den machen, zweien der resultierenden Gleichungen genügen, 
aber nicht der dritten Gleichung. Rechnen wir also von den 
sechszehu gemeinsamen Punkten zweier Gurven dritter Ord- 
nung, z. B. den durch die ersten beiden Gleichungen darge- 
stellten , die der dritten nicht auch angehörigen ab , nämlich die 
vier den Kegelsclmitten f/, = 0, F^ = 0 gemeinsamen, so 
bleiben die zwölf Punkte übrig, welche allen gemeinsam sind 
und das vorgelegte Problem lösen. Wir wollen bemerken, 
dass allgemein für die f/, als Functionen »»;"•" und die F,- als 
Functionen w"" Grades in den Coordinaten das System 

U, :V,^ U,:V,= U,:V, 

drei Curven der Ordnung (wi -f- n) darstellt, welche 

-p »>i« -f- 

gemeinschaftliche Punkte haben. 

190. Weil die üiscriminante einer cubischen Form vom 
zwölften Grade in den Coefficieuten derselben ist (Art. G9.), 
so giebt es im Allgemeinen zwölf Werthe von A, für welche 
die Discriminante von 

U+ AF=0 

verschwindet, weil die Bestimmungsgleichung für A durch 
Substitution von a An' für jeden Goefficienten a als eine 
Gleichung zwölften Grades erhalten wird. (Vergl. „Anal. 
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Geom. tl. Kegelsclin.“ Art. 270.) Die ('oorclinaten des Doppel- 
punktes in irgend einer durcli die vorige Gleichung darge- 
stellten Curve dritter Ordnung genügen nach Art. G9. den 
drei Gleichungen 

11, + kV, = 0, 7/3 -f A Fj = 0. 

Und das iSystem von Gleichungen, welches durch die Elimi- 
nation von A /.wischen je zweien derselben entsteht, ist genau 
das des vorigen Artikels, sodass man den Satz erhält: Durch 
die Durchschuittspunkte zweier Curven dritter 
Ordnung 77=0, F = 0 gehen zwölf Curven dritter 
Ordnung mit singulärem Punkt und die l’olare eines 
jeden der zwölf Funkte ist dieselbe für alle Curven 
des BUschOls U-\-kV—0. Diese Punkte sind die kri- 
tischen ('entca des Büschels genannt worden, 

192. Wenn drei Curven dritter Ordnung 
77 = 0, F = 0, 1F = 0 

gegeben sind, so genügen die Coordinaten des Doppelpunktes 
irgend einer Curve dritter Ordnung in dem System 

A77-f/iF+vTF=0 

— Netz oder Bündel, Gebilde zweiter Stufe — den Gleichungen 

A 77, -1- ft F, + r IF, = 0, A 77, -(- ft Fj -|- v W, — 0, 

vW, = 0, 

und durch Elimination von A, ft, v erhalten wir als den Ort 
dieser Doppelpunkte die Jacobi’sche Curve des Netzes 

77, (F, 1F3 - F 3 W,) +U,{V, IF, - F, IF 3 ) 

-f 773 (F, 1F.3 - F 3 1F,) = 0. 

Wenn die drei Curven dritfer Ordnung 

77=0, F = 0, TF=0 

einen gemeinsamen Punkt haben, so ist dieser ein Doppel- 
punkt in ihrer Jacobi’schen Curve; denn wenn die in x 
und ?/ niedrigsten Glieder in 77, F, IF respective sind 

fix hy , a X -f- h' y , a" x h"y , 

•SO sind die in die Jacobi’sche Determinante eiutretenden 
Glieder unter dem zweiten Grade in x und y 

13 » 
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a, h, 

ax + by 

a, b", 

a X -|- b'y 

a', b", 

a X h y ' 


und ihre Gcsammtheit verschwindet identisch. Daher ist der 
Ort der Doppelpunkte aller Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten, welche durch sieben feste Punkte möglich sind, eine 
Gurve sechster Ordnung, die diese sieben Punkte zu Doppel- 
punkten hat, weil man 

U=0, V = 0, T7=0 

als irgend drei der durch diese sieben Punkte gehenden 
Curven dritter Ordnung denken darf. Und die Doppelpunkte 
der Curven dritter Ordnung durch acht gegebene Punkte 
können als die gemeinsamen Punkte zweier Oerter sechster 
Ordnung bestimmt werden , welche im eben bezeichneten 
Sinne den ersten sieben und den letzten sieben gegebenen 
Punkten entsprechen ; da sie sechs gemeinschaftliche Dopjiel- 
punkte besitzen , so ist die Anzahl ihrer übrigen gemeinsamen 
Punkte = 36 — 24, d. h. zwölf, in Uebereinstimmung mit 
dem Resultat des letzten Artikels. 

193. In manchen Fällen kann die Lage einiger unter 
den zwölf kritischen Centreu leicht uacbgewiesen werden. 
So ist es für das System 

Ax, -f- uvw = 0, 
wo 

« = 0 , t) = 0 , f<’ = 0 

gerade Linien darstcllen; denn 

a;|X,.r., = 0 und uviv==i) 
sind Curven des Systems und ihre Do])pelpunkte 

a-, = 0 , = 0 , aTjo;, = 0 ; 

nv = 0 , VW — 0 , WH = 0 

sind Doppelpunkte dcs.selben und somit sechs von seinen kri- 
tischen Centren. Wir wollen etwas genauer das System 
AX| iPv = 0 

untersuchen, indem wir zeigen, dass es ausser den Punkten 

XfX^, x.^ x ^ , X^Xf , H t) 

nur drei kritische t'eiitra hat; es ist diess dieselbe Oleichiiug, 
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aus welcher für tleu F’all, wo it = 0 die uueudlicb eutferute 
Gerade ist, und also v = 0 ihre beigeordnete Gerade, ferner 

Xy — 0 , = 0 , = 0 

die Asymptoten der Curve sind, von PI Ücker eine Classi- 
fication der Cunen dritter Ordnung hergeleitet worden ist. 
Wir können für irgend eine Lage der Linien 

Xy =0, Xj = 0, x.j = 0, V = 0 

die Formen studieren, welche die Curve annimmt für ver- 
schiedene Werthe des Parameters A; und man übersieht leicht, 
dass jeder Curve mit Knotenpunkt in der Reihe ein Formen- 
wechsel der Curven entspricht. So sahen wir in Art. 39., 
dass eine Curve dritter Ordnung mit isoliertem Punkt der 
Grenzfall einer Curve ist, die ein Oval als Theil enthält; 
und wenn für einen gewissen Werth der Constanten die 
Curve zwei reelle Aeste hat, die sich in einem Knotenpunkt 
durchschneiden, so macht das Beispiel der Kegelschnitte 
leicht deutlich, dass für ein kleines Wachsthum im Werthe 
der Constanten die Curve getrennte Theile in zweien der 
durch die vorher sich schneidenden Aeste gebildeten Scheitel- 
winkel und für eine geringe Abnahme desselben Werthes ge- 
trennte Theile im andern Paar dieser Scheitelwinkel zeigen 
kann. Daraus erhellt die Wichtigkeit der kritischen Centra 
für diese Art der Untersuchung der Formen der Curven 
dritter Ordnung. 

194. Weil die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf 
u^v = 0 durch den Punkt 

M = 0, V = 0 

geht, so muss jeder Punkt, der dieselbe Polare in Bezug auf 

XyXjXj = 0 

hat, im Polarkegelschnitt von 

M = 0 , w = ü 

in Bezug auf 

Xy X2 .Tj == 0 

liegen und dieser letztere ist daher a priori ein Ort der kri- 
tischen Centra. Um dieselben vollständig zu bestimmen, 
setzen wir 

ii Xy -j- X2 -j“ ^3 , V tXy Xy ” f~ iTj ^3^3, 
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und bemerken überdiess, dass unser Resultat in passendster 
Form erscheint, wenn wir 

vor der Differentiation durch dividieren ; denn wir erlialten 
dann durch die Differentiation nach x^, x^, x^ respective 

(f l — a;, — Xi) _ ij^Xi (x, — Xj — X,) 

(X, + X, + X,)> ' ' (X, + X, + Xj)’ 2 ’ 

Z XjXj (Xi X| X|) 

(x, + >, -f Xj)»‘ ~~ 

also 

a, X, fjX, OjX, 

X, — X, — X, X, — Xj — X, X, — X, — X, ’ 

und die Form der Gleichungen zeigt, dass das Problem auf 
die Auffindung der kritischen Contra eines Systems von zwei 
Kegelschnitten zurilckgeführt ist und dass die drei geforder- 
ten Punkte die Ecken des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugierten Dreiecks oder das gemeinsame Tripel harmonischer 
Pole der Kegelschnitte 

rt, X|’ -(- «3X3* = 0 , 

X|’ 4* Xj* 4" — 2X3X3 — 2x,x, — 2 x,X 3 = 0 

sind; wo überdiess der letztere Kegelschnitt der Polarhegel- 
schnitt von H = (• in Bezug auf 

X, Xj X3 = 0 

ist, d. h. insbesondere für « aU unendlich entfernt der das 
Asymptoten -Dreieck in den Mitteljuinkten seiner Seiten be- 
rührende Kegelschnitt. Es können zwei kritische Centra zu- 
sammcufallcn , wenn dieser Kegolsclinitt von dem andern 

«,x,* -f- «jX.,® 4" «:ifi’ = 0 

berührt wird, d. h. der Ort solcher kritischer Doppelcentra 
ist der Polarkegelschnitt von h = 0 für 
X, X.3 Xj — 0. 

Die Bedingung der Berührung dieser beiden Kegelschnitte 
ist aber nach der gewöhnlichen Regel 

(«,03 4" «:)«i 4- = 27n,’n,*rt3*, 

oder unter Ersetzung der a, durch die 

+ sr* + = <'•, 
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iliess ist die Taiigentialgleichung der Enveloppe der beglei- 
tenden Geraden von u - 0 für das Zusammenfällen von zwei 
kritischen Oeutren; sie entspricht (vergl. das Beispiel des 
Art. 90.) der Gleichung in Punktcoordinaten 

x^i + Xjl -f = 0 
195. Ein beliebiger Punkt der Curve 
Ax, 4- = 0 

kann als Durchschnitt von x, = 0 1 ; mit 
0 A X| Xj -f" ^ 

bestimmt werden. Für u = 0 als die unendlich entfernte 
Gerade bezeichnet die letztere Gleichung ein System von Hy- 
perbeln, welche 

X, = 0 , Xj = 0 

zu Asymptoten haben, und nach einer bekannten Eigenschaft 
der Hyperbel haben somit die durch diese Hyperbeln in einer 
geraden Linie x, = 0ü bestimmten Segmente einen gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt, nämlich den Berührungspunkt dieser 
Linie mit einer der Hyperbeln des Systems. Wenn die gerade 
Linie x, = 0 ü die Curve dritter Ordnung berührt oder durch 
einen ihr aiigehörigen Doppelpunkt geht, so muss sie die 
Hyperbel berühren und im letztem Falle ist das kritische 
Centrum eben der Berührungspunkt. Wenn man also eines 
der kritischen Centra mit den im Endlichen liegenden Schnitt- 
punkten der Asymptoten mit der Curve durch gerade Linien 
verbindet, so sind die übrigen kritischen Centren die Mittel- 
punkte der Sehnen, welche die Curve dritter Ordnung in 
diesen Linien bestimmt. 


HI. Abschnitt. 

flassiflcation der Curven dritter Ordnung. 

196. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Gleichung jeder 
Curve dritter Ordnung in die Form 
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XjXj’ = ax,’ + 3bXf'‘x.^ -{- dx/ 

gebracht werden kann. Jede reelle Curve dritter Ordnung 
hat einen reellen Intlexionspunkt, weil die nicht reellen in 
Paaren aiiftreten müssen und die Gesammtzahl der Inflexions- 
punkte in allen Fällen ungerade ist, nämlich nach Art. 148. 
neun, drei oder eins. Denken wir nun die Gerade = 0 

als Tangente im Inflexionspunkt, und a:, = 0 als eine andere 
durch diesen Punkt gehende Gerade, so nimmt die Gleichung 
der Curve nach Art. 51., VII. die Form 

x^tp — ax^^ 

an, in welcher tp eine Function zweiten Grades ist, setzen 
wir 

X,* -|- 2 lXjX^ -f 2 mx^x^ + + 23X1X3 + rx^^. 

Indem wir dann die FundamenUillinie x^ so verändern, dass 
das neue x.^ die Gerade 

x.^ + ^^3 + 

des ersten Systems ist, bewirken wir das Verschwinden der-i 
jenigen Glieder von 9 , die x^ nur im ersten Gerade enthal- 
ten, und die Gleichung nimmt die vorausgesetzte Form an. 
Die geometrische Bedeutung der ausgeführten Transformation 
ist, dass wir für x^ — 0, wie gesagt, die Tangente in einem 
reellen Inilexiouspunkt a:, = 0, aTj = 0 und für Xj — 0 die 
harmonische Polare (Art. 171.) dieses Inflexionspunktes wäh- 
len; denn wenn wir untersuchen, wo eine durch den In- 
Hexiouspunkt gehende Gerade die durch die obige Gleichung 
dargestellte Curve schneidet, so erhalten wir durch die Sub- 
stitution Xj = Ax, für Xj Werthe, welche die Form -j- gx, 
hal)en, und damit zeigen, dass die Schnittpunkte die.ser Gera- 
den mit der Curve in Bezug auf den Inflexionspuiikt und 
ihren Schnittpunkt mit der Linie .x, = 0 harmonisch coiiju- 
giert sind. 

197. Bei der Classification von Curven können diejenigen 
Unterscheidungen als fundamentiil betrachtet werden, 
welche unzerstörbar sind durch Projectiou, oder mit 
andern Worten , welche nicht nur Curven sondern Kegel der- 
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selben ürdnung von einander unterscheiden. Unter den Curven 
zweiter Ordnung giebt es solche Unterschiede nicht, weil nur 
eine Art von Kegeln zweiten Grades existiert. Um zu er- 
kennen, ob solche Unterschiede für die Curven dritter Ord- 
nung existieren, reicht es hin, die Form ihrer Gleichung, in 
welche nach dem IJeweis des letzten Artikels die Gleichung 
jeder solchen Curve übergefUhrt werden kann, darauf zu 
untersuchen, ob und welche durch Projection unzerstörbare 
Verschiedenheiten zwischen den durch sie dargestellten Cur- 
ven existieren. Und da es sich nur um Verschiedenheiten 
handeln soll, welche durch Projection unzerstörbar sind, so 
können wir die Gerade = 0 im Unendlichen voraussetzen 
und die Form 

= ax,-* -j- 3bx^^ -|- 3cx, -f- 

oder 

y’ = ax’ -f- 3 bx‘‘ Zc -\- d 

discutieren, als eine solche, welche eine Projection jeder ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung darstcllt. Wir bemerken, 
dass für einen im Unendlichen gelegenen Tnflexionsjmukt ein 
System durch ilni gehender Sehnen zuin System paralleler 
Ordinah'ii und seine harmonische Polare zu einem dieselben 
halbierenden Durchmesser wird, wie denn in der That die 
obige Gleichung für jeden Werth von x zwei gleiche und 
entgegengesetzte Werthe von y liefert. 

Die vorige Gleichung ist früher in Art. 39. zum Theil * 
discutiert worden und aus dem dort Gesagten erhellt, dass 
die durch sie dargestellteu Curven in folgende fünf Haupt- 
Classen getheilt werden können: Die rechte Seite der Glei- 
chung kann in drei ungleiche Factoren zerlegbar sein und 
diese Factoren können (I) alle reell_sein. Die Curve besteht 
dann aus einem Oval und einem unendlichen Ast (Art. 39.). 
Oder (II) zwei Factoren sind nicht’reell und der dritte Factor 
allein ist reell; das Oval verschwindet und der unendliche 
Ast bleibt allein übrig. 

Die rechte Seite der Gleichung ist zerlegbar in zwei 
gleiche Factoren und einen dritten davon verschiedenen Factor, 
also von der Form (x — ay (x — ß). Dem entspringen die 
Fälle (111), « < /J, das Oval ist auf einen isolierten oder con- 
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jugierlen Punkt rediicicrt; und (IV) a > ^, die Curve hat 
einen Knotenpunkt, das Oval und der unendliche Ast bilden 
eine continuierliche sich selbst durchschneidende Curve. 

Die Factoren der rechten Seite sind sämmtlich gleich 
(V) und die Curve hat einen stationären oder Rückkehrpunlct 
(Art. 

Newton hat den in diesem Artikel betrachteten Curven 
den Namen divergierende Parabeln gegeben und sein soeben 
begründeter Säte®'’) über dieselben sprach aus, dass jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf divergie- 
renden P-nrabelu projiciert werden kann. 

198. Anstatt wie im letzten Artikel vorauszusetzen, da.ss 
die stationäre Tangente in unendlicher Ferne projiciert sei, 
können wir auch die harnwnische Polare so projiciert voraus- 
setzen; der lutlexionspuukt wird dann ein Centrum und jede 
durch ihn gehende Sehne wird in ilun halbiert. Vertauschen 
wir in der Gleichung des Art. 19ß. die Variabein und 
und setzen wir dann x, = 1 und ebenso wie dort 

X, = X , Xj = f/ 

so erhalten wir die Gleichung für diesen Fall 

»/ = nx® ^hx^y -j- Hcxy® -t- dtß, 

. die Gleichung einer Centralcurve. (Art. 132.) Wie im vorigen 
Artikel erkennen wir daraus die Existenz von fünf Arten der 
Centralcurv^en nach der Natur der Factoren der rechten Seite 
dieser Gleichung und begründen so die vonCh asles®*) gegebene 
Ergänzung des Newton'schen Satzes, dass nämlich jede 
Curve dritter Ordnung in eine der fünf Centralcur- 
ven dieser Ordnung projiciert werden kann. 

199. Entsprechend diesen fünf Arten der Curven dritter 
Ordnung giebt es fünf wesentlich verschiedene Arten von 
Kegeln dritter Ordnung. Ein Kegel von irgend einer Ord- 
nung kann zwei' verschiedene Formen seines Mantels dar- 
bieten, nämlich 1) einen Mantel, welcher eine concentrische 
Kugel in zwei geschlossenen Curven so schneidet, dass jedem 
Punkte der einen Curve ein Punkt der andern Curve diame- 
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tral gegenüber liegt — wie eben der Kegel zweiter Ordnung 
es zeigt; und 2) einen Mantel, welcher eine concentrische 
Kugel in einer geschlossenen Curve schneidet, so dass jedem 
Punkte der Curve ein anderer Punkt der Curve diametral 
gegenüber liegt — die Ebene bietet das Beispiel eines sol- 
chen Kegels. Der Parabel (1) des Art. 197. entspricht ein 
Kegel , welcher einen Mantel der ersten und einen Mantel 
der zweiten Art vereinigt, der der Parabel (II) entsprechende 
zeigt nur den Mantel der zweiten Art. Die Singularitäten 
des Knotenpunktes, des isolierten und des- stationären Punk- 
tes übertragen sich natürlich auf die Kegel. 

Die eben besprochene Classification der Kogel dritter 
Ordnung kann leicht weiter fortgesetzt werden, wenn man will, 
Bei den Kegeln zweiter Ordnung giebt es nicht allein nur 
eine Art, sondern mit einigen Einschränkungen können ‘auch 
je zwei gegebene Curveu zweiter Ordnung als Schnitte eines 
und desselben Kegels angesehen werden. Diess ist nicht der 
I’all bei Curven dritter Ordnung; wir haben in Art. 168. ge- 
sehen, dass jede Curve dritter Ordnung eine gewisse nume- 
rische Characteristik hat, das Doppelverhältniss der vier Tan- 
genten, welche von irgend einem Punkte der Curve an die- 
selbe gehen, und welches durch das Verhältniss der Inva- 
rianten : T- der biquadratischeu Form ausgedrückt wird, 
welche diese Tangenten bestimmt. Weil diese Characteristik 
durch Projection unverändert bleibt, so können zwei Curven 
dritter Ordnung, für welche sie nicht denselben Werth hat, 
nicht aus demselben Kegel gechnitten werden; und der frag- 
liche Parameter kann somit als eine Characteristik nicht nur 
der Curve, sondern auch des Kegels dritter Ordnung be- 
trachtet werden, aus welchem jene geschnitten ist. Die fünf 
Arten von Kegeln dritter Ordnung, welche wir aufgezählt 
haben, können daher nach dom Werthe dieses Parameters 
beliebig weiter ciugetheilt werden. Man hat solche Unterein- 
theilungen gemacht, aber es kann ihre weitere Besprechung 
hier erspart werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels 
werden jedoch die Fälle iS == 0, T — 0 discutiert werden und 
es ist dafür hiermit festgestellt, dass dieselben Familien nicht 
nur von Curven, sondern von Kegeltlächen dritter Ordnung 
repräsentieren. 
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2(K). Wir wollen nun etwas genauer als in Art. 39. die 
Figur der Curve dritter Ordnung untersuchen, welche die in 
Art. 197. betrachtete Gleichung ausdrückt; dazu erscheint es 
zweckmässig, den Coordinatenanfang in die Mitte des Durch- 
messers des Ovals zu legen, so dass die Gleichung in der 
Form 

aj /2 _ (^2 

geschrieben werden kann , mit n > m. Durch Differentiation 
finden wir, dass die den Maximalwerthen von y entsprechen- 
den Werthe von x — für Punkte, deren Tangente der Axe 
der X parallel ist — durch die Gleichung 

Sx* — 2nx — = 0 

bestimmt sind, also 

X = ^ i A (»P + 3m’)}.. 

Wenn wir der Wurzel das negative Zeichen geben, so 
erhalten wir den dem höchsten Punkte des Ovals entsprechen- 
den Werth der Abscisse und wir sehen aus dem negativen 
Zeichen desselben, dass das Oval, nicht wie die Ellipse in 
Bezug auf beide Axen symmetrisch ist; sein höchster Punkt 
liegt auf derjenigen Seite der Axe, auf der sich der unend- 
liche Ast Jiicht befindet. Das Oval ist symmetrisch in Bezug 
auf die Axe der x, nicht in Bezug auf die Axe der »/, es * 
steigt steiler auf an der einen und weniger steil an der andern 
Seite derselben. Je grösser n für einen gegebenen Werth 
von m ist, d. h. je grösser im Verhältniss die Distanz zwi- 
schen dem Oval und dem unendlichen Aste wird, desto mehr 
nähert sich das Oval der elliptischen zweifach symmetrischen 
Form, während anderseits seine Abweichung von dieser am 
grössten ist, wenn es sich mit dem unbegrenzten Theil zu- 
sammenschliesst, d. h. wenn die Gurve einen Knotenpunkt 
hat; dann hat die Ordinate des höchsten Punktes ihren Fus.s- 
punkt in einem Drittel der Axe. 

Wenn wir der Wurzel das positive Zeichen beilegen, so 
liegt der enisprechende Werth von x zwischen tn und n und 
der zugehörige Worth von y ist nicht reell. Dazu zeigt die 
Form der Gleichung, dass der Berührungspunkt der Curve 
mit der unendlich fernen Geraden in der Geraden x = 0 — 
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nicht wie bei der Parabel ij- = px in der Geraden »/ = 0 — 
gelegen ist; die unendlichen Aeste der Curve dritter Ordnung 
nähern sich fortwährend dem Parallelismus mit der Axe y 
und es muss daher in endlicher Entfernung auf jeder Seite 
des Durchmessers ein Inflexionspunkt liegen, in welchem die 
Curve aus der Concavität gegen die 
Axe X in die Convexität übergeht. Da- 
her der Name „divergierende Parabel". 

Die Form der Cjurve ist daun durch das / 

Oval in Verbindung mit dem in der J 
Figur rechts liegenden unendlichen Ast 
bezeichnet. 

Wenn aber in der Gleichung -}- w*' 
statt — steht, so giebt es kein Oval 
und der unendliche Ast ist entweder von der rechts oder von 
der links in der Figur angezeigten Form, d. h. es giebt oder 
es giebt nicht Punkte, für welche y ein Maximum ist und 
in welchen die Tangente der Axe x parallel geht, natürlich 
je nachdem 3»»* ^ ist. Und es existiert überdicss der 


Fig. 31. 
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Uebergangsfall 3w* = in welchem an jeder Seite der Axe 
X ein Inflexionspunkt mit zu ihr paralleler Tangente liegt. 

Die Figuren der mit singulärem Punkt begabten Formen 
dürften eine weitere als die schon im Art. 39. gegebene Er- 
läuterung nicht nöthig machen. 


201. Wir kehren zu dem Falle zurück, in welchem die 
Curve ein Oval hat. Es ist offenbar, dass im Allgemeinen 
eine gerade Linie eine geschlossene Figur in einer geraden 
Zahl reeller Punkte schneiden muss, und dass daher jede 
gerade Linie, die das Oval der Curve dritter Ordnung ein- 
mal trifft, es noch zum zweiten mal und nicht öfter schnei- 
den muss; denn eine Linie, die nach dem Innern des Ovals 
eintrat, muss dasselbe beim Austritt wieder durchsetzen und 
sie kann das Oval der Curve dritter Ordnung nicht viermal 
schneiden. Jede solche Gerade muss daher überdiess den un- 
begrenzten Theil der Curve einfach schneiden. Es folgt auch, 
dass keine Tangente der Curve das Oval ferner schneiden 
kann und daher, dass keiner der Iuflexion.spunkte im Oval 
liegen kann. Die Ansicht der Figur lehrt, dass von jedem 
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ausserhalb des Ovals gelegenen Punkt zwei Tangenten an 
dasselbe gehen. 

Das Oval erscheint somit als eine stetige Reihe von Punk- 
ten, aus deren keinem, aiis.ser der Tangente im Punkte selbst, 
eine reelle Tangente an die (hirve gezogen werden kann; es 
ist daher jede Curve dritter Ordnung, die ein Oval entliält, 
von der iin Art. 108. bezeichneten Classe, wo die vier Tan- 
genten von jedem Punkte der Curve an dieselbe entweder 
sämmtlich reell oder siimmtlich nicht reell sind. Die Tan- 
genten aus den Punkten des Ovals sind sämmtlich nicht reell, 
die Tangenten aus jedem Punkte des unendlichen Astes sind 
sämmtlich reell, zwei gehören dem Oval und zwei andere 
dem unendlichen Aste selbst an. In der That, jede Tangente 
in einem Punkte des unendlichen Astes muss denselben 
weiterhin schneiden , weil der dritte ihr und der Curve ge- 
meinsame Punkt nicht in dem Oval liegen kann. 

202. Das eben ge.sagte kann dazu dienen , die wesent- 
liche Eigenschaft der Unicursal-Curven oder fJurven vom (Ge- 
schlecht Null zu erläutern. (Art. 44.) Die Coordinateu eines 
l’unktes in einer sulchen Curve können rational als Functionen 
eines Parameters ansgedrückt werden , so dass wir alle Punkte 
der Curve in einer stetigen Folge mit stets reellen Coordi- 
naten erhalten, indem wir diesen Parameter in stetiger Folge 
alle Werthe vom negativ Unendlichen bis zum positiv Un- 
endlichen durchlaufen lassen. Im gegenwärtigen Bei.spiel ist es 
im Gegentheil geometrisch evident, dass wir von irgend 
einem Punkte im Oval aus stetig fortschreitend zu ihm selbst 
zurilckkommen, ohne durch irgend einen Punkt des unend- 
licheu Astes zu gehen; und es ist algebraisch unmöglich, die 
(.'oordinaten irgend eines Punktes in Function eines Parame- 
ters anders als mit Hilfe einer AVurzelgrös.se auszudrilcken. 
Wir können z. B. setzen 

^ = 1 , ar = 0, y = ^(«0^ -f- 360’ -f- 3c0 -|- il). 

Wir nennen darum die betrachtete Curve eine zwei th ei 1 ige 
Curve, nämlich aus zwei getrennten stetigen Punklreiben be- 
stehend. 

Eine Curve der zweiten im Art. 197. betrachteten Art 
liat kein Oval und ist ei nth eilig, weil alle reellen Punkte 
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der Curve in einer stetigen Reihe einander folgen; aber die 
Curve ist nicht aus diesem Grunde unicursal oder vom Ge- 
schlecht Null, denn die Coordinaten eines Punktes können 
nicht rational in Function eines Parameters ausgedrückt wer- 
den; eine eintheilige Curve ist etwa ebenso wenig nothwen- 
dig unicursal, wie eine Gleichung, die nur eine reelle Wurzel 
hat, nothwendig eine lineare Gleichung ist. Eine Curve 
dritter Ordnung mit Knotenpunkt anderseits ist unicursal und 
eintheilig, alle Punkte der Curve folgen einander in einer 
bestimmten Ordnung in einfacher Reihe. Die Curve kann 
aber auch als aus einer Schleife und einem durch dieselbe in 
zwei Theile getrennten unendlichen Ast zusammengesetzt be- 
trachtet werden; dann zeigt die Begründung des Art. 201., 
dass in der Schleife kein Inflexionspunkt liegen und keine 
Tangente dieselbe überdiess schneiden kann. Die Schleife 
enthält daher eine Reihe von Punkten, von deren keinem 
eine ‘reelle Tangente an die Curve geht; während von jedem 
andern Punkte der Curve aus zwei reelle Tangenten au die 
Curve gehen, von denen die eine den ßerührungsj)unkt in 
der Schleife, die andere im unendlichen Ast hat. So sind 
auch eine Curve dritter Ordnung mit isoliertem Punkt und 
eine solche mit Rilckkehrpunkt gleichzeitig eintheilig und 
vom Geschlecht oder Defect Null. 

Nachdem wir die Curven dritter Ordnung in fünf 
Arten getheilt haben, gehen wir dazu weiter, diese Arten in 
Species zu theileu nach der Natur ihrer unendlichen Aeste. 
Es ist ofienbar, dass wir in jeder Art wenigstens vier Sj)ecies 
haben werden, je nachdem die unendlich ferne Gerade die 
Curve schneidet a) in drei reellen und verschiedenen Punk- 
ten, b) in einem reellen Punkte und zwei nicht reellen, c) in 
einem reellen und und zwei zusammenfallcndeu Punkten, 
d) in drei zusammeufalleuden Punkten. Wir müssen aber 
überdiess für die Curven dritter Ordnung mit einem singu- 
lären Punkt bei c) unterscheiden, ob die unendlich ferne 
Gerade eine eigentliche Tangente der Curve ist oder ob sie 
durch den Doppelpunkt derselben geht; und im Falle der 
Curven mit Knoten oder Rückkehrpunkt bei d), ob die unend- 
lich ferne Gerade Tangente in einem Inflexionspunkt oder ob 
sie Tangente im Rückkehrpunkt oder eine Tangente im Doppel- 
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Doppelpunkt ist. Weiter ist es im Falle der zweitlieiligcn 
Curve dritter Ordnung oder der mit einem isolierten Punkt 
versehenen von Wichtigkeit bei a) und c) zu unterscheiden, 
ob die drei Punkte der Curve in der unendlich fernen Gera- 
den siimmtlich zum unendlichen Ast, oder ob zwei von ihnen 
zum Oval oder der Schleife gehören, und nur der dritte zu 
dem unendlichen Aste. Die so in den Formen der Curve auf- 
tretenden Unterschiede sind so gross, dass die beiden F'älle 
wohl als verschiedene Species zu fassen sind. Aber damit 
sind auch die Verschiedenheiten aufgezählt, welche im Fol- 
genden als Gründe für die Unterscheidung der Species be- 
nutzt Worden sind. 

Die einzigen andern Verschiedenheiten, welche ähnliche 
Ansprüche zu einer solchen Geltung haben dürften, betreffen 
die Frage, ob die unendlich fernen Punkte der Curve sämmt- 
lich gewönliche Punkte oder ob einer ein Inflexionspunkt oder 
alle drei luflexionspunkte sind. Da aber die Veränderungen 
geringer sind, welche durch sie in den Formen der Curve 
bedingt werden, und eine geringere Zahl der Species höchst 
wiinschenswerth ist, so habe ich vorgezogen, die Curven nur 
nach den vorerwähnten Gesichtspunkten zu classiflcieren und 
die auf den letztgedachten Umstand zu gründende Unter- 
scheidung als Varietät statt als Species zu behandeln. 

Es erhellt übrigens, dass es in einigem Betracht willkür- 
lich ist, wie viel Species von Curven dritter Ordnung unter- 
schieden werden sollen, und dass Viel von dem Gesichtspunkt 
abhängt, miter welchem sie studiert werden. 

2<>4. Für den Fall, wo die unendlich ferne Gerade eine 
stationäre Tangente der Curve ist, haben wir die Formen der- 
selben früher studiert und die Figuren für andere Fälle können 
als Projectionen von je einer der Figuren dieses Falles be- 
trachtet werden. Wir wollen mit zweitheiligen Curven be- 
ginnen und zuerst die Projection des Ovals betrachten. Wenn 
die in unendliche Ferne hinaus projicierte Linie das Oval 
nicht schneidet, so bleibt das Oval eine geschlossene Curve, 
während seine Projection, falls diese Linie es berührt oder in 
zwei reellen Punkten schneidet, dieselbe Art von roher Aelin- 
lichkeit zu einer Parabel oder Hyperbel respective erhält. 
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welche das Oval selbst zur Ellipse hat, d. h. dass die Pro- 
jection im erstem Falle wie die Parabel eine einfache Curve 
ist, deren Zweige in einer gemeinschaftlichen Richtung ins 
Unendliche gehen, ohne der Berührung mit einer endlichen 
(Jeraden zuzustreben, und dass sie im letztem Falle ein 
Paar von Curven bildet, welche zwei gemeinsame Asymptoten 
haben und in zweien der durch dieselben gebildeten Scheitel- 
winkel liegen — während sie allerdings in diesem wie in 
jenem Falle die Symmetrie der Kegelschnitte nicht besitzen. 
Die beiden so entstehenden unendlichen Aeste wollen wir 
kurz ein hyperbolisches Paar nennen , weil sie in der That 
nach wie vor als ein Ganzes von stetigem Zusammenhänge 
bildend anzusehen sind. Die gewöhnliche Asymptote einer 
Curve hat einen positiven und negativen Ast derselben auf 
entgegengesetzten Seiten von ihr. Die Theorie der Projection 
lehrt uns die Enden einer geraden Linie im positiv Unend- 
lichen und im negativ Unendlichen als Projection des näm- 
lichen Punktes betrachten und zeigt uns ebenso die Aeste 
einer Curve, welche dieselbe Asymptote im positiven und im 
negativen Unendlichen berühren, als mit einander zusammen- 
hängend. So wie das Oval eine geschlossene Curve ist, in 
der man von irgend einem ihrer Punkte aus in stetigem 
Laufe durch alle ihre Punkte zur Ausgangsstelle zurückkommt, 
so gilt diess auch für alle Projectionen des Ovals, und die 
hyperbolischen Aeste sind als eine continuierliche Curve zu 
betrachten, nämlich der Theil des einen Astes, welcher die 
Asymptote an ihrem positiven Ende berührt, als zusammen- 
hängend mit dem Theil des andern Astes, welcher dieselbe 
Asymptote an ihrem negativen Ende berührt. Die Asymp- 
toten selbst sind die Bilder derjenigen Tangenten des Ovals, 
deren Berühmngspunkte mit demselben der in’s Unendliche 
projicierten Geraden angehören. 

205. Wir betrachten ferner die Projection des unend- 
lichen Astes der Curve (Art. 197.), welcher von jeder Gera- 
den entweder in einem reellen Punkte oder in drei solchen 
Punkten geschnitten wird. Sei zuerst die in’s Unendliche pro- 
jicierte Gerade eine solche, die die Curve nur einfach schneidet; 
dann werden die Aeste der projicierten Curve anstatt unbe- 
grenzt auseinander zu gehen, der Berührung mit einer end- 

Salmout noherr Curveo. 14 
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liclioii Asyni|it4jO’ iii der Weise zustreheii, wie diess die links 
liegende (jiirve der Figur zeigt. Diese ('urve, welche wir 
weiterhin kurz als Serj)entine bezeichnen 
wollen, muss offenbar drei Inflexionspunkte 
haben; denn sie ist convex gegen die 
Asymptote im positiv Unendlichen an der 
einen und ebenso convex gegen diesell» 
Asymptote im negativ Unendlichen an 
ihrer andern Seite, weil jede Curve zu 
ihrer Tangeiitt! an )>eiden Seiten des Be- 
rilhrungspunktes convex ist; sie muss aus 
der ersteren (.'onvexität in Concavität (Iber- 
gehen , um sodann die Asymjdote zu durch- 
schneiden; sie muss sich neuerdings wenden, um sich nicht 
ohne Ende von der Asymptote zu entfernen und zum dritten 
male, um der andern Seite der Asymptote an deren negati- 
vem Ende ihre Convexität zuzuwenden. Die Punkte der 
durch diese Figur bczeichueten (Jurve bilden eine stetige 
Reihe, denn es wird aus dem im letzten Art. 204. Entwickel- 
ten erhellen, dass die Aeste der Curve in ihrer Berührung 
mit der Asymptote im positiv und negativ Unendlichen als 
zusamnienhüngend zu betrachten sind. Der Punkt im Unend- 
lichen der Serpentine ist als ein gewöhnlicher Punkt zu den- 
ken. Wenn derselbe aber ein Intlexionspunkt wäre, so 
würden die Aeste der Curve gegen das positiv und negativ 
Unendliche hin nicht wie in diesem Falle auf entgegenge- 
setzten Seiten der Asymptote liegen , sondern an der näm- 
lichen Seite derselben , wie es in der rechts verzeichneten 
Form der Fall ist. Wir wollen dieselbe als die conchoidale 
Form bezeichnen. 

20G. Wir denken zweitens die ins Unendliche prqjicierte 
Cerade als eine den unendlichen Ast in drei gewöhnlichen 
Punkten schneidende. Eine solche Gerade theilt die Curve 
in drei Theile, von «lenen der eine keinen InHi'xionspunkt, 
der zweite einen und der dritte zwei Inflexionsjiunkte ent- 
hält. Die Projection der (]urve zerfällt daher in drei unend- 
liche Aeste, von denen der eine, den wir eine einfache Hy- 
perbel neunen wollen, keinen Intlexionspunkt hat und seine 
Asynijitoten nicht durchschneidet; während der zweite, welchen 
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wir als ei nfach i n l'lectierte Hyperbel bezeichnen können, 
die eine Asymptote durchsetzt und somit einen InHexioiispunkt 
' hat, und der dritte, eine zweifach inflectiertellyperbel nach 
derselben Redeweise, bei- 
de Asymptoten durchsetzt 
und daher zwei InHexio- 
nen hat Keine zwei 
von diesen Thoilen bilden 
ein hyperbolisches Paar, 
wohl aber bilden alle drei 
zusammen eine conti- 
niiierliche . Reihe. So 
gehen wir in der Figur 
beginnend mit dem Nie- 
dersteigen im verticalen 
Aste der zweifach inflec- 
tierten Hyperbel durch 
das negativ Unendliche nach dem positiv Unendlichen der- 
selben Asymptote, durch den einfach inflegtierten Ast in’s 
Unendliche der zweiten Asymptote, von da durch die ein- 
fache Hyperbel zum Unendlichen der dritten Asymptote und 
mit der zweifach infleetierten Hyperbel zum Ausgangspunkt 
zurück. 

^ Wenn einer der unendlich entfernten Punkte ein In- 
llexionspnnkt ist, so wird entweder die einfach inflectierte 
Hyperbel zur einfachen oder die doppelt inflectierte zur ein- 
fach infleetierten; wenn alle drei Inflexionspunkte im Unend- 
lichen liegen, so besteht die Curve aus drei einfachen Hy- 
perbeln. 

(Jiirven dritter Ordnung mit drei hyperbolischen Zweigen 
nannte Newton überschüssig hyperbolisch, weil sie einen 
solchen Zweig mehr als die Kegelschnitte enthalten; die mit 
einem unendlichen Ast wie im letzten Artikel nannte er un- 
vollständig hyperbolisch und die durch die unendlich ferne 
Gerade berührten , welche ausserdem eine endlich angebbare 
Asymptote haben, parabolisch -hyperliolische Curven dritter 
Ordnung. 

207. Wir können nun die folgenden Species der zwei- 
theiligen Curven dritter Ordnung aufstellen. 

14 * 
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1. Die im Uneiitllichon projiciertc Gerade schneidet das 
Oval zweifach und den anderen Tlieil der Cnrve einfach; wenn 

der letzte Punkt a) ein ge- 
wöhnlicher Punkt ist, so be- 
steht die Curve aus einer 
Serpentine und einem hyper- 
bolisclien Paar, wie in der 
Figur. Wenn der letzte Punkt 
b) ein Inflexionspunkt wäre, 
so wird nur die Serpentine 
in die conchoidale Form über- 
geführt. 

2. Die im ünendlichon 
projiciertc Gerade schneidet 
die Curve in drei reellen Punkten, von denen keiner dem 
Oval angehört. Wenn die Punkte a) sämmtlich gewöhnliche 
Punkte sind, so ist die Gestalt der Curve die in der Figur 
des Art. 200. gegebene; wenn einer der Punkte ein Inflexions- 
punkt ist, so besteht die Curve entweder b) aus einem Oval 
mit zwei einfachen Hyperbeln und einer doppelt inflectierten 
Hyperbel oder c) aus einem Oval mit einer einfachen Hy- 
perbel und zwei einfach inflectierten Hyperbeln. In allen 
diesen Fällen liegt das Oval innerhalb des von den Asympto- 
ten gebildeten Dreiecks und die Curveu können 
• ferner unterschieden werden nach der Lage der 
Hyperbeln in den Winkeln, welche das Asymj)to- 
tendreieck enthalten oder wie in der Figur in 
den Scheitelwinkeln derselben. 

^ 3. Die im Unendlichen projiciertc Gerade 

\ schneidet die Curve in zwei nicht reellen Punkten, 
/ und wir erhalten a) ein Oval mit einer Serpentine 
I oder b) mit einem conchoidalen Ast. (Art. 205.) 

4. Die unendlich ferne Gerade berührt das 
Oval , welches dann eine parabolische Form annimnit und 
a) von einer Serpentine oder b) von einem conchoidalen 
Zweige begleitet wird. 

5. Die unendlich ferne Gerade berührt den andern Theil 
der Cnrve und das Oval bleibt eine geschlossene Figur, wäli- 
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reiul iI(,T andere Tlieil der Curve in |iaraboIiselier rurin aus- 
einaniler geht. \Venn a) der dritte Punkt iiu Uneudliehen 
ein gewöhnlicher ist, so durchsetzt der eine Zweig die 
Asyiujitote und hat zwei InHe.xionen, 
während der andere Zweig nur eine In- 
flexion besitzt. Wenn derselbe b) ein 
Inflexionspunkt wäre, so haben beide 
Aeste die Asymptote an derselben Seite 
und jeder derselben zeigt nur eine In- 
tlexiou. 

G. Die unendlich ferne Gerade schnei- 
det die Curve in drei zusammenf'allenden 
Punkten, der Fall, von welchem wir im 
Art. 2iX'. au.sgegangen sind. 

208. Wir kommen nun zur Classification der eiutheiligen 
Curveu dritter Ordnung ohne .singuläre Punkte und erkennen 
zunächst, dass nichts den iSj)Ccies (1) und (4) des letzten 
Artikels hier Entsprechendes existieren kann. Wir haben so- 
mit nur vier Species solcher eintheiliger Curven, nämlich 
überschüssig und unvollständig hyperbolische, parabolisch - hy- 
perbolische und die divergierende Parabel, jo nachdem die 
l’unkte der Curve im Unendlichen sämmtlich reell und ver- 
schieden sind, oder zwei nicht reell, zwei zusammeufallcnd, 


FIft. 10. 



alle drei zusammenfallend. Bei jeder Species können die- 
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selben Viirietilteii aufgezählt wenleii wie in^ letzten Artikel 
und die Figuren desselben können sie darstellen, wenn wir 
das Oval in ihnen unterdrücken. Aber zur ferneren Erläu- 
terung geben wir eine Figur für einen Fidl, wo die beglei- 
tende Gerade die Seiten des Asymptoten- Dreiecks schneidet 
und wo zwei kritische Centra (Art. lüiJ.) iin Innern des Drei- 
ecks liegen. Wir haben dann einen Theil der dojipelt in- 
llectierten Hyperbel in sackähnlicher Form im Innern des 
Dreiecks und es ist leicht zu erkennen, dass durch eine Aen- 
derung im Werthe der Constanten die OelTnung des Sackes 
geschlossen und ein Doppelpunkt in dem einen der kritischen 
Centra erzeugt werden kann, während durch eine weitere 
Aenderung derselben ein getrenntes Oval entstehen mag, 
welches zuletzt in den conjugierten Funkt im andern kriti- 
schen Centrum zusammenschrumpft. 

In gleicher Art hal)en wir dieselben vier Species von 
Curven dritter Ordnung mit einem isolierten Funkt und da- 
zu eine fünfte, für welche der isolierte Funkt im Unend- 
lichen ist. Die Figuren für zweitheilige Curven dritter Ord- 
nung reichen zur Illustralion dieser Cla-sse hin, wenn wir das 
Oval in einem conjugierten Funkt zusammen gezogen voraus- 
selzen. Die Formen, welche dem Fall des unendlich fernen 
isolierten Punktes entsprechen, weichen nicht bedeutend von 
denen ab , für welche die unendlich ferne Gerade die Curvc in 
einem reellen Funkte und zwei nicht reellen Funkten schneidef. 

20n. Von Curven dritter Ordnung mit Knotenpunkt haben 
wir die folgenden Species. 


Fi«. It. Fi«, -lä. 
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1. Die uiieiiillicb ferne Gerade schneidet die Sclileife in 
zwei reelleii Punkten; dein entspricht die Verbindiuig von zwei 
einfachen Hyperbeln und einer inflecticrten Hyperbel, wie in 
der links stehenden Figur. Die Verfolgung der Curve in 
ihrem Gange durch da.s Unendliche zeigt, dass sie aus einem 
coutinuierlichen Zuge besteht. Es eutstehen zwei Varietäten, 
je nachdem der dritte Punkt der unendlich fernen Geraden 
ein gewöhnlicher oder ein Intlexionspunkt ist; im letzteren 
Falle sind alle die Hyperbeln einfache. 

2. Von den drei reellen Punkten im Unendlichen liegt 
keiner in der ISchleife; es entsteht eine eingeschriebene, eine 
gemischte und eine umgeschriebene Hyperbel, von denen die 
letztere im Innern des A.symptotendreiccks eine Schleife bildet. 
Zwei Varietäten , je nachdem im Unendlichen eine Inflexion 
ist oder nicht. 

.3. Die unendlich ferne Gerade schneidet die Curve in 
zwei nicht reellen Punkten; mit zwei Varietäten wie vorher. 
(Fig. 13.) 

4. Die unendlich ferne Gerade berührt die Schleife und 

5. Sic berührt den sich ausbreitenden Theil der Curve. 
Die Figuren erklären sich selbst und wir bemerken nur, dass 
im ersteren Falle zwei Varietäten entspringen, indem die 
Curve ganz auf derselben Seite der Asymptote liegt, wenn 
sie im Unendlichen eine Infiexion hat. 


Kl«. » KIr. II. KIk, 4.V 



Ist ein Doppelpunkt im Unendlichen und giebt es folglich 
zwei parallele Asymptoten, so liegt der dritte unendlich ferne 
Punkt entweder 
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6. Auf dem sich ausbreitendeii Theil oder 

7. lu der Schleife. Im erstem Falle ist der liiflexious- 


>'ig. 46. 


Fig. 47. 



jiunkt ausserhalh der parallelen Asymptoten, im letztem 
Falle zwischen denselben. Wenn auch die Inflexiou im Un- 
endlichen wäre, so würden beide Zweige im erstem Falle 
auf derselben Seite der Asymptote liegen. 


Fig. 48. 



8. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in einem Inllcxionspunkt und 
wir erhalten die divergierende Parabel 
vom Art. 2<X). 

0. Die unendlich entfernte Gerade 
berührt in einem Doppelpunkt und wir 
erlialten eine Curve von beistchend ge- 
gebener Form, die man die Trident - 
Curve nennt. 


210. Von den Curven dritter Ordnung mit liückkehrpunkt 
giebt es offenbar keine Species, welche denen unter (1), (4) 
und (7) des letzten Artikels entsprechen. Die Species dieser 
Curven sind daher: 


1. Drei reelle Punkte im Unendlichen, zwei Varietäten. 

2. Ein reeller Punkt und zwei nicht reelle Punkte im 
Unendlichen, zwei Varietäten. 

3. Die unendlich ferne Gerade als gewöhnliche Tangente, 
zwei Varietäten. 

4. Die Spitze im Unendlichen, zwei Varietäten. 

5. Die unendlich ferne Gerade als stationäre Tangente. 
G. Die unendlich ferne Gerade als Kückkehrtangenle. 

Die Figuren für die Fälle (1), (2), (3) können mit Hilfe der 
Figuren des letzten Artikels leicht vergegenwärtigt werden. 
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indem man die in diesen Figuren jumktirte Selileife unter- 
drückt und den Knoten- in einen Itiickkelirpunkt überführt. 
Die Figur für den Fall (4) entsteht aus der link.s liegenden 
Figur des Art. 209. mit zwei parallelen Asymptoten, indem 
man die letztem vereinigt und den zwischen ihnen gelegenen 
Zweig unterdrückt denkt. Wir haben dann eine einfache 
Asymptote mit zwei unendlichen Aesteu auf entgegengesetzten 
Seiten aber an dem nämlichen Ende 
derselben. Die Figur des Falles (.5), die 
semicubische Parabel = ist in 
Art. 39. gegeben worden. Endlich 
geben wir hier die Figur des Falles (<>), 
die cubische Parabel = x'*. 

211. Trotz der schon ziemlich gros.sen Zahl der Species 
wird es nicht schwierig erscheinen, die entwickelte Classi- 
fication zu übersehen und zu erinnern, wenn man bemerkt, 
dass nichts .\ndres gethan worden ist, als die Fünf-Tlieilung 
des Art. 197. mit der Theilung des Art. 203. nach der Natur 
der unendlich fernen Punkte zu combiiiieren. Es bleibt übrig, 
einiges über frühere Classificationen der Curven dritter Ord- 
nung zu sagen. Die erste wurde von Newton in dem Werke 
„Enumeratio liuearum tertii ordinis“ gemacht und ist im 
Wesentlichen mit der hier gegebenen übereinstimmend, aus- 
genommen darin, dass er, was wir als Varietäten bezeichnet 
haben, zu eigenen Species machtj und darin, dass wir in dein 
Falle eines durch zwei Asymptoten berührten hyperbolischen 
Astes nicht beachtet haben, in welchem der durch dieselben 
gebildeten Scheitelwinkel der Ast liegt, während Newton 
die F'älle unterscheidet, wo er in dem durch die dritte Asymp- 
tote durchsetzten oder in dem Scheitelwinkel desselben liegt. 
Die Fälle, wo drei reelle Asymptoten sich in einem Punkte 
schneiden, sind als besondere Species betrachtet. Durch die 
Beachtung dieser Unterscheidungen ist die Zahl der Species 
auf acht und siebenzig erhöht. Newton geht den umge- 
kehrten Weg der Entwicklung insofern, als er nicht wie 
wir die Fünf- Theilung zur primären macht und die von den 
unendlichen Aesten abhäugende zur secundären. 

Newton’s Methode der Reduction der allgemeinen Glei- 
chung ist die folgende: Wenn eine der Axen parallel 
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zur reellen Asymptote genommen wirtl, so ver- 
schwindet der Clocf'i'icieiit sagen wir von »/•* und die 
tileicluing der Curve hat die Form 

y* {ux + i) -f- »/ (/x* -j- f/x-f/t) + + f/x“ -f rx -f- s = 0. 

Nun ist der Ort der Mittelpunkte der der Asymptote paral- 
lelen Sehnen otfenbar 

2axy -f- -f fx"'- (jx h = 0 , 
und w'enn wir die Axen zu den Asymptoten dieser Hyperbel 
transformiert voraussctzeii, so verschwinden die Glieder h,(,ij 
und diess zeigt an, dass dieselbe Transformation die Glei- 
elunig der Curve chdtter Ordnung auf die Form 
xtß hy = ]>x^ q x"^ r X s 

oder mit Newton’s Buchstaben 

xiß -j- cy = ux^ hx'‘ cx d 

zurückführt. Diess ist Newton’s aUgemeinste Form. Wenn 
jedoch in der Gleichung, wie wir sie geschrieben haben, <i 
und b verschwinden, so ist der Ort nicht eine Hyperbel, son- 
dern eine gerade Linie und je nachdem diese 1. die Linie 
X = 0 oder 2. eine willkürliche Gerade ist, welche man für 
y = 0 wählen kann, oder 3. die unendlich ferne Gerade, wird 
die Gleichung der (äirve auf die respectiven Formen 
xy = rtar' -f- !/' = 

y = ax^ -f hx'‘ -j- ca: -j- 

gebracht. Der einzige scheinbar abweichende Fall ist der, 
wo die Gleichung in der von uns gewählten Form a = ü 
hat und der Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen eine 
l’arabel ist; aber in diesem Fall giebt es eine andere 
reelle Asyi'njitote, für welche der Ort der Mittelpunkte der 
zu ihr parallelen Sehnen eine Hyperbel ist, und die Uc- 
duction vollzieht sich wie im ersten Falle, nur dass der Coeffi- 
cieut von in der transformierten Gleichung verschwindet. 
Newton’s Resultate sind aus der Discussion dieser vier 
Formen erhalten. Wenn y = (p (x) die Gleichung irgend 
einer Curve ist, so nannte Newton die Curve xy = (p(x) 
einen Hyiierbolismus dieser Curve; so naimte er also Cur- 
ven dritter Ordnung, die einen Doppelpunkt im Unendlichen 
haben, und deren Gleichung daher in die Form 
xiß -j- ey = cx d 
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gusi'tzt werden kann, Hyperbolisnien der Ellipse, Hyperbel 
oder l’ariibel, weil die eben geseliriebene Gleicluiiig auf die 
eines Kegelschnitts zurückkuinnit, wenn man darin xy durch 
y ersetzt. 

212. Wir haben früher der in seinem „System der ana- 
lytischen Geometrie “ enthaltenen Discussion der Curven 
dritter Ordnung von IM Ücker Erwähnung gethan. In der- 
.selben ist die Natur der unendlich fernen Punkte der pri- 
märe Grund der Chissiticfttion. Indem er mit dem Palle von 
drei reellen Asymptoten beginnt, wo die Gleichung der 
Curve von der Porul 

x.jX^ — /.'iP e 

ist, werden zuerst die Fälle unterschieden, wo die A.sympto- 
teu sich in einem Punkte schneiden und wo sie ein Dreieck 
bilden; dann werden alle möglichen Lagen der begleitenden 
Linie n = 0 untersucht, ob sie das Dreieck durchsetzt, oder 
durch eine Ecke geht oder ausserhalb desselben bleibt, ob 
zwei kritische Centra (Art. IQ.'l.) zusanimenfallen , etc. Er 
bezeichnet alle die Curven, die durch die obige Gleichung 
für irgend eine gegebene Lage der Geraden a:, == 0, v = 0, 
dargcstellt werden können, als eine (iruiipe und indem dem 
/.• alle möglichen Werthe ertheilt werden, treten die in der- 
selben Gruppe enthaltenen Spccies hervor. Man wird das 
an der Figur der ersten Plücker’schen Gruppe besser über- 
sehen, die wir hier rcproducieren und die dem Falle ent- 
spricht, wo die begleitende Linie alle drei Seiten des asymp- 
totischen Dreiecks in der Verlängerung schileidet, und wo 
drei reelle kritische Centreu, das eine im Innern und zwei 
ausserhalb des Dreiecks vorhanden sind. Fig. 1. repräsentiert 
eine zweitheilige Curve von der oben mit I., 2 bezeichneteu 
Spccies. Durch einen Wechsel im Werthe von Je zieht sich 
das Oval in einen Punkt zusammen , und wir erhalten 2. die 
Curve mit isoliertem Punkt III. , 1. Mit weiterer .\enderung 
von Ä wird die Curve 3. eintheilig, nämlich II., 1. und die 
Aeste entfernen sich weiter von ihren Asymjitoteu. In 4. 
durchsetzen die Aeste die andern Asymptoten imd die Curve 
erhält einen Knotenpunkt, IV., 2. 

Fig. 5. ist zweitheilig I., 1. Fig. 6. ist in unserer Auf- 
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ziililiing die Species o, Fig. 7. ist 4. Fig. 8. ist 3, uur mit 
anderer Lage der Aeste in üeziig auf das asynii)totische 
Dreieck. 


Kig. 50. 



IMiicker’s (iruiipeiieiiitlieiluiig ist dureli Cayley wieder 
imtersuclit worden und derselbe hat auch eine Verglei- 
chuug zwischen den Species von Newton und von PI Ücker 
gegeben, welcher letztere 219 zählt. Eine genauere Auf- 
zählung dieser Classification kann hier nicht gegeben werden. 
Es muss die Erwähnung hinreichen, dass im Falle der para- 
bolischen Curven die osculierende asymptotische Parabel eine 
wichtige Rolle spielt, eine Parabel, welche durch fünf auf 
einander folgende Punkte der Curve in ihrem Berührungs- 
punkt mit der unendlich entfernten Geraden geht. Die Glei- 
chung der Curve kann in die Form 

x^ (Xj- -f- 2XiX, -f X3‘) = (axj -f bx^) 
gebracht werden, wo offenbar die Parabel 

^ 2xjXi + ^ 3 * = 0 

die Curve in dem fünffach zählenden Punkte x^ — 0, .Cj == 0 
schneidet. Die Gruppen werden dann durch die Lage der 
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osculiereiuleii Parabel in Bezug auf die lineare Asymptote 
3 :, = 0 und die begleitende Linie 

ax^ + /»X., = 0 


gebildet. 


IV. Absclinitt. 

Curreii dritter Ordnung vom (iesclilcclit Null. 

21.3. Wir haben in „Anal.Geoin. d. Kegelschn.“ Art. 237 f. 
ge.seben, wie sehr die Ilcchnung dadurch erleichtert wird, 
da.ss die (’oordinaten eines Punktes der Curve als Functionen 
eines Parameters ausgedrilckt werden können und es ist in 
Art. 44. bewiesen worden, dass diess iui Falle einer Curve 
vom Geschlecht oder Defect Null oder einer Unicursal- Curve 
stets möglich ist. Von der Anwendung dieses Princips auf 
Curven dritter Ordnung geben wir hier Beispiele. Die Glei- 
chung einer Curve dritter Ordnung mit Itückkehrpunkt kann 
stets auf die Form ' 

2 /y* /«< 3 

«*'1 ' " ■■■ 

reduciert werden, wo x, = 0, Xj = 0 der Biickkehrpunkt, 
a;i = 0 die liückkehrtangente und Xj = 0 die stationäre Tan- 
gente ist. Ein beliebiger Punkt der Curve kann daher als 
der Durchschnittspunkt der Strahlen 

0X| = Xj , 0 ^X 2 = X3*); 

oder mit andern Worten, die Coordinaten eines Punktes der 
Curve können durch 1,0,0^ repräsentiert werden, wenn 0 
ein veränderlicher Parameter ist. Die gerade Verbindungs- 
linie zweier Punkte 0, 0' der Curve hat dann die Gleichung 
00' (0 -j- 0') X, — (0^ -f 00' -f 0'2) X.2 -f- X3 = 0 


•) Diese Oleichungen als auf Tangential- oder Liuicncoordinaten 
b(!zogen, geben den Satz: Wenn J der Inliexionspunkt, ü der Hück- 
kehrpnnkt und T der Durchschnitt ihrer Tangenten ist, so schneidet 
eine beliebige Tangente AU die Seiten des Dreiecks JCT so, dass 

TA' ■. A'l-* ^ k (TB •. BC) 

ist. Für die unendlich ferne Gerade als eine Tangente ist k = I. (Vergl, 
„An.al. Geom. d. Kegelschn.“ Art. 2U5.) 
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uiu] für (las Zusaninion fallen von 6 und 0' orf'ioht sich die 
(jleicliung der Tangente 

20^x, — + 3:3 = 0. 

Wenn wir die Diirclisclinittsjnniktc einer geraden Linie 
n,x, + UjX., + «33:3 = 0 

mit der Ciirve suchen, so erhalten wir durch die Substitution 
1, 0, 0'’ für 3 ;,, .'Cj, x.^ die Gleichung 

a^ -}- «jö + «36^ = 0 

und da in dieser cubisclien Gleichung das zweite Glied fehlt, 
so lernen wir, dass die Parameter von drei Punkten der 
(Jurve in einer Geraden durch die lielation 

0 + 0' + 0" = 0 

verbunden sind. Insbesondere ist der Tangentialpunkt von 
0 durch — 20 und der Berührungspunkt der von 0 aus- 
gehenden Tangente durcli — ^ 0 gegeben. 

Wenn wir ebenso die Substitution 1,0,0^ für x^, Xj, x^ 
in die Gleichung einer Curve Ordnung machen , so wird 
das Glied 0 ^e — 1 in der Gleichung fehlen und die Relation, 
welche die Parameter der 3j) Üurchschnittspunktc dieser 
Curve mit der Curve dritter Ordnung verbindet, besteht in 
dem Verschwinden ihrer Summe. Daher ist der Parameter 
des Restpunktes zu einem Punktesystem die negative Summe 
und der des beigeordneten Restes die Summe der Parameter 
der verschiedenen Punkte desselben ; und die die Theorie der 
Reste betreffenden Sätze der Art. 159. f. erhellen so als un- 
mittelbar evident für Curven dritter Ordnung mit Rückkehr- 
punkt. Wenn man die Parameter der Punkte A, B, . . . durch 
n, //,... bfr/.eichnet, so ist z. 13. die Bedingung dafür, d.ass 
sechs Punkte der Curve in einem Kegelschnitt liegen, 

a h c d c f = 0, 

welches sogleich den Satz des Art. 1.55. giebt, dass für vier 
feste Punkte einer Curve dritter Ordnung A, B, (J, D die 
Verbindungslinie der Punkte E, F, in welchen ein durch 
jene Punkte gehender Kegelschnitt die Curve ferner schnei- 
det, durch den festen Punkt 

0 + 7> -P c + (/ 
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jfolit, um] dass dieser Punkt construiert werden kaiiu, indem 
man die Punkte durch eine Gerade verbindet, in welchen die 
geraden Linien 

AB, CD 

die thirve ferner sclineiden, weil 

— (a + i) - {r + d) + (rt -f -I- c + d) = 0 

ist. So werden ferner verschiedene Constructionen für den 
neunten Durchschnittspunkt der (’urve mit einer durch acht 
ihrer Punkte gehenden Ourve dritter Ordnung aus der 13e- 
trachtung der Gleichung 

(« + ^^ + ß + '0 + (« + /■ H- </ + J‘) + «■ = 0 

erhalten. 

214. Die Parameter der i’unkte, deren Tangenten <lurch 
einen gegel)cnen Punkt Xi gehen, werden durch Substitution 
seiner Coordinaten in 

2e^a:| — 30^a:j Xj = 0 

gefunden; und da in <ler erhaltenen cubischen Gleichung der 
Coefficient von 0 verschwindet, so ist die Summe der reci- 
proken Werthe ihrer Wur/.eln Null, d. h. die Parameter 
0, 0', 0" von drei Punkten der Curve, deren Tangenkm ein 
Ilüschel bilden, genügen der Rehation 

0-1 ^ 0--I 0-'-i = 0. 

Und da in derselben Art die Bedingung, unter welcher 
20^X| — 30’x_. -U ifs = P 

eine (Jurve jj“’'' Classe berührt, eine Relation p"'" Grades unter 
den Cocfficienten 20'', .30’, 1 ist, und also das Glied 0 nicht 
enthalten kann, so ergiebt sich allgemein, dass die 3p Punkte, 
deren Tangenten eine feste Curve j)'" Clas.se berühren, durch 
die Relation Z (0“') = 0 verbunden sind. Wir. geben einige 
Anwendungen dieser Methode. 

UoiBpiel 1. Man soll den Ort der UurclischnittKpunkto der- 
jenigen Tangentenpiiare einer Curve dritter Ordnung mit Uiickkehr- 
punkt finden, deren Berührnngsselinen durch einen festen Punkt y der 
Curve gehen. M.an bat zwischen den drei Gleichungen 

2o’.r, — X, = o , iß'x, — .Sß’x, Xj = 0 , 

“ + + y =“ d 
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mit bekanntem y die Grössen o, ^ zu eliminieren und findet 
y (2ya!| + 3x,)’ + 2a:, ar, = 0, 
die (ilcicliung eines Kegelschnitts. 

Beispiel 2. Wenn ein Polygon von gerader Seitenzahl in eine 
Curve dritter Ordnung mit Riickkehrpnnkt eingeschrieben ist, nnd alle 
seine Seiten bis anf eine durch feste Punkte der Curve gehen , so geht 
auch die letzte Seile durch einen festen Punkt der Curve. Bezeichnen 
wir die Parameter der Ecken durch und die der festen 

Punkte durch b,,b„. .. und wählen wir der Einfachheit wegen den 
Fall eines Vierecks, weil der allgemeine Beweis daraus erhellt, so 
haben wir die Gleichungen 

"i + ^'i + "» = •• > “i + "3 = • <‘3 + ^3 + f'i ■= b , 

rii 4 " h, ^1 ^ b. 

Durch Addition und Subtraction erhalten wir 

^'1 + + ^3 1 

d. h. die Verbindungslinien der Punkte £, und Bf, schneiden 
sich in der Curve, oder wenn drei der Punkte bekannt sind, so ist es 
auch der vierte. Der Satz ist für alle Curven dritter Ordnung wahr, 
weil der gegebene Beweis eich sofort in die Sprache der Theorie der 
Beste übertragen lässt; die Punktcpaarc B,, B,-, B„ Bf sind beigeord- 
nete Beste, für welche das System der Ecken Af, Af, Af, A, ein ge- 
meinschaftlicher Best ist. 

Es ergiebt sich als ein specieller Fall dieses Satzes, dass für ein 
Polygon von ungerader Seitenzahl, dessen Seiten durch feste Punkte 
der Curven gehen, auch die Tangente in jeder Ecke durch einen festen 
Punkt der Curve geht, und dass somit das Problem, ein solches Po- 
lygon zu construieren , dessen Seiten durch feste Punkte einer Cur\^e 
dritter Ordnung ohne singulären Punkt gehen, vier Lösungen ge- 
stattet. 

Beispiel 3. Man soll ;die Quasi - Evolute bestimmen unter der 
Vorovissetzung, d.ass die beiden festen Punkte in der Curve liegen. 
tVergl. Beisp. f>., Art. 99.). Die Gleichung der Quasi-Normale ist 
nach Art. 107. 

^ßt + pe _ 20») {Oa (6 + a) x, — (0» + 0o + «») x, -f x,} 

+ («» + «e - 20«) {e? (0 + ß] X, - (0» + + ^) X, -f x,} = o. 

Wenn wir sie durch die Substitution 0 = umformen, so erhal- 

ten wir in Uebereinstimmung mit Art 108. eine biquadratische Glei- 
chung in A, in welcher die beiden äussorsten Glieder an jedem Ende 
nur respective durch einen constanten Factor sich unterscheiden nnd 
deren Discriminantc daher neben den die Tangenten in a nnd ß reprii- 
sentierenden Factoren eine Curve von der vierten Ordnung darstellt. 
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215. Es erübrigt,’ einige beinerkeuswortlie Beispiele von 
Curven dritter Ordnung und dritter Clas.se xu erwähnen. Wir 
haben früher die seiui -cubische Parabel erwähnt, welche die 
Evolute der Parabel zweiten Grades ist. Ihre Gleichung 

pif = x’ 

zeigt, dass der Bückkehrpunkt iin Anfangspunkt der Coordi- 
naten und der Intiexionspunkt im Unendlichen liegt. In der 
CU bischen Parabel anderseits 

p‘‘y = X® 

liegt der InHexiouspunkt im Anfangspunkt und der Rückkehr- 
punkt im Unendlichen, ln der cubischen Parabel ist der 
Anfangspunkt ein Centrum und alle Durchmesser der Curve 
fallen mit der Axe der y zusammen; denn wenn wir eine 
Gerade y = mx-\-n ziehen, so ist die Summe der Werthe 
der X gleich Null. 

Zu den Curven dritter Ordnung mit Rückkehrpunkt ge- 
hört auch die Cissoide des Diocles, welche dieser Geometer 
zur Bestimmung der zwei mittleren Proportionalen erdacht 
hatte. Sie kann als der Ort eines Punktes M' definiert wer- 
den, wo der Radius vector des Kreises AM durch eine Or- 
dinate y M' geschnitten wird, für die AP’ == BP ist. Wir 
mii.ssen haben 

et*. M. 

AM'=J{M 

und daher 

Q = A It — AM 

oder 

Q = 2r secw — 2r cosw = 2r tanw sinw 
oder in rechtwinkligen Coordinatcu 
X (x^ -U »/•) = 2r\ß 

oder 

(2 r — x) //- = x^. 

Dtiher ist der Anfangspunkt der Coordinaten ' 

ein Rückkehrpunkt und x —r eine .\s ymp- 
tote, welche die Curve in einem unendlich fernen Inflexions- 
punkt trifft. Newton hat für die Erzeugung der ( turve durch 
eine stetige Bewegung folgende elegante Construction gegeben. 
Für einen rechten Winkel FGII habe der Schenkel F(r eine 

Salioon, lliibcre C’urveu. 15 



Digitized by Google 



22H 


feste Länge, der l’iiiikt i*’ Ibewegt sich längs einer festen 
(ieraden CJ, während der Schenkel GH durch einen festen 
Punkt E geht. Ein im Mittelpunkt von EG angebrachter 
Stift beschreibt die Cissoide. Der Beweis bleibt dem Leser 
überla.ssen **). Die Cissoide ist auch der 
_ Ort, deji man erhält, wenn man in 

i/t ' ' * 

j ' jedem vom Scheitel ausgehenden Ra- 
Ly j dius vector der Parabel den reciproken 
/j Werth seiner Länge abträgt; sie ist 

B K A r J auch der Ort des Fusspunktes 

einer Normalen vom Scheitel der Pa- , 
ff rabel auf die Tangente derselben ; oder 

mit andern Worten: Wenn eine Parabel auf einer ihr glei- 
chen Parabel rollt, so ist der Ort ihres Scheitels die Cissoide. 

2 IG. Wir können in wesentlich analoger Art auch die 
Coordinaten eines Punktes in einer Curve dritter Ordnung 
mit Knoten- oder isoliertem Punkt mittelst eines einzigen 
Parameters ausdrücken. Für den Dojipelpunkt als Anfangs- 
jHinkt ist die Gleichung von der Form 

'dhx'Gj ‘^extß -j" = 0 

und wir erhalten also für ;/ = Qx rationale Ausdrücke für 
X und y in Function von 0. 

Die Discussion gestaltet sieh aber einfacher, wenn wir 
die Gleichung, wie stets möglich ist, in die Form transfor- 
miert denken 

(a;,'' + a:/) x.^ = a:,C 

Dann ist x.^==t) die Tangente in dem einen reellen Ipflexions- 
punkt, den die (Jurve haben muss, a:, = 0 ist die Verbin- 
dungslinie des Intlexionspiuiktes mit dem Dopjieljuinkte und 

a’,' + x.^' — G 

sind die Tangenten der Curve im Doppelpunkt, so' dass das 
obere Zeichen dem Falle der Curve mit isoliertem J’unkt, das 
untere dem Falle der Curve mit Knotenimnkt entspricht. Die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve sind pro- 
p<jrtional zu 

(1 d - 0 ’), 0(1 + 0 *), 1 . 
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Die Substitution dieser tirüssen in die Gleichung einer will- 
kürlichen Geraden 

g.a:, -f -f == 0 

giebt zur Bestimiming der Parameter ihrer Schnittpunkte mit 
der Curve 

(S, -f y -fi,04:£,9^±l,e’ = o, 

und diese Parameter 0', 0", O " sind somit durch die Relation 
verbunden 

e'0"-f- e" 6 '"-t- 0"'0' = ± 1 . 

Wenn die Gerade in einem Intiexionspunkt berührt, so ist 
0'=0"=0'" und daher 0’ = + i, ‘1- h. eine Curve dritter 
Ordnung mit isoliertem Punkt hat drei reelle Intlexionspunkte 
und eine solche mit üoppelpunkt einen reellen und zwei 
nicht reelle. 

Die Gleichung der Verbindungslinie von zwei Punkten 
0, 0' ist 

(07_(. 00'_l_0-2+ _ (0+0') = +(1 +0j^ (1 J.0'3) 

und daher die Gleichung einer Tangente 

(30^ ± 1) ar, — 20x.^ == ± (1 ± 0’)’ 

Wir erkennen daraus, dass für vier Punkte, deren Tangenten 
ein Büschel bilden , die Summe der entsiirechenden Parameter 
verscliwindet und dass für zwei derselben als gegeben die 
quadratische Bestimmungsgleichung der Parameter der beiden 
andern sofort gebildet werden kann. Die Anwendung dieser 
Methode auf Beispiele bietet keine Schwierigkeit. Wir haben 
in Art. 123., 1. die Curve dritter Ordnung mit Knotenpunkt 
von der Polargleichung 

pi cos ^ oj = 

bemerkt, deren Gleichung in rechtwinkligen Coordinaten 
27 (x’ »/’) nt = (4 nt — x)® 

ist, eine Curve mit drei Intlexionspuukten im Unendlichen, 
einem reellen und den beiden andern in den nicht reellen 
Kreispunkten der Ebene; der Knotenpunkt liegt in der Axe 
der X bei x = — 8 ni. 

15* 


Digitized by Google 



228 


217. Wenn eine Curv'e dritter ürdnnng mit Doppelpunkt 
drei reelle Inflexionspunkte hat, so ist der isolierte Punkt 
der Pol ihrer Verbindungslinie in Bezug auf das Dreieck 
ihrer Tapgenten. Sei 

(Xj + ^2 4 * * 3 )* = mx^x.,x.^ 

die Gleichung der Curve, so müssen die (.'oordinateii des 
Dojipelpunkfes, falls ein solcher existiert, den durch Dille- 
rentiation daraus entstehenden Gleichungen 

3 (a;, -f- a’j -{- x,)* = mx.,x.^ = mx-^x, = tiix,x.j 
genügen ; wir erhalten aus ihnen 

;r, =x, = x,, 

welches nach Art. 100. den angezeigten Satz aussjiricht und 
wir haben somit für die Curve mit Doppelfiunkt ni == 27. Die 
Gleichung der Curve kann daher auch in der Form 

.r,ä -f + X;,4 = 0 

geschrieben werden. Dann werden die Coordinateü eines 
Punktes zu 

0 :., (1 _ 0 ):., _1 

proportional und die Gleichung der entsprechenden 'i'angente 
ist 

(1 - e)’x, -f e-3-., -f e- ( i — e)’ = o. 


V. Abschnitt. 

Invarianten und ('ovarianten der Ciirven dritter Urduiing. 

218. Die Gleichung einer (hirve dritter Ordnung ohne 
singulären Punkt kann inimer auf die kanonische Form 

AV' + = 0 

reduciert werden, in welcher (Art. 23.) jedes der drei Con- 
stanten implicite enthält, .so dass in ihr mit Einschlu.ss der 
Constanteu m die zehn Constantcn vorhanden sind, die nach 
dem Kennzeichen des Art. 24. eine cubische Form enthalfen 
muss, um jede beliebige Curve dritter Ordnung darstellen zu 
können. Wir wollen jetzt zeigen, wie die Gleichung einer 
beliebigen Curve dritter Onlnung auf die bezeichnete Form 
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reduciert werden kann. Wenn ca eine iiinigiiiüre dritte W'ur- 
zel der Einheit bezeichnet, so kann die reducierte tJleichuiig 
in der Form geschrieben werden 

(j’i -f- — 2mx^) (w j.| — 2mx\) (co-x, -|- wx.. — 2mx^) 

+ (1 + 8»r')x,=' = 0, 

aus welcher ersichtlich ist, dass die Linie 

. X 3 = 0 

drei Intlexionspunktc verbindet und zugleich, dass das niini- 
liche für x, = <• und Xj = 0 ebenso nachgewiesen werden 
kann. Somit bilden diese drei (leraden eins der vier S^'steme 
von drei Linien, welche wie wir in Art. IT.o. sahen durch die 
neun InHexionspunkte gezogen werden können, und wir 
sehen so voraus, dass das Problem der Ueduction der allge- 
nieinen (ileichung der Curve dritter ttrdnung auf die cano- 
nische Form vier Lösungen hat. (Art. 228.) Diese Form ist 
die, welche wir in unsern Untersuchungen über Curveu drit- 
ter Ordnung immer gebrauchen wollen; zuvor müssen wir 
aber inindcsteus für den Nachweis der Keducierbarkeit die 
Invarianten der (ileichung in der allgemeinen Form bilden 
und wollen diese Letztere schreiben wie folgt 

nx^^ -}- />x./ -j- fx,* -j- 3«.^x,'^x.^ i>«.,x,-X3 + 3t), Xj*x, 

3i^Xj^x.| -|- 3C|Xj-x, 3c...r3*x^ -f ()//i.c, XjXj == 0 , 

indem wir die Coeflicienten als n, h oder r schreiben , je nach- 
dem die höchst potenzierte Variable des Gliedes die erste, 
zweite oder dritte ist und den Iudex der andern V'^ariabeln 
beilügen, die das Glied noch enthält, bei dem Product aller 
drei Varialieln aber, welches sich dieser Hegel entzieht, einfach 
m setzen "). 

21!'. \Vir bilden zuerst die Gleichung der Ilesse’scheu 
t'urve. Die zweiten Differentialquotienten der cubischen Form 
sind mit Unterdrückung des gemeinschaftlichen Factors sechs 

f/,i = «X, -|- OjX^ -|- «;,X3, = mX| -f- /r,x.^ 4“ c.^Xj , 

f/jj = h^x^ hx., -j- 63X3, f/i3 = «3X1 -|- mx., -j- C| X3 , 
f/3, = f, X, -f- f.^x, -j- CX3 , = «3X, -f X3 -f- m .i.’3 ; 

für die Discriminante 
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erhält man darau.s eine cnbische Form mit den Coefficienten 
a, b, c, a.j , a,, b, , b ,, c,, Oj, m 
von folgenden Werthen 

a = n />, r, + 2 — a m‘ — 6, a,’ — r, , 

b == ha.^Cj + 2mh^h^ — b m' — c^b,^ — _ «2 
o =-cb^a^ -j- 2 mryCj — cni’ — 03^2'' — ^3^1^ » 

l^&J—ah(\—2ab.^^ll-\-nb^C2 — 0'2t|C,4-2a2«3^t3 — > 
3&^—acb^ — 2(7rj«(-|-«/'3''i — «2*^~l“'*3*'*'' — — « 3 *^ 3 , 
3 b|=ntf 2 — 2 a■J>m-\-bn.^c^ — fib^‘-\-b^m'’ — 2 byb.ß^ — ti®C| , 
?)bß=a.jiii: — 26 c, )/) -\-ba.ß.^ — c6,^ — bß.f^-\- 2 b^bß^ — «363^, 

3 c, —nbß— 2 n.fm-\-cnJ}^ — acj^+c,wi’ — ^,«363-!- 2c,c.2a2 — 6,c,’ , 
3 cj=n., 6 c — 26 , cm +coj6., — 6c, - -j-Cj»«* — '2^3^3+ 2c,Cj6, — , 
(>m=abc — («63C24-^''|ff3+<‘«2^'i)+^'"^'~^”*(^h^i + <^2^2 + 

+ 3 (fc, 63 c, + n36,c2). 

Insbesondere wird die Ilesse’sclie Ciirve von 
X, ^ + Xj“ -(- Xj* -f- 6 m X, Xj X3 = 0 

durch 

— m* (x,’ + Xj’ + x,,'*) 4- (1 + 2 m^) x,XjX3 = 0 
dargestellt. 

220 . Wir können ebenso die (ileichung der Cayley 'sehen 
Curve bilden. Diese Contravariante drückt die Bedingung 
aus, unter welcher die gerade Linie 

S,.c, 4 - 5jX.2 4 - I3X3 = 0 

von den Kegelschnitten 

6r^=0, f/j = 0, 6^3 = 0 

und von dem ganzen durch sie bestimmten Netze von Kegel- 
schnitten in Involution geschnitten wird. Man hat 

(/, = flx,’ 4" + ''i ’^3* + 2w.ryr, -}- 2a;,x,X3 4- 2fi.,x,x.3 , 

{/j = «2^1* 4 “ 4 " 4 “ 263.C2X3 -(- 2m.r,X3 -(- 26 ,x,Xj , 

U3 = fl3X,’ 4 - 63X.2* 4 - CX3’ 4 - 2CJX2X3 4 - 2c,x,.t3 4. 2»«x,.c.2 , 

und die fragliche Bedingung ist nach „Kegelschnitte“ Art. 
337 ., 350 . 
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cJi* — 2c,J,5,+rt,5j*, c4 ,' — cJ,4j — cjiali— <',4 j£,+»i4,* i 

oder in eutwickelter Form 

P 7 . 4 g,» + iyg,» + cg,,» + 3 ^,g,»g, + 3 ^,g,-^g„ + 37 >*,g,»g, 

+ + :^C,g„’g, + 3C,g,’g, + «il/g,g,g3 

mit folgenden Werthen der CooHicienteu 
A = hau — hc^c.^ — cb^b^ — h-f.^m -j- b^c^ 4" 

B — cam — — rte,r.^ — n.,c,w -f- 

C = fibui — — bti^a.^ — ^> 3 «-/ + 

liAj = — bca^ — cb^m -{r bc^'‘ -f" + 2 c.^m^ — 'iib^Cym 

■f" “f" 

3.4j = — bcu., — /(<■, tu -|- c'//|» -f" ^büyC^ -j- 2byiu'^ — ‘üc^bytu 

+ + ^>tcA — 

37f, — — crt/e, — fd.^wi + «Cj» + 2cajiy -f* 2cyiu'‘ — 3«3e.d« 

+ 

37?3 = — caby — aej/n 4” + 2(ib^<:y 4- 2n.yiu‘ — 3e,n2/n 

4- tl ybyCy 4* «jC„rt., — 2 It./l-y^ , 

3C, == -- (ibf.j — ba.yiu 4- uby- 4" 4" 26,«/7 — l^ajt^tu 

4- 4- — 2Cyby\ 

3C’’j = — nbfy — abjiu 4- bii-^ 4" '2ubyCj 4~ 2a.^m'^ — 3«,,/j,m 

+ + f’/fA — 

63/ = abc — (nbyC^ 4" “l" 

4- 4w (t|<', 4" <\,«3 4“ ^3^^;i) ^ ("2^.n'’l + '*3^'l'’2)- 

Für 

.Ci» 4- -*2^ 4* •'^3^ + 6mXy'x.^y = 0 

ist die Gleiclmng der Ciiyley 'sehen Cnrve speciell 

m (g.» 4- gy» 4- g 3 ») 4- (1 - 4 m») g, g,g„ = 0. 

221. Wenn wir in der eben entwickelten Contravariante 
für die g, ,g,,g,, Symbole der Differentiation nach Xy,x. 2 ,Xj 
respective ein.set/.en und mit dem so gebildeten Symbol an 
der gegebenen cubisclien Form U operieren , so ist nach 
Art. 94. der „Vorlesungen“ das Re.sultat eine Invariante. 
Sie ist vom vierten Grade in den Coefficienten und wird 
durch S bezeichnet; ihre entwickelte Form ist 
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Ä = ahcui — {bcu^a^-\-cah^h^-\-(thc^c.^ — w {nh^Cj -f" 

-}- {ah^ + bc^a.^‘ + + ba./:^‘ -f- + ca■Jb^'‘) — m* 

-f- 2»t* (?y,C, -f" ” 3 ^ 3 ) — + ^3^l<^) 

— (^>i’f|* + CjV/ + a.yb./) + ic.^n.i(i:^b^ + + ?y,c,CjOj). 


Wir drücken dieselbe Sache nur anders aus, wenn wir sagen, 
dass die Gleichung der Cayley’schen Curve in der Form 

/l::!'* _LI:3'i _Lt3'^ 

V^' da ^ ^2 db ^ de ^ ./(I, ' dft, dh, 

+ y «. t, .+ «.’S. 1- + S.’S, + 5, fe «. ,y s - 0 


geschrieben werden kann. Wir haben in Art. 150. der „Vor- 
lesungen“ die symbolische Methode erwähnt *’), durch welche 
Aronhold diese Invariante S zuerst erhalten hat; brauchen 
wir für dieselbe das dort entwickelte Symlwl 

(123) (234) (341) (412), 

so ist das entsprechende Symbol ihrer Evectante die linke 
Seite der Gleichung der Oayley’schen Gurve 

(123) (S23) (531) (512). 

Für die kanonische Form ist 

<S = m — m * 

und weil in Folge dessen S mit w = 0 verschwindet, oder 
wenn diese Gleichung die Form 

^ ,,^.3 _ 0 

hat, so entspricht das Verschwinden von iS der Heducierbar- 
keit der Gleichung auf die Summe von drei Cubeu. 

222. Wenn eine Form 

U = hx.^" -(- cx^" -!-••• 

und eine Covariante V derselben von gleichem Grade 
ar," -(- hx," -f- e.r," -f- • • • 

bekannt sind, so kann man aus jeder Invariante von U die 
entsprechende Invariante von U l V bilden und erhält in 
den Coefticienten der verschiedenen Potenzen von A in ihrer 
Entwickelung neue Invarianten; man kann also in dem vor- 
ausgesetzten Falle aus jeder Invariante von U eine neue bil- 
den, indem man an ihr die Operation 
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d I 1«. ^ I d I 


da 


de 


vollzieht. VVcuu wir diess Princip auf die cubisclie Korm und 
ihre Hesse'sche Covariante an wenden , so können wir aus 
der Invariante S eine neue Invariante T vom sechsten Grade 
in den Coefficienten ableiten; oder was dasselbe sagt, wir 
können die neue Invariante T bilden, indem wir in die Glei- 
chung der Cayley 'sehen Curve an Stelle der Differential- 
symbole substituieren und mit dem entstandenen Symbol an 
der Hesse’schen Covariante operieren. So erhalten wir für 
T den Werth 

aVPc‘ — 6 rthc "I” 

-j- 12 ahciii -|- c.,n., -|- (iahe -j" 'ij'i'-’i 

, + 4 («■•■fc/* -t- nhl>y+ h'^ra./ '+ lrac^^ + 

4- 36 >/*'•' (//w..«;, + ruhji, altere j) 

— 24 m {hch^a^^ -)- hec, cac.Jj , ^ -(- ean.J).^ -(■ i -(- ahh^r^ *) 

— 3 (nV/ 3 %’ -f ' 

-)- 18 {h<■h^c^(^a ^ -(- cac./x^hj)f -{- ahnji f^e.^) 

— 12»!^ (ah f^ hc^a-^ -f ca.Jh^) 

-(- 12 m^ -(- nC|/< 3 - -f- ha^c^‘ -(- hc.,ny -|- Cü^h^‘) 

— 60 «( -j- h<^e.,n.fl.^ 

4 - 6 {abj\_ -f hr,n,, («A/’i + 

-f- 24 {ab^h.^'‘c^‘^\-a(^^e■pb^‘^-\-br.,(■^'^n.^^-{■ba.^n^e.^‘-\-(■a.^a.,‘b.y-\~rb.^b^'^a■^) 

— 12 {ati2h^(\,^-\-aa f^lh^-\-bb f^a.^-\-bb^a.f^ '-\-<c^a Ji('-\-ix}i^a.^) 

— 8 m'* 24 m'- (7>,f| -|- c./*^ -|- — 36m'* in.,bj^ -|- 

— 12 mP -|“ “t“ 

— 24 m’ (7/,’c,’ -f e.^a,‘ + 

+ 36 in {a,bf, aji,v.^) (b^r^ e^a.^ -f a-,b,) — 6 /<|C|C^rt 3 fi|fc., 

— + 8 (W + + <'/V) - 27 (a/b,^er + ' 

-12(h,’c,V^0.,+7/,y',’n37(34-r./fl3’fl3/<3-fc./’m///|r|4-O3-’/>3-’^,e,-{-n3’A3V_,r/,'l. 

Für die kanonische Form reduciert sich diese Invariante auf 
(1 — 20 /«•■*- 8 »/'); 
ihre symbolische Form ist 

(123) (124) (235) (316) (456)’. 
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2.-54 

Wir köiiiieii aus ilir eine Evectaiite 

«.■ " + «.* 'S + ■■■-« 

bilden , deren Coefficienten in entwickelter Furni zu geben 
unnötliig ist. Für die kanonisclie Form wird diese t'ontra- 
variiinte, die wir Q nennen wollen 

(1 - 10w>) (i.» + g./ + - {mrn‘ + 24m--) 5, = 0. 

.Jede andere Invariante der cubiseben Form kann als eine 
rationale Funelion von S uiul T ausgedrückt werden. Man 
kann diess in derselben Art beweisen, wie der entsprechende 
8 at/, für die binäre bi(juadratische Form bewiesen worden 
ist wie denn iil)erhaupt zwischen den Theorien der bi- 
nären biquadratischen und der ternären cubischen Formen 
viele Analogien bestehen. 

223. Die Methode zur liildung der^ Gleichung der Keci- 
proken einer Curve dritter Ordnung ist ira Art. 91. erläutert 
worden. Wir geben hier das Resultat ihrer Anwendung auf 
die allgemeine Gleichung, jedoch nur die entwickelte Form 
derjenigen Glieder, welche von einander wesentlich verschie- 
den sind und aus denen die fehlenden durch symmetrische 
Buchstubenvertauschung abgeleitet werden können. 

+ 4/m.,^ -f — 3b., V} + • • 

4 - <> || '%■> { — bc'’//, 4 - 2 heme.j -j- lieber, —4 meb, ,*-|- 3 cr’.jbjb, — 'ibt^c.^' 
-f 2 -f h .,\ Cj — 2 } +- • • + 3 1 , ' I ,» ( 2 bc’oj — 4 mb< c, 

3 c''b,- — 2b(;ty(;, -}- lGm'''cb3 — 12 «(cb,c.^-|" 4bf,’Cj-j-4«73b.,* 

— Gcrtjby, — Gcbiby, — 4nt’fj^ — 

-f 4 ojC.» 4 - 12 b,C|C./}.-f • • 

4 - |bc ( — 4 m- 4 - 5 b, C| — 2 ( 7 , ,b^ — 2 c.^flj) 

4“ b (2mc,C2 + 4«.iC2’ — 4- c (2mb,b.,-|-4rt2V — Scjb,*) 

— \ 0 m{h^^c^-\-CJ’b^) — 2 a fjb^ — 2 a J}^c .^^ — 1 ^ 3 ^, 02 ! 

4 h ^ ~ -{-^bri\a^-{-'Midi^Cj — 2nc2^ — 2bc, 

— IGcm'’ 4 -cm ( 18 b,c, -(- ISt-j«., — 2403/7,) 4- 9 c {ii,b:,c, 4 " ^J‘i^-2) 

1 2 i«(*fcy 2 4 - — 18b,c,'4'2 — 1 8a.,c,f3^| 

4_ — [_ 65 ,''S .,-§3 ^nbrc.j 4 “ Gbc»m, — 4bco2c, — 2acb.,* 4- «b,,c,* 
-F 4" 4cni’b, — 10cmffl2bj4- - ''bi«;,/^, — Geb, V, 
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SwV'j — -f- 12ina^lj.fC., — Sina 

— 4^36, *<•, + -|- 13rt3ii3C,rj — H f':/')''?’} 4* 

+ I — Aahcm -f- {lica.a^ 4 " 4 - ahv^c.l) 

— Hm {nh^c., 4 - 4 " 

+ 5 {ah,r/ 4 - 4- k'jffj'' 4- 4- 4- fMj/»,’) 

— 8w' 4- 4 w* (/<,^-, 4- 4- «3/^3) 4- 18 /h («jVi + 

4- 4 (b,W + 

— Hl (?/,c,Cjrtj 4- c.^a./i^h^ 4- rt3'''j''i''i)} "= 0. 

Diese Contravariante ist die zweite Evectante von T, d. Ii. 
die Gleieliung der Rticiprokaleurve kann in der Form ge- 
schrieben werden : 



I- £ 3 

da ^ M 


+ ^3^ 1 + S.’l, 1 


da, 


+ 


(i 

’ dn 


+ ?c’6. 


d 

‘ dh. 


+ i.’l, ;'i,, + s,’f, :L, -I- {.’i, i. + s,i,t:, i)'r- »• 

ln Art. 91. ward schon die Gleichung für die kanonische 
Form gegeben 

I ,« 4 - 1 / + I .,* - ( 5 ^ + ••? 2 », C ) (|,-*|33 + g ^ 3|,3 

- 24m’|, I 3 I 3 (5,* 4- I/+S/) - (24m + 48 /«')?,*£/ 53 ’ = 0. 


224. Die Invarianten .der cubischen Form können auch 
mit Hilfe der DiHerentialgleichungcn' berechnet werden, 3vel- 
chen Invarianten geniigen müssen. (Vergl. „Vorlesungen“ 
Art. 102.) Es ist dazu zweckmässig, die Gleichung nach 
einer der Variabein zu ordnet» und sie also etwa zu schreiben 
+ 3 (rt„x, + rt,Xj) X3^ + 3 + 2t/,x,Xj + h,x/)x^ . 

■f" (Vi^ 4" 3c,x,*Xj + 'Ac.,x^x^ + CjXi^) — 0. 

Wenn wir dann eine Invariante bilden wollen, deren Ord- 
nung und Gewicht vorgeschrieben sind, so können wir ihren 
litteralen Theil ohne Rechnung schreiben; so muss z. B. S 
von der Form 


r (cV>) + (FG14 + (rb-a) + (b‘) 

sein, wenn wir durch (c-b) eine Function bezeichnen, die 
vom zweiten Grade in den Coefticienten r und vom ersten 
Grade in den Coefticienten b ist; wir wissen auch, dass sie 
eine Invariante dieser Ordnung von 

4 »'«‘1 '•0^1^ 4 
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oder von einer binären quadratischen und cubischen Form 
sein muss. Die Theorie der binären Formen erlaubt uns also 
die Form dieses Gliedes zu bestimmen und das Gleiche j^ilt 
fiir die übrigen Glieder. Die Invariante muss aber auch 

der Differentialgleichung 


r ^ + (2a„ 


>]_ 

ihi„ 


+ ib) + 'h t) = 


genügen, die ihre Coefticienten bestimmt. So findet 
also 


S=- r {c‘‘b) -f {chi‘) + (chhi) — {h'^y 


man 


mit folgenden Werthon: 

{c^h) = (Cufj C|*) l>2 (<1)0,1 OlOj) “(“ (<V3 ^'(1) 

= (cqCj r,*) (<V';i OjCj) <*|0|) -j- (C|C;, r.,*) 

(<'<'<0 = «oOuV — (Vi + (<V2 + «|C|) + 

— («oO» + 3 «,6-;,) bj>, + a,c.Jiy-, (fj^) = b^l>2 — by. 

In analoger Art findet man 

T = r' (c') — fi >• (c^bn) + 4 (c'a'') + 4r («’//) ~ 3 (c^b^u^) 
— I2(b‘0 (rb^a) + 8 (b'^y 
mit 

('■') = o«V + — 6tv,e/;.,, 

(cVju) = ti„b„ (c„c.y + 2cy — 3c,f,C3) 

+ («1^. + — r,c,’ — <v,c.,c.,) 

+ + 2«,/q) (2tv-/ — c.,c,’^ — VjC^) 

+ + 2c, 3c, /■,<•.,), (r'rt'')= n„^(c„cj’ + 2c.i=' — 3c,c,,c..,) 

+ 3«o’«, (2tyy — c,c.y—c\/Yj) +'^<'..«i’(‘^o,c.;' — CjC,’ — c„c,<-D 
+ «." M + 2c,» - 3c„c,c.,), (c»i») - 3 (b‘) (c^b) = cyby 

— 6(:„c,b,b.2^ + GcgCjbj (2/q» — bji.^) + o’„C3 (6bJj,b., — 8/)/*) 
+ 9 c,»/<„/> 2» — 1 8 C,C., /<„//, /q -j- Oc,Ci//„ (2/q» — /q,/c^) -j- Uc.///,,»/^, 
— Gc/;,i|/q,»4-C3»/<„», (c»/rn»)==C|,»/»3»fl,»— 2r,,e,(i,’«|«,,-f-2/>,/c.a,») 

— 2c„Cj (/>„/>..,«,» 4- 2/q »fl,» — lU/q/q«„fl| -f- 4/),»«,,») 

+ 2 c„C 3 (4/q, />,«,» + !//,/(.//„» — 6//,»rt„«, — 3/q,/.»3«„fl,) 

+ 0,» (8/-,»«,» + 9/>3»«„» — 12/q/qfl„rt, + 4 /)„/»., fl,») 

+ 2c, cq (/>„/>.,«„«, + — Ö^iV'o''' — 

— 2c, C3 (/q,/qn„» 4- 2/q»fl„» — 10/>„/qfl„fl, 4- 4 /<„»«,») 

4- tq» (8b, W 4- '->W - 4- 4/q,/c/q,») 

— 2cqC3 (/<„»«„«, 4- 2/q,/q«,|») 4* C3»/q,»«„»; 
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wo Jas Letztere geschrieben werden kann 

-f 4 (e’a’) (/.’) — 8 {cV>) («-7,) 

mit 

{cha) = — Cj («/>„ + 2«u^,) + c, (aA + -«|/'i) — l'i, 

{(iV>) = />./»„• — 2 />,«„«, + Vl'''- 

225. Wenn die Curve einen l)<»|)jielimnkt entliält, so 
kann man denselben zum Aiifaiigspunkt der Coordiiiaten 
wählen und erhält damit 

ni — a„ — «I = 0, 

so da.ss sich die Invariante S auf — und die Invariante 
T auf 8 (//•')* reduciert; in der llezeichnung des Art. 218. 
giebt.diess die analoge Heduction für S auf — — «<’)’ 

und für T auf 8 (aji.j — so dass für beiderlei Aus- 

drucksformen sich ergiebt, dass die E.xistenz eines Doppel- 
punktes 7’’ -|- G4S^ verschwinden macht. Diese Function - 
ist somit die Discriminante der cubischen Form, wie sich 
später noch in anderen Arten ergeben wird. Wenn die Curve 
eine Spitze hat, so verschwindet (F-) und daher sowolil S als 
T. Daher gehen durch sieben Funkte (Art 1G3.) viermal 
sechs Curven dritter Ordnung mit Spitze. Für die kanonische 
Form wird die Discriminante 

-(- (j4S'^ = (1 + 8»F)'*. 

22G. In den folgenden Artikeln setzen wir die kanonische 
Form voraus. Aus Art. 21!t sehen wir, dass die Cleichuiig 
der Ilesse’schen Curve von 

a;,® -j- x.^ -|- -f- G mx^ x.,x^ — 0 

dieselbe Form hat und nur durch den Werth von m davon 
unterschieden wird, und dass somit diis System der drei 
Fundamentallinien 

X, =0, a:.^ = ( I , a-j == 0 

durch die Schnittjuinkte der Curve dritter Ordnung mit ihrer 
Hesse’schen Curve hindurchgeht, wie diess auch in anderer 
Weise in Art. 219. gezeigt wurde. Es ergielA sich aucli, dass 
die Gleichung dt.-r Ilesse’schen Curve für die Ilesse’sche 
Curve abermals von der nämlichen Form ist, dass also, wie 
ebenfalls schon im Art. 174. bewiesen worden ist, die In- 
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Hexionsjnmkte einer CJurve dritter Ordmni" aiicli die Inflexions- 
punkte ihrer II esse 'sehen Curve sind. 

.Jede Gleichung von der Form 

n -}- x.^^ -f- ßXfX.jX^ = 0 

kann auf die Form 

Af/-f (iH=U 
redneiert werden. Denn es ist 

ar,* + a:/ + x,® -f Ginx^x^x^ = U , 

— 7»® (iC|® -j- a:.,® + * 3 ^) ”t“ "i" x^XjX.^ — H] 

also auch 

(1 4- 8»«®) (x,® + a:,/ -t- x/) == (1 + i?»»®) U — G»iH , 

(1 -j- 8 w«®) x^x.JX.^ = Ju® II 4" H 

und somit 

(1 4- 8m®) A = « (l 4- 2 m®) -f ßm‘, 

(1 -j- 8>n®) fl = — G wa ß. 

Hilden wir aber die Gleichung der II esse 'sehen (hirve von 
kJJ 4" GfiH — 0 , 

d. h. von 

(A — 6fi»i7®)(a',®-|-Xj''4"^'3^)“i"*® "F 2 »<■*)) a‘,a;jarj = G, 

so erhalten wir 

— (A — Oftm'O {Aj« 4- ft (1 4- 2m®)}® (a;,® 4- x,® -f x,®) 

4- |(A — (ipm®)® 4- 2 {Am + ^ {I + 2m®)}®] x^x,x, = 0, 
welches nach dem eben Bewiesenen von der Form 
A' U 4- fl' II = 0 

ist mit 

(1 4-8m®) A' = — (1 4-2 m®)4A — Oft m®) {Am-f ft(l 4-2«'®)}® 
4- m® 1(A — Oftm®)® 4- 2 {Am 4" (> "f 2m®)}®] , 

(1 4“ 8'«®) ft' = Om (A — Oftm®) {Am -|- ft (1 4" 2m®)}® 

4- |(A — Oftm®)® -F 2 {A«( 4" f* (1 “F 27«®)}®]. 

Mit den Wertheu der Invarianten 

S = m (1 - m®), T = 1 — 20m» - 8m» 
ergiebt ’sich , dass man hat 

A' = - 26'A®ft — TAft® 4- 8^’®ft®, 
fl' == A® 4- 12SAft® 4- 2 7-^® 
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und da liiermit die A', ft' in Function der Invarianten aus- 
•'edrückt .sind, .so freiten diese Ifelationen für alle durch 
Transforniation entstehenden Formen der Gleichung der 
Curve, etc., und es ist somit die Hesse’sche Curve von 

kU -\- Gii 11 = 0 

für 1/ und II als die allgemeinen Werthe der Art. 218., 219. 
durch die Gleichung 

rr/+ fi'//= 0 

dargestellt , wo k' und ft' die eben gegebenen Werthe 
haben 

Das Verhältniss A : u l)estimmt sich aus dem Verhältni.ss 
A'; ft', falls dasselbe gegelwju ist, durch die Auflösung einer cubi- 
schen Gleichung, d. h. es giebt drei Curven dritter Ordnung, 
für welche eine gegebene Curve dritter Ordnung Hesse’sche 
Curve ist — wie schon ini Art. 182. bemerkt wurde. 

Weil sich als ein Sjiecialfall des Vorigen die (ileichung 
der Hesse’scheii Curve. von der Hesse’scheii Curve einer 
fhirve dritter Ordnung 

11 {HU) = U+2TH = () 

ergiebt, so folgt, dass 2’ = 0 die IJedingung ausdrückt, unter 
welcher die zweite Ilesse’sche Curve mit der Origiualcurvc 
.selbst zusanimenfällt. Für iS = 0, d. h. nach Art. 221. wenn 
die Gleichung auf tlie »Summe von drei Cuben reducierbar 
ist, fällt die Ilesse’sche Curve der llesse’schen Curve mit 
dieser selbst zusammen uml die Letztere besteht somit aus 
drei geraden Linien , wie wir sogleich zeigen werden. 

227. Die II esse’sche Curve schneidet die Originalcurve 
immer in den lutlexionspunkten , d. h. überall dort, wo drei 
aufeinanderfolgende l’unkte derselben in einer geraden Linie 
liegen. Wenn die Curve keine eigentliche Curve ihrer Ord- 
nung ist und eine gerade Linie als l'heil enthält, so ist jeder 
Funkt der Letztem auch ein Funkt der llesse’schen Curve; 
wenn insbesondere eine Curve dritter Ordnung aus drei gera- 
den Linien besteht, so bilden diese Linien auch ihre Hesse’ 
sehe Curve. .Mau bestätigt diess, indem man die Hesse 'sehe 
Determinante von 

=U 
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bildet. In Folge dessen kann man das System von Bedin- 
gungen, unter welchem die allgemeine Gleichung dritten 
Grades drei Gerade darstellt, sofort aufstellen, indem man 
ausdrückt, dass die Coefficienten in der Gleichung der 
llesse'scheu Curve (Art. 219.) den entsprechenden Goeffi- 
cienten der Originalgleichung jiroportional sind; also 

a b c a, a, ^b, bj^ c, c, m 

a 6 c (ij (ij h, C| f, wi ’ 

fünf und vierzig Gleichungen, die mit neun Gleichungen äqui- 
valent scheinen und doch in 4Virklichkeit nur drei unab- 
häjigige Gleichungen vertreten. Denn nach Art. 91. der 

„Kegelschnitte“ genügen drei Bedingungen, damit eine (!lei- 
chung dritten Grades mit neun unabhängigen Constanten 
ein System von drei geraden Linien mit nur sechs unabhän- 
gigen Gonstanten repräsentiert. Mittelst der im Art. 219. 
gegebenen VVerthe von a, b, . . . kann man leicht bestätigen, 
dass diese fünf und vierzig Gleichungen auf drei unabhängige 
Gleichungen sich reducieren lassen. 

22S. Da ilie llesse’sche Gurve von 


XU (lg// = 0 
X'U+(i'JI = 0 

dargestellt wird, so reprä.sentiert die erstere Gleichung drei 
gerade Linien, wenn 


ti/a : l — fl' : X' 

ist, d. h. nach Art. 220., wenn die tileichung . 

X* + 246’>l>5 -f HTXfi^ — 48<S’*ft» = 0 
erfüllt wird. Damit ist bewie.sen, was gleichfalls früher schon 
ausgesprochen wurde, dass durch die Schnittpunkte der Gur- 
ven U = 0 und H = 0 vier Systeme von drei geraden Linien 
gezogen werden können. 4Venn inan diese biipiadratische 
Gleichung nach dem gewöhnlichen Verfahren auf löst so 
erhält mau 


^ = j/t, + ft., J , 


wo , /j , 
oder 


die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 
P -I- 12S7-’ + 4S,S‘l — T- = 0 

[t -f 4S)» = (54;|,-3 
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sind. Damit läs.st siel» die Rediictiou auf die kanonisolie Form 
durchführen. Ist die Gleichung einer Curve dritter Ordnung 
gegeben, so bilden wir nach Art. 219. die Gleichung ihrer 
He SSO sehen Curve und berechnen nach Art. 221., 222. die 
Werthe ihrer Invarianten S und T. Dann lehrt uns das 
Vorige eine Gleichung 

Af7+Gg// = 0 

bilden, welche in drei lineare Factoren zerlegbar ist. Durch 
Auflösung einer cubischen Gleichung bestimmen wir diese 
Factoren X,, Xj, X, und erhalten endlich durch Verglei- 
chung der gegebenen Gleichung mit 

(t X,3 -f h X,» + c X 3 => + G m X, X, X, = Ü 

zur Berechnung von a, h, c, ni die hinreichende Anzahl von 
linearen Gleichungen, Das ist die Reduction der Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung ohne singulären Funkt auf die 
kanonische Form. 

229. Von den vier Tangenten , welche von einem Funkte 
der Curve dritter Ordnung au dieselbe gezogen werden kön- 
nen, fallen nur dann zwei zusammen, wenn die Curve einen 
Doppelpunkt hat, weil eine Curve dritter Ordnung Doppel- 
tangenten nicht haben kann. Die Gleichung der vier Tangen- 
ten ist aber nach Art. 78. 

A2 = 4A'f7 

und für 

U -f- X;,® -j- G »ta:, x^^ 

sind 

A = 3 |ar,' (x,* -f 2mx.jX^) -j- (x^'^ -f 2mx.jX,) 

+ ^.i' (»3- + , 

A' = 3 ^x^ {xP 2tnx^'x-{) Xj (x/“ -}- 2mx^x{) 

+ + 2mx{x.;)} . 

Indem wir in A’ = die Variable gleich Null setzen, 

erhalten wir eine birjuadratisclie Gleichung, welche die vier 
Schnittpunkte der Tangenten in der Fundamentallinie a*., = 0 
darstellt, und zwar 

3 -f- a./Xj* -f- 2«(X3'x,x.^)- 

= 4 {x^^ -(- X./) jx, (x,'* 2mXjX^) -f Xj (x./*-|- 2mXy'x^)j 

Salmon, Höhere CurrcD. 10 
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oder 

{x^"^ + SmXjX^') x^* -|- 4 (Xj'* — MiJ-j'a:,') x^^x^ 

— fi (ar,'x,' + 2nt‘^x^'^) x,^x^'^ + 4 (or,'* — mx^x^) 

-f- (x,'* 4* S mXj'x,') x.^^ = 0. 

Aus dem Gesagten erliellt, dass die Discrimmaiite dieser bi- 
quadratiscFieu Form die Discrimiuante der cubisclien Glei- 
chung als einen Factor enthalten muss. In Erinnerung daran, 
dass 

X,'’ -|- Xj'® x/’ -f- 6«ix,'x./x3' = 0 

ist, finden wir die Invarianten s und t der biquadratischen 
Gleichung 

s = 12 {in* — wi) X3'* = — 12x.,'^S, 
t = — (1 — 20 «j® — 8 m’’’) X3'® = — X3'® T. 

Die Discriminante 27 (* — s® der biquadratischen Gleichung 
ist also 

27 x 3 '» (T® -f 64 S®) 

und in der That ist die Discriminante der cubischen Gleichung 
T® + 646’®. 

230. Das Doppelverhältniss der vier durch die biquadra- 
tische Gleichung des letzten Artikels bestimmten Punkte 
stimmt mit dem Doppelverhältniss des Büschels der vier Tan- 
genten überein. Bezeichnen wir aber durch «, ß, y, Ö die 
vier Wurzeln dieser Gleichung, so ist bis auf das Vorzeichen 
(„Kegelschnitte“ Art. 338.) das Doppelverhältniss der durch 
sie bestimmten Elemente eines der Verhältnisse der Grössen 

{a-ß){y-ö), {a-y){ß-6), {a - d) (ß - y). 

Wir können aber nach der Methode der symmetrischen 
Functionen die (Geichung bilden, welche diese Grössen be- 
stimmt, und erhalten dieselbe für 

Oq, 4a,, 6 a,, 40, und o, 

als die Coefficienten der biquadratischen Gleichung in der 
Form 

a„Y - I2a„sy + 16 y{s^ - 27 P) = 0. 

Da die gegenseitigen Verhältnisse der Wurzeln sich nicht 
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ändern, wenn wir sie mit einem Factor multiplicieren, so 
können wir setzen 

a^y = 2zs^ 

und erkennen, dass die Doppelverhältnisse die gegenseitigen 
Verhältnisse der Wurzeln der Gleichung 

- 3 ^ + 2 y{\ - = 0 

oder 

e-3. + 2/(i + 

sind. Dieselben hängen somit nur von dem Verhältniss 
T* : Sr' ab und sind unabhängig von der Lage des Punktes 
in der Curve , von welchem aus die Tangenten gezogen sind. 
(Art. 168.) Für T = 0 wird die eben gefundene Gleichung 
— 3 « + 2 = 0 , 

und hat somit zwei gleiche Wurzebi, so dass eines der Ver- 
hältnisse derselben gleich der Einheit und das bezügliche 
Doppelverhältniss gleich — 1 oder ein harmonisches Verhält- 
niss wird. 

Beispiel. Die durch die Ecken, die Gegenseitenschnittpunkte 
und Diugonalpunkte eines Vierecks gehenden Ciirven dritter Ordnung 
■werden für diu Dreieck der Gcgenseitenschnittpiinkle als Fundainental- 
dreieck und eine der Ecken als Eiuheitpuukt der projectivischcu Co- 
ordinaten durch die Gleichung 

a^x, (*,* — Xj*) + a.i, (x,« - X,») -f o,x, (x,* — .r,») = 0 
dargestcllt. Man hat für sic 

S= — (a,< -f o,* -f — a.»o,* — a.’n,* — a,'a,‘) , 

T=- (2a,‘ - a,» - «,*) (2 a.» - a.» - o,») (2 a,* - a.» - o,») 

und somit für cd als eine imaginäre dritte Wurzel der Einheit 
S = - (a,» -h «)(»,» -f «D»a,») (n,» + co’i^* -f- oa,») , 

T = — Y {(“l* + + (“l’ + 

und bildet daraus die Discriminante 

R = {3co (1 - cd) (a,* - a,») (o.» - a,») (n,» - a,»)}* , 

so dass die Curve einen Doppelpunkt hat, wenn zwei, und eine Spitze, 
wenn alle drei Coefficieuten gleich gross sind ; und dass eie harmonisch 
ist, wenn die halbe Summe der Quadrate von zweien gleich dem Qua- 
drat des dritten ist 

16 * 
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231. Mit Hilfe der kanonischen Form können wie in 
Art. 22G. die Invarianten S und T von 
kU+ fi.u7f=0 

oder von 

(A — G (ar, ^ + G { »' ^ + 1 J a:, .Cj Xj = 0 

gebildet werden und wir finden ohne Schwierigkeit 
S (A r + G^H") = SA^ + JAV — 24S’^A>* — 4ÄTA^» 

— (T* + 48 ,S») n* 

und 

T (A U + G.u//) = TA« — 9G5UV — GOS FA V 

- + 24o.s'2rAV» 

— 48 (.S'T^ + 9G.S'*) A;i^ - 8 (72 T + T3) p«. 

Es giebt also in dem Büschel der durch die Gruppe der In- 
flexionspunkte gehenden Curven dritter Ordnung vier, deren 
llesse’sche Curve aus drei Geraden besteht, und sechs har- 
monische Curven dritter Ordnung, wenn wir so die Curven 
von der Charakteristik — 1 bezeichnen. Diese bilden drei 
Paare so, da.ss in jedem derselben die eine Curve die Hesse’- 
sche der andern ist. Wenn wir mit Hilfe der erhaltenen 
Werthe von S und T die Discriminante 11 oder T’ -{- G4>S’* 
bilden, so erhalten wir 

(A f7 -f Gft//) = li (A» + 24SA>5 + STA,*’ - 488>')’; 
der die ursprüngliche Discriminante multiplicierende Factor 
ist der Cubus der in A, p. biquadratischen Function des 
Art. 228., wie zu erwarten und vorauszusehen war, weil so 
lange nicht die Originalcurve dritter Ordnung einen Doppel- 
punkt hat, die einzigen Curven dritter Ordnung mit Doppel- 
punkten in dem durch die Inflexionspuukte gehenden Büschel 
die vier Systeme der sie verbindenden Geraden sind. 

Die soeben für die Invarianten <S' und T von A17-|-Gp// 
gegebenen AVerthe sind Covarianten dieser biquadratischen 
Form in A, ,i, nur durch die Factoren 4 und 2 respective 
von der Hesse'schen Co Variante und von der Covariante J 
des Art. 141. der „Vorlesungen“ abweichend; und die Coef- 
ficienten von U und U im Werthe von H (Af/-|-Gp//) 
(Art. 2^G.) ditteriereu nur durch numerische Factoren von den 
Differentialen derselben biquadratischen Form nach A und 
nach ,t respective. 
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Alle covarianten Curven tiritter Ordnung können in der 
Form 

kU-\-nU==0 

dargestellt werden, wie die folgenden Beispiele erläutern 
mögen. 

Beispiel 1. Wenn f/„, , . . die zweiten Differentiale und 

die Minoren U„U „ — t„’, etc. ihrer Determinante be- 
zeichnen, wie in Art IS 5 . und wenn wir durch //„, . . die 

entsprechenden Grössen für die llesse'sche Covariante ausdrücken, 
so ist * 

+ 2^31 ^^31 ■+■ ‘-^11 = d 

eine covariante cubische Form. Wir haben die Werthc 

U,.,. = x^x*— U,* = i«’x,,C4 - mx/ ; 
ir.. = — G m»x,. , y/, t = ( 1 + 2 » 1 ') Xj ; 

H„ = 36hi'Xj x^— (1 -f 2;»*)x,*, H,^=(l -f- X;^4-6wi’(l -J-2»i’JXj*, 

und erhalten die fragliche Covariante = — 2 SU. In der That konnte 
vorausgesehen werden, dass sie von SU nur durch einen numerischen 
Factor verschieden sei; denn sie ist eine Covariante vom fünften Grade 
in den Coefficienten und es muss also, damit sie von der Form 

aU + bH 

sei, a vom vierten und b vom zweiten Grade in den Coefficienten sein ; 
aber es giebt keine Invariante vom zweiten Grade und S ist die einzige 
Invariante vom vierten Grade. 

Beispiel 2. Berechne in derselben Weise die Covariante 
H„ U„ -f H„ U„ + H„ U„ + 2H„ U„ + ?H3, U„ -f 2H„ U„. 

Sie ist 

= - l iSn. 

2.32. Der Grad jeder Covariante einer cubischeii Form 
in den Variabcln ist ein Vielfaches von drei und allgemeiner, 
wenn der Grad einer ternären Form ein Vielfaches von drei 
ist, so gilt diess auch für alle ihre Covarianten. Diess er- 
giebt sich unmittelbar aus der im XI. Kap. der „Vorlesungen“ 
entwickelten symbolischen Methode; denn jedes Hynibol (123) 
vermindert den Grad der Function, an welcher man damit 
operiert, um drei und der Grad dieser Ijetztern ist bei An- 
wendung dieser Methode ein Vielfaches vom Grade der Ori- 
ginalfunction. ' * 

Man erkennt leicht, dass die Gleichung jeder cubischen 
Covariante von 

arp'' -f- x/ -4- x/ -F 6}iix,x.^x.j = 0 
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von der Form 

. « (a:,* + Xj» + 0:3») + ßXiXjXj = 0 

ist, die wie wir salieu auf die Form 
IU+^H=0 

reducibel ist. Um aber Covariaiiteii von höheren Graden aus- 
driicken zu können, ist es nöthig, eine dritte fundamentale 
Covariante zu bilden. Die, welche wir wühlen wollen, kann 
in folgender Art definiert werden : Betrjichten wir den Polar- 
kegelschnitt eines Punktes 

und den Polarkegelschnitt 

desselben Punktes in Bezug auf die Hesse’sche Curve, so 
giebt es einen zu diesen beiden Kegelschnitten covarianten 
Kegelschnitt von der Gleichung 

(U33H33 + Hj.,U33 - ^u„h., 3) X/ -f . . . = 0 

(„Kegelschnitte“ Art. 354.); und die Bedingung, unter wel- 
cher derselbe durch den Pol geht, ist eine Covariante der 
cubischen Form. Weil U 33 , etc. die Variabelu im zwei- 
ten Grade enthalten, so ist diese Covariante vom sechsten 
Grade in den VeriinderUchen und weil U.,,, U 33 , . . . vom 
zweiten und H., 3 , . . . vom sechsten Grade in den Coef- 
ficienten sind, so ist sie vom achten Grade in den Coeffi- 
cienten. Der Werth dieser Covariante für die allgemeine 
Gleichung der Curve dritter Ordnung ist noch nicht ermittelt 
worden; wenn wir aber die für U,,, Ujj, ... im letzten Ar- 
tikel gegebenen ^Verthe benutzen, so erhalten wir als ihren 
der kanonischen Form entsprechenden Werth 40 mit 

0 = 3 m'' (1 + 2 iir') (x,^ + -f X 3 =’)^ 

— ni (1 — 20 — Hm") (x,^ -|- x.,® -f- Xj®) XjX^Xj 
— 3«<* (1 — 20 /m* — S//i") x,*x.,*X 3 * 

— (1 + 8 /m*)* (X 2 *Xj* X 3*X,* + X,*Xj*) 

oder 

= /h* (2 -f ///*) U* — m (1 -f 2///*) UH -f 3 //Pi/ 

— (1 + 8 ;m*j* (x._,*x.,* -f- Xj-'x,* -|- X|*.r^*). 

Es giebt noch zwei andere Covarianten , die von den 
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iiämliclien Graden in Variabein und Coefficienten sind, wie 
0, und welche gleichen Werth für die Wahl als fundamentale 
Covariante sechster Ordnung haben. Die erste von ihnen 
repräsentiert den Ort eines Punktes, dessen Polarlinie in Be- 
zug auf die Hesse 'sehe (hirve den Polarkegelschnitt des- 
selben Punktes in Bezug auf die Originalcurve dritter Ord- 
nung berührt; ihre Gleichung ist also für 
H„ Ih, H, 

als die Differentialriuotienten der Hesse 'scheu Curve 

+ 2U.,,//.,i/3 + 2U„ 

-f- 2U,,f/,i/j = 0. 

Man kann diese Covariante mit Hilfe der Formel 06' — F 
im Art. 35T). Beisp. 1. der „Kegelschnitte“ als Function von 
0 ausdrücken; denn man hat für 0, 6 “ und F respective zu 
setzen 

— 26 f/, 07/, 40 
und erhält so ihren Werth 

= _ 4 (0 -f 36 UH). 

Endlich ist eine dritte Covariante derselben Art der Ausdruck 
für den Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf die 
Curve dritter Ordnung seinen Polarkegelschnitt in Bezug auf 
die H esse 'sehe Curve derselben berührt; von der Gleichung 

H,, -f H,., 7,7 + H 33 7 / 3 * + 2H,3 U, U, -f 2 H 3 , 7/3 77, 

+ 2H,3 7/, U, = 0, 

welche nach der Formel 0'6 — F a. a. 0. berechnet wird, 
indem man 0', 6 , F durch 

— TU+ 12677, 77,40 
ersetzt, so dass sie also wird 

_ (Tf/2 _ 126 7/77 + 40). 

233. Jede Covariante von 

-f -f OwXiXja;, 

ist ofl'enbar eine symmetrische Function von x^, Xj, Xj und 
kann daher in Function von 

f ^ I 'j* 3 I T 'T ^ j /)i« 3 /j- 3 _l__ /»• 3 -j» 3 

*vj I •*/<2 I ^ »t- 1 *^2 *"3 9 I •■'•j wi I i*'! •*'2 

also auch in Function von 77, 77, 0 in Verbindung mit den 

Invarianten ausgedrückt werden. Allein nicht jede Covariante 
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ist eine rationale Function von i/, H , 0; in der That können 
wir wie in Art. 143. der „Vorlesungen“ eine Covariante bil- 
den, von der das Quadrat, jedoch nicht sie selbst, eine ra- 
tionale Function dieser Grössen ist. Sind die Coefficienten 
der cubischen Gleichung 

p3 _ (1 4 . 8 ,«») (,c,’ + X.:- + X,') 

+ (!-(- 8w-')2 + x/x,^ -f x^^x^^) q 

— (1 8 /h’)’ = 0 

durch p, q, r respective bezeichnet, so ist nach der Theorie 
der cubischen Gleichungen für 

J= (1 + 8/«3)3 (x./ — a;3’) (a:33 - x,>) (x,» — Xj») 

= p-'-,f- -I- 18j)(/r — 27r’ - 4(/ — 4r;.'’. 

Mittelst der Ausdrüc-ke von p,q, r in Function von U, H, Q 
finden wir durch Substitution 

== 40^ 

-f 0(-4S^f.'^-f 2STU-'H— 27 18 lOS^Ä"^) 

- 16S*Ü^H— nS^TU'H^— 4TWUI3 + ÖASTU‘H* 
- ms'^i.rip - 27 TH\ 

Man kann diese Identität in der Form schreiben 
40 (0 -t- 4 U^) {Q + p U-) — J^ + H<t>, 
aus welcher inan erkennt, dass das System 

0 ( 0 -F>i ^'-)(0 + ;^f^''') = o 

von H — 0 berührt wird, so dass die Curve J{ = 0 jede 
der durch die drei Factoren dargestellten Curven berührt oder 
durch die je zweien von ihnen gemeinschaftlichen Funkte hiu- 
durchgeht. Da aber 0=0, 77=0 und H=0 keinen zu allen 
dreien gemeinsamen Funkt haben, so muss 0 = 0 von H—0 be- 
rührt werden. Das System J — 0, welches durch die Berüh- 
rungspunkte geht, besteht aus den harmonischen Folaren der 
neun Inflexionspunkte. 

Wir geben zur flrläuterung der Art, wie alle andern 
Covarianten in Function von U, H, 0 ausgedrückt werden 
können, zwei Beispiele. 

Beispiel 1. Man soll die üleichung der neun lutlexioiibtangon- 
ten bilden. Wir sahen im Art. 218., dass die IiiHexionstangenten durch 
1/ — (1 -F 8m*) .r,* = 0 , // — (I -)- 8»i’) x,* = 0 , 
tr — (1 -f 8m*)x,»=-0 
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dargestellt werden. Die Multiplication dieser drei Factoren giebt 

in _ (1 + 8„p) (x> + X,’ + X,’) ly 

4- (1 -1- 8wi’)’ (Xj’Xj* -j" V — (I + Xi’Xi’Xj* =■ 0 

und wenn wir fOr 

(1 + 8 m’) (x,’ 4- X,’ 4- Xj’) ,( 14 - 8 m’)' (x/x/ 4- Xj’x,’ 4- x,’x,’) 
und (1 4- 8 m’) x,XfX, 

di« vorher angezogenen Werthe einsetzen, so finden wir als die ver- 
langte Gleichung der neun Tangenten 

bSl^lI- H’ - Ü0 = 0; 

wir ersehen aus derselben, dass die Curven lf—0 und 0 s= 0, von 
denen wir vorher bewiesen, dass sie sich berühren, die neun Inflexions- 
tangenten zu ihren gemeinsamen Tangenten haben. 

Beispiel 2. Man soll die Gleichung der Cayley'schen Curve 
in Punktcoordinaten entwickeln. Wir haben die Reciproke von 
m (!,’ 4- + «,’) + (J - 4 m’) I, t, ia = 0 

zu bilden, welche nach Art. 220. ihre Gleichung in Liniencoordinaten 
ist, und bilden dieselbe nach Art. 223.; die Grössen 
X,’ 4" + Xj’i ®4c- 

können dann in Function von U, II , 0 ausgedröckt werden und man 
erhält das Resultat in der Form 

* 4.S'0 —?■//' — 16S»f/// = 0. 

234. In analoger Art kann jede Contravariante der cu- 
bischen Form in Function von drei fundamentalen Contra- 
varianteu ausgedriiekt werden und wir können als solche drei 
die drei früher entwickelten wählen, nämlich die Evectanten 
von S und T aus den Art. 220. , 222., die wir 7’ und Q nann- 
ten und durch welche jede contravariante cubische Form aus- 
gedrückt werden kann; und die Reciproke F aus Art. 223. 
Wir können wie in Art. 231. die Invarianten von 

n>-\- 

bilden , d. h. in der kanonischen Form für 

4_ (1 _ ](),„’) 4- 1,3 4. 

-f- {(I — 4/»^) X — (5 -f 4w^)| I 1 S.. 5 , = 0; 

und wir linden 

Ä (A P 4 - g g) a= (192 — r*) A' -f 7G8.S-2 TP(i 
4 - 216 {ZST‘ — 64S') A>3 4 - 216 (T» — 64r6‘3) Aji’ 

— 1296 {bS‘T‘‘ 4 - 646'^) 

r (AJ' 4 - ,u Q) - (P' 4 - 576 S»2’) A» 4 - 288 {bS^T-— 192S») A’g 
4- 540 (3ST3 - 32Ü6’T) A'/z’ + 940 {T* — AV"- 
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— 10440 {IS^T^ — CyiS^T) AV« 

— 1 1G04 (3STJ - 32 ST* + 2048 .S*) k{i’‘ 

— 5832 {r- 4- 40 ST» -f 2500ST) ;i"; 

J{ {U>+(i<^) _ {SA< + TP(i 4 4 l()8SrA/i’ 

. 4 27 (r*— 16S»)ft‘}=' 7J*. 

Wieder sind dtibei , wie in Art. 231., die Functionen vom 
vierten und sechsten Grade in A, /a, welche in den Werthen 
von S und T aiiftreten, die Covarianten der biquadratischen 
Form, deren Cubus in dem Werthe von 

JJ(AP4^<?) 

erscheint. Ferner ist 

II (A2'4 fr V) — {TP 4 144.8*A*/i 4 324.STAft* 

4 108 (r — IGA"*) ft*| i» - {4SA* 4 -dTPn 4 144S*Aft* 
4 lüSST/t»} Q 

und die Factoren von P und Q in diesem Ausdruck siud die 
Differentiale derselben biquadratischen Form nach ft und A. 

235. In derselben Art können wir die Confravarianten 
1’ und voji A 7/ 4 Oft// bilden und finden 

i'(A 77 4 Oft//) — AT'4 X‘>nQ - 12SPAft* 

4 -1 - TF) ft*, 

Q{XU.+ Oft//) ^ P(^ — (V)SFP(i — 30TPA*fi* 

— 10 2 ’v;i*fi* — 120 (2S*V — Aft' 

4 24 {STQ — (7’* 4 24 S*) P} ft\ 

Wenn wir nun die Werthe der Invarianten S und T 
von A 77 4 Oft // in .4rt. 231. durch s und t bezeichnen, so 
ergiebt sich, dass die vorigen Werthe nur durch die Factoren 

3 (P* 4 bis*) und (7’*4 046'') 
respective von 

(48 .V*/' 4 TQ) 4 (3 PP - 4S7,>) J 

und 

(48S*P4 tQ) 4 (3PP- 4Sr.;) 

verschieden sind. 

Indem wir ferner ebenso die Contravarianten von P und 
Q von AP 4 pQ bilden, erhalten wir die Resultate 
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P (AP-{- = A» {SS^U— TH) + 18A> (STU+ SS^H) 

+ DAft^ {{T‘ — 52S») U + \2STH} 

— 54ft» {4S”-TU—{T^ + 32 .S^) //} ; 

Q {U'+HQ) ~ A-^ {16.S»Tf/+ (P- + 192.S'^) //} 

+ mX'fi {S {T‘‘ — G4.S*) II 4 - IG.S'^P//} 

+ 15AV’ { P (P’ — 320 ,S'^) U + 48, S' P'^ II } 

— 270A>’ {IGÄ’P^r/— P(P' — G4.8“) II \ 

— 1G20A^« {ST^U+ 4S^ (P^ - G4.8^) //} 

— 324ft‘{(P‘4-24P^S'+512S»)t7— G.S'P(P-+1286'^)//» , 

Wenn wir dann die Invariaiiten S und P von (A P -(- ft <?) 
in Art. 234. durch s und f respcctive bezeichnen , so diffe- 
rieren diese letzterhaltenen Worthe nur durch Factoren von 

(48.S'* U + ISTH) "J* 4 - (Pt; — 2457/) 

und 

(48,S'^?7+ 18P/7) 4- (TU— 24,S77) 

respective. Zu diesen Formeln fügen wir endlich die Aus- 
drücke der Reciproken von {XU 4 - Gpi/) und (A7'4- ftV) 
hinzu, welche respective sind 

(A«4- 246’A>^ 4- 8 PAp=' - ASS^fi*) P — 24p (A»4- 2Pp^) I» 
— 24 p-^ (A* - 45p») P(^ — 8 Ap»(?» 

und 

4 {5 X*-\- PA» p 4- 72 .S”» A» p’4- 1 08 S PA p»-f^ 27 ( P»— 1 G 5») p ^ } 0 

— {PA^4-21G,SPAV»4-in8(P» — G4,S'») Ap»- .388-< 7’5>'j 77» 

— {IGS»A<4- 32,SPA»p 4- 18P»A»p»4-21G5(P»4-32,S»)p'J 7/77 
4- { 645 »A»p 4- 144.S’»7’A»p»4- K )8.S'7’»Ap»-f 27 P(7’»4 - 1 G,S'»)p ' } 7/». 

23G. Wir entwickeln ferner eine nützliche identische 
Gleichung. Wenn man in die cubische Form an Stelle der 
Variabein Xi,Xj,Xj die T; 4" einsetzt, so kann das Re- 
sultat der Substitution in der Form 

774 - 4 - ;u»P, -f A»7/' 

geschrieben werden , iiach welcher = 0 den Polarkegel- 
schnitt und Pr = O'die Pulargerade des Punktes x{ in Bezug 
auf die Curve dritter Ordnung 7/ = 0 darstelleu. Für die 
kanonische Form ist also 
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,S’^ + 2nix.^x^) x,' 4- (V + 2»« jr^x,) Xj' 

und “f" (-*^ 3 ^ "I“ 2mX|X.j) x, 

Pj. — (x,'’ + 2 «ix./xj') X, + Uj * + 2 m xjX,') x,j 
“f" (^3 * -j- 2 w X| x^ ) X3. 

Wenn wir diwin das Resultat einer gleichen Substitution in 
die Gleichung der H e s s e 'sehen Curve 7/ = 0 in der ana- 
logen Form 

77-f 3AZx + 3A^nx + PH' 

schreiben, d. h. wenn w'ir durch Z, = 0 und TT^ = 0 den 
Polurkegelschiiitt und die Polarlinie von x,' in Bezug auf die 
Hesse'sche Curve darstellen, so bestätigt die Benutzung der 
kanonischen Form ohne Scliwierigkeit die identische Gleichung 
3 — ZxPx) ^H'U - H U'. 

Daraus folgt, dass für x,' als einen Punkt der Curve, d. h. 
U' = 0 die Gleichung der Curve f7 = 0 in der Form 

.Sx Dx - Zx Px = 0 

geschrieben werden kann. 

Aus dieser Form ziehen wir unmittelbar die folgenden 
Ergebnisse : 

a) Die geraden Linien — 0 und TTx = 0 schneiden 
sich in der Curve dritter Ordnung, d. h. der Tangentialpunkt 
von x/ oder der dritte Schnittpunkt der ihm entsprechenden 
1'angente mit der Curve ist der Durchschnittspunkt von 
7x = 0 'mit der Polare TTx = P von x,' in Bezug auf die 
Hesse’sche Curve. (Vcrgl. Art. 184.) 

b) Die Berührungspunkte der vier vom Punkte x/ noch 
an die Curve dritter Ordnung gehenden Tangenten, d. h. die 
Durchschnittspunkte der Curven 1 % = 0 und U = 0 sind auch 
die Durchschnittspunkte von iS'x=0 mit Zx = (•, d. h. die 
Schnittpunkte der beiden Polarkegelschnitte von x/ in Be- 
zug auf die Curve selbst und ihre Hesse'sche Curve. 

c) Die Gleichung 

6’x Dx - Zx Px = 0 

entspringt durch Elimination des Parameters 0 zwischen den 
Gleichungen 

.‘'x -f eZx >= 0 und 7'x 4- GDx = 0 , 
von denen die erste einen Kegelschnitt in dem durch die 
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Schnittpunkte von = 0 nml 1^. = 0 gehenden Büschel und 
die zweite die Polare des Punktes .r,' in Bezug auf ihn be- 
zeichnet. Somit kann die gegebene Curve dritter Ordnung 
als der Ort der Berührungspunkte der Tangenten betrachtet 
und hervorgebracht werden, welche von einem Punkte x/ an 
die Kegelschnitte eines Büschels gezogen werden können. 

d) Wenn die Gleichung GZj- »= 0 zwei gerade Li- 

nien repräsentiert, so geht die durch Pz 0TT, = 0 darge- 
stellte Gerade durch den Durchschnittspurikt derselben ; dieser 
üurchschnittspunkt ist daher ein Punkt der Curve dritter 
Ordnung und i * -p 0TT, = 0 bezeichnet die Tangente der- 
selben in ihm. Die vier Berührungspunkte der von Xj aus 
an die Curve gehenden Tangenten bilden somit ein Viereck, 
dessen drei Diagonalpunkte in der Curve dritter Ordnung 
liegen und die mit x/ cotangentialen Punkte sind (vergl. 
Art. 151.), d. h. die Punkte, deren Tangenten sich mit der 
seiuigen an demselben Punkte der Curve dnrchschneiden, 

237. Diese identische Gleichung kann ^") dazu dienen, 
die Gleichung des Kegelschnitts zu bilden, der durch fünf 
auf einander folgende Punkte der Curve dritter Ordnung hin- 
durchgeht. Weil Sz = 0 die Curve berührt und = 0 die 
gemeinschaftliche Tangente beider Curveu bezeichnet, so ist 
die allgemeine Gleichung eines die Curve dritter Ordnung 
U = 0 in X,' berührenden Kegelschnitts 

Sz -LP. = 0 

für Iz als das Polynom 

«I a-, -f > 

welches durch Vergleichung mit Null eine beliebige Gerade 
ausdrückt. Unter Benutzung der entwickelten Identität kann 
aber die Gleichung der Curve dritter Ordnung in der Form 
geschrieben werden 

Ux (Sz - izPz) = P. (I. - , 

aus welcher wir erkennen, dass die vier Punkte, in welcher 
der berührende Kegelschnitt 

N.-LPx = 0 

die Curve ferner schneidet, seine Schuitt])unkte mit dem 
Kegelschnitt 

Ix - SxUx = 0 
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sind; so dass, wenn dieser letztere Kegelsclinitt durch den 
Punkt Xt geht, der erstere drei aufeinander folgende Punkte 
der Curve dritter Ordnung enthält. Durch Substitution der 
xi für die x,- erhalten wir aber Hi = TTx = H' und die Be- 
dingung, unter welcher Hz — itTT^ = 0 durch den Punkt x{ 
geht, ist somit = 1. Damit dann 

durch vier aufeinander folgende Punkte der Curve geht, muss 
I, - LDx = 0 

die Gerade = 0 zur Tangente im Punkte x/ haben ; die 
Tangente von 

Zx - IxDx = 0 

oder die Pohare von x/ in Bezug auf diese Curve ist aber 
durch 

2Dx - |.'nx - ^Dx' = 0 

oder wegen = \ und TTx’ = H' durch TT* — U'^ = 0 
dargestcllt und damit die linke Seite dic.ses Ausdrucks zu 
i'x proportional sei, muss man haben 

Die allgemeine Gleichung eines durch vier auf einander 
folgende Punkte der Curve gehenden Kegelschnitts ist somit 

8z -QPz'‘ — -jj. ^xDx = 0 

und 

Zx - ePxDx - yy- Dx’ = 0 

geht durch die beiden Punkte, in denen der erste Kegelschnitt 
die Curve dritter Ordnung ferner schneidet; die Gleichung 
derselben ist damit als reducibel auf die Form 

Dx (.S’x - ePx’ - PxDx) = Px (Zx - ePxDx - ~ HxO 

erkannt. 

2.38. Weil diese beiden Kegelschnitte die Gerade P* = 0 
zur gemeinschaftlichen Tangente im nämlichen Punkte haben, 
so kann durch Addition ihrer mit passenden Constanten mul- 
tipliciertcn Gleichungen ein durch i'x theilbares Resultat 
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erlialten werden nud der andere Factor desselben repräsen- 
tiert dann die gerade Linie, welche die beiden letzten Schnitt- 
punkte des Kegelschnitts mit der Curve dritter Ordnung ver- 
bindet. £s ist dazu iiothig, g so zu bestimmen, dass 

fts. + 1. - 

durch Fj, theilbar wird und wir thun diess, indem wir die 
Oiscriminante dieser Grösse gleich Null setzen. Die Berech- 
nung dieser Oiscriminante giebt aber 

p»//' -f ® , 

und unsere Grösse zerfällt also in Factoren, wenn 



ist. Da einer der Factoren ist, so gilt für als den an 
dem die Identität 

+ Ix - = 

Mit Hilfe dieser Gleichung kann die am Ende des letzten 
Artikels gegebene Gleichung der Curve dritter Ordnung in 
die Form 

(n. + t^i\) (Sx - 0P.’ - p,n,) 

^ P.» - -]). n. - 0 (H. + gP,)} 

transformiert werden, deren Form aussagt, dass 
TTj; -f- g Px == 0 

die Tangente im Tangentialpunkt des gegebenen Punktes der 
Curve dritter Ordnung ist, und dass Hx = 0 durch 

den zweiten Tangentialpunkt des gegebenen Punktes hindurch- 
geht. (Vergl. Art. 156.) 

239. Damit der Kegelschnitt durch fünf aufeinander fol- 
gende Punkte der Curve geht, müssen die Coordinaten xi 
der Gleichung 

, Hx - 0 (Hx + gPx) = 0 

genügen. Die einzige Schwierigkeit liegt darin, das Resultat 
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dpr Substitution von x/ in die Function ili, zu bestimmen. 
Wenn wir aber die Gleichung 


nach X,, x.j oder Xj differentiieren , und in das Ergebniss die 
X,' für die x, einsetzen, indem wir bemerken, dass 


dSJ 


dP. 


dz: „ 

■r C) * 


dxi dx,' ’ <te|' ' dx( 

ist, erhalten wir MJ = 2ja und es ist also das Resultat der 
Substitution der x/ für die x, in 


34 - -y';. n. - 0 (H. + ft P.) = 0 


durch ft — 0/7 =0 ausgedrückt, so dass weil ft gleich 
— iV' wurde, 0 = — sich ergiebt. Damit ist 

das Problem vollständig gelöst. 

240. Wir erwähnen eine andere allgemeine Form , auf 
welche die Gleichung einer Curve dritter Ordnung gebracht 
werden kann, nämlich der Form 

fl,x,3 + rtjX./ + rt.,X3» + a^x^^ = 0 

für 

X, -f- x.^ Xj -f- ^4 — ^ 


(Art. 10.). Der Polarkegelschnitt eines beliebigen Punktes _x/ 
ist nun durch 

fl,X|'x,’ + o.jXj'x./ + flax/xj’ + a^x/xj* = 0 

gegeben und wird für den Punkt 

X|' = 0, Xj' = 0 

ein Linienpaar durch den Schnittpunkt von 
.Xj = 0, X4 = 0, etc., 
man erkennt also, dass die Punkte 


X, Xj, XjXj ; XjXj, x.j.T| ; XjX^, XjX., 

entsprechende Punktepaare in der Hesse’schen Curve sind. 

Diese Form der Gleichung enthält elf Constanten impli- 
oite und ist daher eine, auf welche die .allgemeine Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung in unendlich vielen Arten re- 
duciert werden kann. 
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Die Wertbe der Iiivariaiiteu für diese Foriii sind 


T = a.;‘n,^n;‘ + + 04*«,’«,* + 

— 2«, fl., «3 «4 («1«, 4" ^\^.K 4" 4* 4" 4" ö;i«i) ) 


mau bildet die Discriminaute durcli Elimiiuition der X; zwi- 
scbeu deu nacb Xj , x.^ , .r, , X4 geuommeneu Diifereiitialea 

- «4X4*, «.^Xj* - a^x^^, fijXj'* = «4X4*, 

und erbalt die x,- proportional dmi Ueciprokou von 


4^4 

«1% «•> > ^'3 > 

damit aber durcb Substitution in 


«1 


4. 


4- 4- a^3 4- 3:4 = 

die Discriminaute 

(a2«3«l)^ 4- 4- 4- («1«3«4)^ = 0 , 

welche von den Wurzeln befreit wie vorher giebt 
Ii= T^ + 04 Ä» = 0«), 

Die Ilesse’sche Covariaute ist in <liesem Falle 

^ H.3 fl^ fl I X^ X3 X4 ■ O4 

die Evectaute von S oder die Cayley'sche Curve ist 
la,a,a, (|, - |,) (?, - ?,) (5, - I.) = 0, 
die erste Evectaute von T ebenso 

Za3^a^^ (a, — a.j) (|, — Ij)^ 

- Zrt,n.4a3«4-*(2|,— 1.4— y(2 §.4 — 63 — g|);(2S,- 5,- |j) = 0 
und die zweite Evectaute von T oder die Reciprokalcurve 
Z a,^a^ (S, - ^3)« - 2Z«.3«3f/4* (g, - i.f 

4- 2fl,«.3«3 {(S, - i,) il, - I4) - (g, - ?,) (I.3 - ?3)} 

X {(S, - 5 |) ih - 5 -..) - ( 5 . - W (53 - 5 .)} 

X {( 5 , - i,) (§, - ^3) - ( 5 , - 13) ( 5 | - 52)} • 

241. Endlich wollen wir mit einigen Bemerkungen Ober 
den Fall schliessen, wo die Curve dritter Ordnung in einen 
Kegelschnitt und eine Gerade zerfällt. Wenn eine Curve 
entweder zwei Doppelpunkte oder eine Spitze besitzt, so ver- 
schwindet nicht nur ihre Discriminaute, sondern es ver- 
schwinden auch die Functionen, welche man aus ihrem all- 
gemeinen Ausdruck in den Coefficienten tler Originalgleichung 

äalmon, Hi*hor«* Curren. 17 


Digitized by Google 



258 


durch Differentiation nach jedem dieser Coefficienten erhält 
(Vergl. „Vorlesungen“ Art. 48., (19.) ln der That folgt aus dem 
Ausdruck der Discriminaiite 

J’2 4-tl4S^ = 0 

der cubischen Form, das.s ihre Dilferentiale durch 

S‘‘ 3 - , 2 T i’ + 1 92 IP , etc. 
da ' da’ db ' db’ 

dargestellt werden und also bei der Existenz einer Spitze, 

d. h. mit S=0, T=0 (Art. 225.) säinmtlich verschwinden. 

Wenn die Curve zwei Doppelpunkte hat, d. h. wenn die 

Curve dritter Ordnung in einen Kegelschnitt und eine Gerade 

zerlallt, so besteht die Gleichheit der Verhältnisse 

,IT dS _ dT dS _ >IT dS 

da • rffi “ db ■ db ~~ de ‘ de > 

diese Gleichungen, jede vom Grade acht in den Coefficienten, 
bilden das System der Bedingungen, unter welchen die all- 
gemeine Gleichung dritten Grades in zwei Factoren zerlegbar ist. 

242. Die vorigen Bedingungen können in einer andern 
bemerkenswerthen Form geschrieben werden. Sie entspringt 
aus der Bemerkung, dass jeder Doppelpunkt einer Curve auch 
ein Doppelpunkt ihrer llesse'schen Curve ist, so dass seine 
I Coordinaten den durch Ditferentiatiou der Gleichungen der 
Curve und ihrer llesse’schen Curve nach den Xi ent- 
stehenden Gleichungen genügen müssen. Im Falle der Curve 
dritter Ordnung sind aber diese Ditferentiale sämmtlich vom 
zweiten Grade in den Variabein und man kann zwischen 
ihnen die Grös.sen 

-»•J ^ '7*2 't 't' 'f 'T TV 

•A’l ^ 'i f «vi JL/%^ 

linear eliminieren und erhält die Discriminaiite in Form einer 
Determinante 


« , 

K, 

G7 

m, 


«2 

«2, 

h , 

Cj , 

•> 

m, 


«2 7 

7 

7 

C-i, 

e, 7 

c 

1 

a 7 

b|, 

C|, 

“7 

a:i7 

»2 i 

a.7 

b 7 

°2> 

b.,7 

“7 

bl ; 

a.7 

b;)7 

C 7 

C.,7 

C|7 

c 


Wir haben auch in Art. 227. gesehen, da.ss die Bediu- 
gungcii für die Existenz von drei Do))pel])unkten in der 
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Curve ausgeilrückt werden, indem man eine der drei ersten 
Reiben und die entsprechenile unter den letzten drei hori- 
zontalen Reihen dieser Determinante nimmt und jede Deter- 
minante gleich Null setzt, welche aus zwei Verticalreiheu 
dieses Systems gebildet ist. In derselben Art werden die Be- 
dingungen , unter denen die Curve zwei Doppelpunkte hat, da- 
durch ausgedruckt, dass mau irgend zwei unter den ersten 
drei Horizontaireiheu mit den entsprechenden zweien der 
letzten drei verbindet und die aus irgend vier Verticalreiheu 
dieses Systems gebildete Determinante gleich Null setzt. 
Zum Beweise bemerken wir, dass für U = mit 

^ -f 

und V—0 als Gleichung eines Kegelschnittes die 11 esse sehe 
Curve von U = 0 in der Form 

ft §,» = () 

erscheint — wie wir im nächsten Artikel beweisen wollen. 
Dann haben wir aber 


dll 

dXf 




und somit 


dH 

dx. 


dU 

dx. 




w ii fc >• 1 I >• 1 ^ ^ 

dx,-^>dx,~^-^^^, 

d. h. die Differentiale von U und U nach x, und x.j respective 
sind durch eine lineare identische Relation verbunden und 
daher verschwindet die Determinante, welche man aus den 
Coefficienten von vier entsprechenden Gliedern in diesen 
Gleichungen bildet. 

24,'J. Die Hesse’sche Covariante von 17= 0, für = 0 
als eine Gerade und U = 0 als eine Curve beliebiger Ord- 
nung kann in verschiedenen Wegen gebildet werden. Die 
zweiten Differentiale von U sind 


I. l/„ + 2 g, 1/,, + 2 g, U,, g,l/,3 -f 2 g, 

Sxl/,:, + h U, + i, U,, g.l7„ + g, 17, + g, U,, 
g.l/„-f-g,l/,-f g,17,; 

bildet man mit denselben die llesse’sche Determinante und 
benutzt man zur Reduction die Gleichungen für homogene 
Functionen 


(,/ I) ff, = fr,.,;, ^ -f- etc. 

17 * 
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so erhält man für die Hesse 'sehe Covariaiite von = 0 
den Ausdruck 


(« - 1 )* 


Sx»t7- 


(« — r 


I.UF, 


in welchem F die Function 

(Art. 185.) bezeichnet, welche geometrisch <largestellt wird 
durch den Ort der Punkte, deren Polarkegelschuitte die ge- 
gebene Gerade berühren. 

Allgemeiner findet mau für die Hesse 'sehe Covariante 
von UV nach demselben Verfalireu den Ausdruck 

- 1 )* jiijf , (n +«' - 1 )« y-3jj 
(n'-l)* ^ («-!)« 

_ i^L + f r (uv^e + F0-) 

(n — 1) (n — l) ' 

+ ■ („_i) („'_!) > 

in welchem wie in Art. 346. der „Kegelschnitte“ 0, 0' re- 
spective 

( u,, u,, - + ( u^-; u.,; - f/,, + • • • 

repräsentieren und W die Covariante 

(tr,., (7^,' + U„' U,,^ - 2 tr„') 77, ?7,' + • . • 

bezeichnet. Diese Form zeigt, dass die Durchschuittspuukto 
von 77= 0 mit F= 0 Doppelpunkte der Hesse’schen Curve 
sind und dass die Tangenten der letztem in ihnen die be- 
züglichen Tangenten von 77 = ü und F = 0 sind *'*). 
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Sechsk*? Kapitel. 
Curven vierter Ordnung. 


241. Wir haben die Eiiitheiluug der Curven dritter Ord- 
nung durch die Cuinhinatiun der Üntersclieiduug nach jiro- 
jectivischeu Charactereu mit der Unterscheidung nach der 
Natur ilirer unendlichen Aeste begründet und können die- 
selben Classilicatiousprincipien auf die Curven vierter Ord- 
nung anwenden. Aber die Zahl der Arten ist so gross und 
die Arbeit der Discussion ihrer Formen so bedeutend, dass 
es nutzlos erscheint, den Versuch einer Aufzählung zu unter- 
nehmen. Es wird hinreichend sein, die Aufmerksamkeit auf 
diejenigen Punkte zu lenken, welche bei einer vollständigen 
Aufzählung hauptsächlich in Hetracht kommen. Eine Curve 
vierter Ordnung ist entweder ohne vielfache Punkte, oder 
sie hat einen Doppelpunkt, oder zwei oder drei Doppelpunkte, 
die einzeln oder alle zu Spitzen werden können. Danach 


entstehen zehn Arten, 
Defecte sind 

ft 


deren 

s > 



P 1 ü c k eje 'sehe Charactere 

' \ .. 


und 


I. 

4 

0 

0 

12 

28 

24 

3 

11. 

4 

1 

0 

10 

in 

18 

2 

111. 

4 

0 

1 

9 

10 

16 

2 

IV. 

4 

2 

0 

8 

8 

12 

1 

V. 

4 

1 

1 

7 

4 

10 

1 

VI. 

4 

0 

2 

6 

1 

8 

l 

VII. 

4 

3 

0 

G 

4 

6 

0 

VIII. 

4 

2 

1 

5 

2 

4 

0 

IX. 

4 

1 

2 

4 

l 

2 

0 

X. 

4 

0 

3 

3 

1 

0 

0 


in jedem der letzten vier Fälle ist die Curve unicursal. 
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Jede Curve vierter Ortimuig kann als einer dieser Arten 
ailgeliörig betraclitet werden, aber es ist iiötbig, einige be- 
sondere Formen zu beacliten, welche aus der Vereinigung^ von 
Ivnotenpunkten und Spitzen hervorgelien. 

1. Zwei zusanmienfallende Knoteinuinkfe bringen eine 
Fig. 53 . Singularität hervor, die wir als Berührungskno- 

teii bezeichnen wollen, in der That eine gewöhn- 
liehe zweipunktige Berührung von zwei Aesten 
der Curve. (Vergl. Fig. des Art. 38.) Wir be- 
\ ^ merken, dass die gemeinschaftliche Tangente der- 
selben in diesem Funkt unter deii Doppellangeu- 
teu der Curve zweifach zu zählen ist. Die Curve gehört 
somit, wenn ausser dem Berühruugsknoten keine andern 
singulären Funkte vorhanden sind, zur vierten unter den 
obigen Arten; aber d == 2 bedeutet eben den Berührungs- 
knoten und T == 8 bezeichnet als nopj)eltangenten die zwei- 
fach zu zählende Tangente im letztem und sechs andere 
Doppeltangenten. 

2. Ein Knotenpunkt und eine Sjiitze erzeugen durch 
ihre Vereinigung die Bingularität, welche als Knotenspitze 
bezeichnet werden kann nnd in Art. 58. als Schnabelspitze 
bezeichnet worden ist. Die betreffende Tangente zählt als 


Fi(I. M Kid. 55. 



D(jppeltarigente und als stationäre Tangente je einmal. Wenn 
also andre singuläre Punkte fehlen, so gehört eine Curve 
vierter Ordnung mit Knoten- oder Schnabelspitze zur V. Art 
mit den obigen Charakteristiken; d= 1, x = 1 bezeichnen 
aber beide eben die Knotenspitze und t = 4 die betreffende 
Tangente und drei andere Doppeltangenten , i= 10 dieselbe 
Tangente in der Spitze und neun andere stationäre Tan- 
genten. * 

3. Drei Knotenpunkte können als auf einander folgende 
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l’uiikte einer Curve von endlicher Krüiimuiug xusuiumenfiillen 
und er/-eugen einen Oscuhitions- Knoten, einen Punkt, in 
welchem drei|iunktige Ileriihrung oder Osculation zwischen 
zwei Aesten der Curve stattfindet. Die Tangente im Oscu- 
latiunsknuteu zählt als Duppeltangeute der Curve dreifach; 
die Curve ist von der VII. Art mit ilen angegebenen Cha- 
racteren, so jedoch, dass d = 3 den O.sculationsknoten be- 
zeichnet und T— 4 au.sser der ihm entsprechenden Tangente 
nur eine andere Dojipeltangcnte anzeigt. 

4. Zwei Knoten|)unkte und eine 8pitze oder ein llerüh- 
rung.sknoten und eine Spitze als aufeinander folgende Punkte 
einer Curve von endlicher Krümmung erzeugen gleichfalls 
nicht einen dreifachen Punkt sondern die Singularität, die 
wir eben Herührungsknotenspitze nennen wollen, eine Oscu- 
latioii oder ein vierpunktiger Schnitt der beiden Aeste der 
Curve, die in einer Spitze sich verbinden. Die Curve ist 
von der Vlll. Art; d = 2, x= 1 bezeichnen den singulären 
Punkt, t — 2 die ent.s]>rechende Tangente, die als Dojipel- 
langente zweifach zählt, und t = 4 dieselbe 'längente als 
stationäre und aus.ser ihr drei andre stationäre Tangenten. 

r>. Drei Knotenpunkte können als Ecken eine.s unendlich 
kleinen Dreiecks Zusammenfällen und erzeugen dann einen 
dreifachen Punkt mit drei verschiedenen Tangenten. Die 
tbirve gehört zur Vll. .\rt und von den obigen Characteren 
bezeichnet d' = 3 eben den dreifachen Punkt. 

t). Zwei Knoten[uinkte und eine Spitze geben in Ver- 
einigung einen dreifachen Punkt besonderer Art, in welchem 
ein gewöhnlicher Zweig der Curve durch eine Spitze hin- 
rlurch geht. Die Curve gehört zur Vlll. Art und unter ihren 
Characteren bezeichnen d = 2, x = l eben den dreifachen 
Punkt. 

7. Wenn endlich ein Knotenpunkt und zwei Spitzen ver- 
einigt sind, so enisteht ein dreifacher Punkt, der sich nicht 
sichtbar von einem gewöhnlichen Punkt der Curve unter- 
scheidet; die Curve ist von IX. Art und von ihren Characte- 
ren bezeichnen d = 1 , x = 2 eben den besonderen drei- 
fachen Punkt. 
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245. Uni die Uutcrsclieidungeii zwischen den verschie- 
denen hier aufgeziihlten Arten von Doppelpunkten zu erläu- 
tern, wollen wir voraiissetz.en, dass der Anfangspunkt der 
Coordinalen ein I)oppel|>unkt sei, dessen beide Tangenten 
mit der Geraden »/ = 0 zusamineufallen ; dann ist die Glei- 
chung der Gurve vierter Ordnung von der Form 

-j- -|- «W == 0 

mit „ 

„(3) _ _j_ l,x^i cxy^ diß, 

«Kl = ex* f x 'y + • • • 

Wir gehen nun wie in Art. üG. vor: Um die Form der Gurve 
in der Nähe des Anfangspunktes zu bestimmen, substituieren 
wir y = mxP und bestimmen ß so, dass zwei oder mehrere 
von den Exjionenten des x gleich und kleiner als der Expo- 
nent irgend eines andern (Jliedes siml und beachten nur die 
Glieder vom niedrigsten Grade in x. 

Sei dann zuerst « nicht gleich Null; so finden wir 



die Form der Gurve in der Nähe des Anfangspunktes ist die- 
selbe wie die der Gurve 

;/• -f- ax ' = ( t 

und der Anfangspunkt ist eine gewöhnliche Spitze. 

1. Sei a — t>. Es wird ß = 2 und in wird durch die 
<|uadratische Gleichung 

in- -f- hm -F c = 0 

bestimmt; che Gurve hat zwei Aeste, deren Formen in der 
Nähe des Anfangspunktes mit denen der Curven 
y = m^x'‘, y = ni^x'^ 

übereinstimmen , für »»j , m.^ als die Wurzeln der obigen Glei- 
chung. Diese Aeste berühren einander und der Anfangspunkt 
ist ein Berüh rungskuoten. 

2. Wenn die erhaltene quadratische Gleichung gleiche 
Wurzeln hat, so ist die Form der Gleichung der Gurve 

{y — mx^y + Cicy’ -f- d//’ + fx^y + • • • = 0 

und für den bisher benutzten Grad der Annäherung fallen 
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die beiden Aeste in der Nachbarschaft des Anfangspunktes 
zusainuien. Um sie zu unterscheiden setzen wir 
ij — mx^ -f- w 

und l)estiiniueii h und y wie vorher m und ß. Wir finden 
daun 

y = I , »*■*= — (c m‘ 4- f m) . 

In der Nähe des Anfangspunktes ist diiher die Form der (Airve 
die von der Uurve 

y = nix^ -F 

welche in Art. 58. erörtert wurde. Der Anfangspunkt ist 
also eine Schnabels[>itze otler Knutensjiitze. 

3. Wenn jedoch in llinzufügung zu den vorigen Hediii- 
gungen 

f — — cm 

ist, so erhält die (jleichuug der (’urve die Form 
{y — mxV + cxy {y mx') + dif + yx'^tf = 0 

und wir erhalten durch die Substitution 

y — mx'‘ 

den Werth y = 3 und zur Bestimmung von n die quadra- 
tische Gleichung 

td -j- emn -f- »i‘ {äin y) = 0. 

Wenn , n., die Wurzeln derselben sind, so besteht die 
Curve in der Nähe des Anfangspunktes aus zwei sich oscu- 
liereuden Aesteii , deren Formen durch die Gleichungen 
y — mx^ -(- w,X'*, y = W4^-|" 
dargestellt werden; oeculiereud, weil die Differenz dieser 
Werthe von y mit einer ungeraden Potenz von x beginnt 
und somit die Aeste sich im Anfangspunkt sowohl berühren 
als durchsetzen. Der Anfangspunkt ist ein Osculations- 
knoteii. 

4. Wenn aber wieder in Hinzufügung zu den früheren 
Bedingungen die letzterwähnte quadratische Gleichung gleiche 
Wurzehi hat, oder wenn überdiess 

dm -f- ^ = i c* 


Digitized by Google 



2r,() 

ist, so ist die (Jleicliuiiff der Oiirve von der Form 
(// — mx‘ — cxi/ — (??/*)* = ^ 
und wir finden auf dem vorher verfo!*ften We^e, dass ihre 
Form in der Nähe des Anfaiigsimiiktes durch die (Jleiciiung 
tj = m x‘ + f m + p 

I)estinimt wird. Der Anfangspunkt ist dann eine Herührungs- 
knotensj)itze. Eine höhere Singularität kann in einer eigent- 
lichen ('urve vierter ürdmuig der Knotenjmnkt nicht haben, 
weil der näch.ste weitere Schritt A verschwinden luacheu und 
die Uleichimg iu zwei Gleichungen vom zweiten Grade zer- 
fallen lie.sse. 

Der Fall, in welchem der Anfangs)iuidvt ein dreifacher 
Funkt ist, scheint der Erläuterung nicht weiter zu bedürfen. 

24li. Wir haben bisher die Unterscheidung zwischen reell 
und nicht reell ausser Betracht gehis.seu und wollen das Er- 
forderliche iiachtragcn. Unter der V^Jraussetzullg, dass die 
Uurve vierter Ordnung selbst reell i.st, können nicht reelle 
Dojijielpunkte oder Spitzen nur in Paaren auftreten , d. h. 
man kann die Fälle unttjrscheiden von einem reellen Doppel- 
punkt, von zwei reellen oder zwei nicht reellen Doppelpunkten 
und von drei reellen oder von einem reellen und zwei nicht reel- 
len Dofipelpunkten, und ebenso für dieSjiitzen Ein reeller Dop- 
pelpunkt ist aber immer entweder ein Ivnotenpunkt oder ein con- 
jugierter Punkt. In Folge der Nothweniligkeit des Auftretens 
der nicht reellen Singularitäten in Paaren können die Unter- 
scheidungen zwischen reell und nicht reell sich kaum bei den 
vorher besprochenen speciellen Singularitäten manifestieren, 
au.sser etwa bei dem gewöhnlichen dreifachen Punkt, welcher 
ein Punkt mit drei reellen verschiedenen oder ein Punkt mit 
nur einer reellen Tangent« neben zwei nicht reellen Tangen- 
ten sein kann, wo also im ersten Falle ilrci reelle Aeste der 
Curve sich in ihm schneiden, während er im letzten Fall der 
Durchschnitt von zwei reellen und zwei nicht reellen Aesten 
der Curve ist, oder ein conjugierter Punkt, durch cvelchen 
ein reeller Ast der Curve hindurch geht. Ein solcher Punkt 
ist nicht sichtbar verschieden von einem gewöhnlichen Punkt 
der Curve und erinnert in dic.ser Beziehung an den speciellen 
dreifachen Punkt unter 7., in Art. 244., unterscheidet sich 
von demselben aber wesentlich darin, dass im Falle des con- 
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jugierten l’uiikk“s im reellen Aste neben zwei nicht reellen 
Tangenten nur eine reelle Tangente, im b'alle des speciellen 
dreifachen Punktes aber drei reelle zusammenfallende Tan- 
genten vorhanden sind. 

247. Wir haben aber noch von einigen andern Speciali- 
tiiten zu reden. Ein Knotenpunkt kann in Hezug auf einen 
der Aeste, die durch ihn hindurch gehen, ein Inflexiouspuiikt 
sein, d. h. die Tangente des einen Astes im l)oji|ielpuukt mit 
diesem drei (mit der Curve also vier) aufeinander folgende 
Punkte gemein haben; und er kann zugleich ein Intlexions- 
punkt in beiden Aesten .sein. Ein solcher üoj)pel[)unkt kann 
als die Vereinigung eines gewöhnlichen Dojipelpunktes mit 
einem Tntle\ions])uidit oder andernfalls mit zwei Inllexions- 
puiikten betrachtet werden und man kann ihn darnach ent- 
weder als einen einfachen oder als einen doppelten In- 
flex ionsknoten bezeichnen. Die so mit dem Knoten' zusam- 
menfalleiiden Intiexionen sind natürlich unter den Inllexionen 
der Curve zu zählen. Ein do|ipulter Intlexionsknoteu Ijesitzt 
Eigenschaften, die den in den Art. 171 f. begründeli'u Eigen- 
schaften der Inliexionspunkte in (hirven dritter ürdnmig ana- 
log sind. Wenn wir im Allgemeinen den Ort der harmoni- 
schen Mittel in tlen durch einen Dopj)el])iinkt der Curve 
vierter Ordnung gehenden Uadicn vectoren suchen, so erhal- 
ten wir aus der itim als Coordinatenanfangspunkt entspre- 
chenden Gleichung der Curve 

,(W + „C» -1- „(ä) = 0 

seine Gleiehnng in der Form 

„( 3 ) -|_ 2 «•'') = 0 . 

Der fragliclie Ort wird daher eine gerade Linie, wenn «<*> 
als ein Factor in enthalten ist und der Doppelpunkt hat, 
weil eine harmonische Polare ihm entsj)iicht, die in Art. 171. 
entwickelten Eigenschaften. Die Berührungspunkte der von 
ihm aus an die Curve gehenden Tangenten liegen in einer 
Geraden und es ist möglich, die Curve so zu projicieren, dass 
dieser Punkt ein Centrum wird, oder auch so, dass alle Seh- 
nen von einer gewissen festen Kichtung in den Punkten 
einer Geraden halbiert werden, im letztem Fall ist die Form 
der Gleichung im Allgemeinen 
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{x — «) {x — = i ~ '0 — «) (a; — /^. 

Es unterliegt keinen Schwierigkeiten wie in Art. 39., 200. 
die verschiedenen möglichen Formen von Curven zu discu- 
tiereu, welclie dieser Gleiclumg entsprechen, je nacli der 
UealiUit und nach den Grösseiiverhältnissen der a, b, . . 
und daraus die möglichen verschiedenen Formen ihrer Pro- 
jectioneii abzuleiten. 

248. Eine Curve vierter Ordnung kann als eine bei der 
Classification zu beachtende Singularität einen Undulations- 
j)unkt haben, d. h. einen Punkt, in welchem die Tangente 
vier aufeinander folgende Punkte mit der Curve gemein hat. 
Die Tangente der Curve in einem solchen Punkte vertritt 
zwei stationäre Tangenten und eine Dopjieltangente. Eine 
Curve vierter Ordnung kann vier reelle Undulatioiispunkle 
haben, wie man aus der Gleichungsform 

= S‘‘ 

ersieht, in welcher S — 0 einen von den vier Geraden 

.T, = 0, Xj = 0, .J.., == 0, = 0 

berührten Kegelschnitt darstellt. 

249. Damit ist die Aufzäldung der durch Projectiou un- 
zerstörbaren Charactere der Curven vierter Ordnung noch 
nicht geschlossen, welche bei einer v(dlstündigcu Classifi- 
cation Beachtung finden müssen. Wir erinnern uns, dass 
die Curven dritter Ordnung ohne singuläre PunTite in «iu- 
theilige und zweitheilige Curven zerfielen, je nachdem die 
reellen Punkte der Curve in einer stetigen Reihe geordnet 
erscheinen oder nicht. Es muss vorausgesetzt werden, dass 
ähnliche Unterschiede bei den Curven vierter Ordnung Vor- 
kommen und man kann leicht eine obere Grenze der Viel- 
theiligkeit einer solchen Curve bestimmen. 

Um die Beweise formell vollständig zu machen, würde 
eine Unterscheidung zwischen den unendlichen Aesten und 
den in sich selbst zurttckkehrenden sagen wir kurz den Ova- 
len zu machen sein; aber es ist statthaft, zunächst von den 
ersteren ganz abzuseheu und nur auf die letzteren zu achten. 

Dann erhellt sogleich, dass zwei Ovale, von denen das 
eine ganz vom andern umschlossen ist, die ganze reelle Curve 
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darstelleu, weil jeder andere reelle Punkt unter den durch 
ihn gehenden Geraden solche gestatten würde, die fünf 
Punkte mit der Curve gemein hätten. Damit ist aber der 
Kall von mehr als zwei Ovalen, von denen keines die andern 
oder ein anderes umschliesst, durchaus nicht ausgeschlossen; 
wenn jedoch vier solche Ovale vorhanden wären, so ist sicher, 
dass sie die ganze reelle Ourve darstellen, denn ein Kegel- 
schnitt durch vier auf ilieselben vertheilte Punkte schneidet 
sie in acht Punkten und kann nicht einen neunten Punkt 
der Curve ausserhalb derselben enthalten, während man ihn 
doch durch einen solchen legen könnte, falls einer vorhanden 
wäre. Wir schliessen daraus, dass eine Curve vierter Ord- 
nung ohne singuläre Punkte höchstens viertheilig ist, weil 
kein Grund ersichtlich ist, weshalb sie nicht aus vier solchen 
getrennten Ovalen bestehen könnte. In der That ist die 
Existenz solcher Curven durch das in Art. 55- benutzte Bei- 
spiel der Gleichung 

(x» — + {y‘ - by = c* 

mit c<6 ebenso wie durch folgendes von PI Ücker gegebene 
Beispiel bewiesen. Wenn 

Q _ (r’ - x’) (x — 1) (x — -i) - 2 {</» + x{x - 2)}2 

ist, so wird durch Q = 0 eine Curve vierter Ordnung mit 
drei Doppelpunkten dargestellt, wie 
sie die Figur in der stärkeren Linie 
zeigt; die Gleichung Q = k bezeich- 
net dann aber eine Curve, welche 
die Curve Q = 0 in keinem end- 
lichen Punkte schneidet und um so 
weniger von ihrer Form abweicht, 
je kleiner wir x voraussetzen, die 
aber ferner ganz innerhalb oder 
ausserhalb der Curve Q = 0 liegt, 
je nach dem Vorzeichen der Grösse 
k. Diese Curve ist eintheilig, wenn 
sie ganz ausserhalb der Curve Q = 0 
gelegen ist; liegt sie ganz innerhalb 
derselben, so zerfällt sie in vier 
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meniskenförmige Ovalen, welche in den vier von der Curve 
Q = 0 umschlossenen Käumeu liegen , von denen jedoch , wie 
man leicht sieht, je nach dem Werthe der Constanten eines 
und eventuell ein zweites nicht reell werden kann. Es kann 
also eine Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte ent- 
weder eintheilig oder zweitheilig oder dreitheilig oder end- 
lich viertheilig sein. Nach dem Vorhergehenden kann eine 
zweitheilige Curve vierter Ordnung aus zwei einander uin- 
schliessenden Ovalen bestehen, aber es kann weder eine vier- 
theilige noch eine dreitheilige Curve vierter Ordnung zwei 
solche Ovalen als einen Theil enthalten. 

ln ganz analoger Art kann begründet werden, dass eine 
Curve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt entweder ein- 
theilig, zwei- oder dreitheilig sein muss und eine solche 
Curve mit zwei Doppelpunkten nur entweder eintheilig oder 
zweitheilig sein kann. Man wird zugleich nicht ubersehen, 
dass diess nur ein sehr unvollständiger Abriss einer allge- 
meinen Theorie ist, in welche noch nicht eigentlich einge- 
gangen worden ist. 

Wir wollen bemerken, dass die hier zur Erläuterung ge- 
brauchte Figur von Plücker dazu angeweudet wurde, um 
zu zeigen, dass die acht und zwanzig Doppeltangenten einer 
Curve vierter Ordnung ohne singulären Punkt sämmtlich reell 
sein können. Jedes der vier Ovalen besitzt eine dasselbe 
zweimal berührende Tangente und je zwei Ovalen haben vier 
gemeinschaftliche Tangenten, also die sechs Paare derselben 
vier und zwanzig. 

Dieselbe Figur zeigt auch in jedem Oval zwei reelle In- 
Hexiouspunkte oder in allem deren acht. Ich kenne kein Bei- 
spiel einer Curve vierter Ordnung mit mehr als acht reellen 
Intlexionspuukten und im Falle der Curven dritter Ordnung 
wis.sen wir, dass nur ein Drittel der sämmtlichen Inflexions- 
punkte reell ist; allgemeine Sätze über die Realität der In- 
flexiouspunkte der Curven vierter Ordnung sind aber nicht 
bekannt. 

2;')0. Um die Eintheilung der Curven vierter Ordnung 
bezüglich ihrer unendlichen Aeste zu Überblicken, bemerken 
wir, dass diu unendlich ferne (Jerade eine Curve vierter Ord- 
nung schneiden kann 
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a) in vier reellen Punkten, 

b) in zwei reellen und zwei nicht reellen, 

c) in vier nicht reellen , 

il) in zwei zusaniineul'allenden uml zwei reellen, 

e) in zwei zu.saniincnt'alienden und zwei niclit reellen , 

f) zweimal in zwei zusaminenlallenden Punkten, welche 
reell sind, oder 

g) welche nicht reell sind, 

h) in drei zusainment'alleudeu Punkten und einem einzel- 
nen reellen Punkte, 

i) in vier zusauiment'nllendeu Punkten; 

wobei in den Füllen d), e), f), g) weiter zu unterscheiden 
wäre, ob die unendlich ferne in zwei zusammenfallemlen 
Punkten schneidende Linie eine gewöhnliche Tangente, oder 
eine Gerade durch einen Dojipelimnkt ist, der entweder ein 
Knotenpunkt oder ein isolierter Punkt, eine Spitze oder ein 
singulärer Punkt von einer der im Art. 244. erwähnten Arten 
sein kann. Ebenso kann im Falle h) die unendlich ferne 
Gerade entweder eine gew'ühnliche stationäre Tangente oder 
die Tangente in einer Spitze oder in einem Doppelpunkte 
sein oder auch eine durch einen dreifachen Punkt gehende 
Gerade und im Falle i) die Tangente in einem Undulations- 
punkt oder in einem Doppelpunkt besonderer Art oder in 
einem dreifachen Punkte. Endlich kann ein Punkt, der 
unter den Schnitten mit iler unendlich fernen Geraden ein- 
fach zählt, ein Infiexious- oder Uudulationspuukt in der 
Curve sein und auch diess wird, wenn es stattfindet, eine 
Veränderung in der Gestalt der Curve bedingen, die bei der 
Classification zu berücksichtigen ist. 

2.’>1. Wir haben früher (Art. 70.) gezeigt, wie die Glei- 
chung der Hesse’schen Curve für eine Curve vierter Ord- 
nung zu bilden ist, als einer Curve sechster Ordnung, die 
sich mit ihr in den vieruudzwauzig Inöexionspunkten schnei- 
det. Wir sahen auch in Art. 92., dass die Gleichung der 
lleciproken einer Curve vierter Ordnung von der Form 

ist, w'o S = 0 eine Curve vierter und T = 0 eine Curve 
sechster CliLsse darstellt, von welchen die Form der Gleichung 
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zeigt, dass dieselben die vieruudzwanzig stationären Tangen- 
ten der Curvc zu ihren gemeinsamen Tangenten haben. Die 
Lösung des Problems, die Gleichung einer Curve zu bilden, 
welche durch die Berührungspunkte der Doppeltangenten 
einer gegebenen Curve hindurch geht, ist einem spätem Ka- 
pitel Vorbehalten worden und wir werden dort zeigen, dass 
für den Fall der Curve vierter Ordnung die Gleichung einer 
solchen Curve in der Form 

0 = 3H<t) 

geschrieben werden kann, in welcher 0 die Covariante 



bedeutet, die im Art. 232. erwähnt ist, mit U,, . . . als den 
ersten Differentialen der Hesse 'sehen Determinante und den 
U als den 

" TT II 7/ * 

aus den zweiten Difl'erentialen von [/; und in gleicher Art 
<t> die Covariante U,, //,, + •• • des Beisp. 1. im Art. 231. 
In den nächsten Artikeln geben wir die Theorie der Doppel- 
tangenten in der besonderu Form, welche den Curven 
vierter Ordnung entspricht. 

253. Es ist zweckmässig, diese Untersuchung mit der 
Darlegung einer allgemeineren Theorie zu beginnen, in wel- 
cher die Theorie der Doppeltangenten mit enthalten ist. Wir 
betrachten die Gleichungsform 

UW = 

unter der Voraussetzung, dass 17 = 0, F = 0, W=0 Ke- 
gelschnitte repräsentieren , eine Form mit sechszehu impliciten 
Constanten, auf welche also die Gleichung jeder Curve vierter 
Ordnung in verschiedenen Arten zurückgeführt werden kann, 
wie wir es weiterhin vollständiger übersehen werden. Die 
Form der Gleichung zeigt, dass jeder der Kegelschnitte 
f/_0, W = 0 die Curve vierter Ordnung in vier Punkten 
berührt, nämlich in den Schnittpunkten, die er mit dem 
Kegelschnitt F = 0 erzeugt. Wir haben früher („Kegelsch.“ 
Art. 301., f.) die Gleichung 

U1F= F^ 

für den Fall discutiert, in welchem IJ = 0, F = 0, IF = 0 
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gerade Linien darstelleii und bemerken jetzt, dass die dort 
gefundenen Kesultate gültig bleiben, wenn sie Kegelschnitte 
repräsentieren, so bald man die geeigneten Modificatiouen an- 
bringt; d. h. sobald man bedenkt, dass zwei durch Gleichun- 
gen von der Form 

A C7 -f ft r -f 1/ TF = 0 

dargestellte Kegelschnitte sich statt in einem Funkte in vier 
Punkten durchschneiden und dass, wenn für einen Kegelschnitt 
von solcher Gleichung ein I’unkt gegeben ist, drei andere 
Punkte mit bestimmt sind, weil für 

kU' nV -\- vW = 

der Kegelschnitt 

kV ilV vW =0 

durch die vier Punkte geht, welche durch die Gleichungen 

: f/' = F : F' = W : W 

gegeben sind. Aus der soeben erinnerten Discussion in der 
Theorie der Kegelschnitte folgt, dass die Curve vierter Ord- 
nung f/TV' = F’ als die Enveloppe des veränderlichen Kegel- 
schnittes 

2A F+ TF = 0 

mit k als Parameter betrachtet werden kann, welcher die 
gegebene Curve in den vier durch 

;.f' + F = 0, kV+ 1F=0 

bestimmten Punkten berührt. Die zwei Gruppen von vier 
Punkten, in -w’elchen irgend zwei der umhüllenden Kegel- 
schnitte die Curve berühren, liegen in einem andern Kegel- 
schnitt, wie es die Gleichungsform 

(A» -f 2 A F + IF) (ft* V + 2ft F + IP) 

= {Aftf/+(A + ft) F+ wy 

lehrt, die mit VW = F* identisch ist. Ebenso können die 
Eigenschaften der Pole und der Polaren auf die betrachtete 
Curve aasgedehnt werden. Durch jeden Punkt oder durch 
eine Gruppe von vier Punkten, wie wir sagen können, gehen 
zwei Kegelschnitte des Systems 

_A*Lf-f 2A F-f 1F= 0, 

Smliuon, Htilisre Curv«u. 
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deren zweimal vier Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt 

nr + irr/' — 2KF' = o 

liegen, den man als die Polare des gegebenen Punktes oder 
der gegebenen Punktegruppe bezeichnen kann. Dann zeigt 
die Symmetrie dieser Gleichung, dass die Polare in diesem 
Sinne des Wortes für irgend einen Punkt des letztem Kegel- 
schnittes durch den gegebenen Punkt geht. („Kegelschu.“ 
Art. lOti.) Umgekehrt schneidet irgend ein Kegelschnitt 

„ff 4- cir= 0 

die Curve vierter Ordnung in zwei Gruppen von vier Punk- 
ten, durch deren jede ein die Curve vierfach berührender 
Kegelschnitt gelegt werden kann; und die beiden letztem 
Kegelschnitte schneiden sich in einer Gruppe von Punkten, 
die den Pol von 

aU+ tF-f cTF=0 

in dem entwickelten Sinne des Wortes bilden. 

253. Wir erinnern uns ferner der im Art. 360. der 
„ Kegelschnitte“ begründeten Eigenschaften eines Systems 
von Kegelschnitten von der Gleichung 

yiU+y-iV+ i/j IF =0. 

Wenn diese Gleichung ein Paar von geraden Linien reprä- 
sentiert, so liegt der Schnittpunkt derselben in einer festen 
Curve dritter Ordnung, der J acobj 'scheu Determinante der 
drei Kegelschnitte 

f/=0, F = 0, 1F = 0, 

welche auch als der Ort eines Punktes definiert ist, dessen 
Polaren in Bezug auf alle Kegelschnitte des Systems 

y^u + y,r+y,w^o 

durch einen und denselben Punkt gehen. Wenn wir zwei 
Kegelschnitte dieses Systems betrachten, so ist die Gleichung 
jedes durch ihre Schnittpunkte gehenden Kegelschnittes von 
derselben Form und die Schnittpunkte jedes der drei Paare 
von geraden Linien, welche diese vier Punkte verbinden, 
liegen somit auch in der .laco bi 'sehen Curve. Wenn die 
Kegelschnitte einander berühren, so fallen zwei dieser Schnitt- 
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punkte mit dem Berülirungspunkte zusammen; wenn also 
zwei Kegelschnitte des Systems 

V\ + Ih + y-i = 0 

einander berühren, so liegt der Berührungspunkt in der Ja- 
cobi’scheii Ciirve. Dasselbe System 

//, V + y/j F + y/j ir = ü 

kann ferner als das System der l’olarkegelscbnitte des verän- 
derlichen Punktes j/,- in Bezug auf eine gewisse feste Curve 
dritter Ordnung betrachtet werden, welche die Jacobi’sche 
Curve des Systems zu ihrer II esse 'sehen Curve hat, und 
deren Gleichung aus denen der drei Kegelschnitte gebildet 
werden kann. Alle die geraden Linien der Piiaro von solchen 
, endlich, welche durch die Gleichung 

!/i U + yj F -f j/3 IF = 0 

dargestellt werden, berühren eine Curve dritter Classe, die 
Cayley’sche Curve der zuletzt erwähnten Curve dritter 
Ordnung • 

254. Da insbesondere jeder der umhüllenden Kegelschnitte 

>1* f/ + 2A F + IF = 0 

und der entsprechend durch die vier Berührungspunkte des- 
selben mit der Curve gehende Kegelschnitt in der Form 

y.u+y,v-\-y, iF = o 

enthalten sind, so folgt, diiss die Schnittpunkte der drei 
Paare von Geraden, welche die Berührungspunkte der Enve- 
loppe U IF = V‘ mit einem der umhüllenden Kegelschnitte 
verbinden, auf einer festen Curve dritter Ordnung liegen, 
nämlich in der erwähnten Jaco bi 'sehen Curvef indess die 
Geraden selbst sämmtlich von einer festen Curve dritter 
Classe, der Cayley’schen Curve berührt werden. 

Wenn insbesondere die beiden Kegelschnitte 
Af/-f-F=0 und AF-|-fP=0 
einander berühren, so hat der Kegelschnitt 
A2f/+2>IF+ >F=0, 

anstatt die Curve vierter Ordnung in vier verschiedenen Punk- 
ten zu berühren, eine zweifache gewöhnliche Berührung mit 
ihr und schneidet sie also in vier aufeinander folgenden 

18 * 
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Punkten. Nach dem eben Entwickelten liegt dieser Punkt 
einer Berührung höherer Ordnung auf der Jacobi’schen 
Curve und es giebt zwölf Kegelschnitte in dem System 

IF = 0, 

nvelche mit der Curve vierter Ordnung eine solche höhere 
Berührung eingehen; denn durch jeden der Schnittpunkte 
der .la CO bi 'sehen Curve mit der Curve vierter Ordnung geht 
einer derselben. 

255. Es giebt in dem System 

A5 + 2;. F + TF = 0 

sechs Kegelschnitte, welche sich auf gerade Linien reducieren, 
denn die Discriminante dieser Gleichung ist als Functiou vom 
dritten Grade in ihren Coefficienten vom sechsten in A, so 
dass sechs Werthe von A existieren , für die sie verschwindet. 
Wenn aber einer der umhüllenden Kegelschnitte in gerade 
Linien zerfällt, so liegen seine vier Berührungspunkte paar- 
weis in den ihn bildenden Geraden und jede derselben ist 
somit eine Üoppeltangente der Curve vierter Ordnung. Es 
erhellt dann aus Art. 248. , dass für 

a =0, h = 0] c = 0, d = 0 
als die Ausdrücke von irgend zweien unter diesen sechs 
Paaren von Doppeltangenten die Gleichung der Curve vierter 
Ordnung in die Form 

abcd= F^ 

gebracht werden, welche aussagt, dass die acht Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt F= 0 liegen. So sehen wir, 
dass die Form 

• A’ r + 2A F-f- B'=0 

sechs Paare von Doj)peltangenten der Curve vierter Ordnung 
einschliesst, weiche zwölf Doppeltangenten sämmtlich eine 
Curve dritter Classe, die Cayley’sche Curve des Systems, 
Ijerühren, während zugleich die Durchschnittspunkte der ein- 
zelnen Paare auf der .lacobi sehen Curve dritter Ordnuntr 
liegen ; dass ferner die jedesmaligen beiden andern Paare der 
Verbindungslinien der Berührungspunkte je eines dieser Paare 
von Doppeltaugenten die Cayley’sche Curve gleichfalls be- 
rühren und ihre Durchschnitt.spunkte auf der Jaco bi 'scheu 
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Curve liegen. Man kann (Hess in etwas modificierter Form 
ausdrflcken, wenn man von der Curve dritter Ordnung S = 0 
ausgeht, von welcher die Kegelschnitte 

U = 0, V=0, [V=0 

Folarkegelschnitte sind. Wenn daun die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung eine in U, V, W (juadrati.sche 
Function ist,’so ergieht sich daraus, dass das Verschwinden 
einer solchen Function die Bedingung ausdruekt, unter welcher 
die Linie 

.r, U XjV + x-j IF = 0 

einen festen Kegelsdiuift berührt, das Ilesultiit, da.ss die 
Curve vierter Ordnung als der Ort eines Punktes definiert 
werden kann , dessen Polare in Bezug auf eine Curve dritter 
Ordnung S = 0 einen festen Kegelschnitt berührt; oder mit 
andern Worten , dass man sie als den Ort der Pole der Tan- 
genten dieses festen Kegelschnitts in Bezug auf die Curve 
dritter Ordnung und endlich als die Enveloppe der Polar- 
kegelschnitte der Punkte dieses festen Kegelscluiitts in BeÄug 
auf dieselbe auffassen kann. Dann entsprechen die Üoppel- 
tangenten der Curve vierter Ordnung den Punkten, in welchen 
dieser Kegelschnitt die Hesse'sche Curve von S = 0 durch- 
schneidet. 

2.')6. Wir betrachten nun irgend zwei unter den Doppel- 
tangenten einer Curve vierter Ordnung als Fundamentallinien 

Xf = 0 , x^ = 0 ; 

da für X, = 0 die Gleichung der Curve auf ein vollständiges 
Quadrat, sagen wir 

(x,* -t- + hx,^y 

und für x., = 0 auf ein anderes 

(x/ -f- cx, X, dXf‘)- 

reduciert werden muss, so sehliessen wir, da.ss die Gleichung 
der Curve vierter Ordnung von der Form 

X|Xj U = (Xj* -f- ffx.,X;, -f- bx2^ -j- c’X, X;, + 
ist, d. h. von der Form 

X| X-2 U = F*, 
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welche wir soeben discutiert haben. Wir können sie auch 
in die Form 

(>1’ ?/+ 2A F + x,x,) = (.r,x, + A Vy 

setzen. Es ^iebt wie wir gesehen haben ausser dem W'ertlie 
A = 0, welclier dem Paar x^ =0, Xj = 0 entspricht, fünf 
andere Wertlie von A, für welche 

A*LT+ 2A F+ = 0 ■ 

ein Paar von Geraden darstellt und man kann somit die 
tileicliuug in fünf verschiedenen Arten auf die Form 

X, a;jXj.c, = V'^ • 

reducieren. Oder durch die vier Herührungspu iik te 
von irgend zwei Üopjieltangenten einer Curve 
vierter Ordnung können fünf Kegelschnitte be- 
schrieben werden, von denen jeder durch die vier 
E er (ihr uugs punkte zweier andern Doppeltangenten 
geht. 

Eine Curve vierter Ordnung ohne singuläre Punkte hat 
28 Dojipeltangenten und es giebt daher für sie -- • 28. 27 = 378 

Paare von Doppeltangenten; jedes dieser Paare giebt fünf 
verschiedenen Kegelschnitten den Ursprung, aber jeder der- 
selben kann aus jedem der sechs verschiedenen Paare ent- 
springen, welche die vier ihm entsprechenden Doppeltmigen- 

ten erzeugen; es giebt also überhaupt ^ • 378 oder 315 

Kegelschnitte, von denen jeder durch die Berüh- 
rungspunkte von vier Doppeltangeuten einer Curve 
vierter Ordnung geht“). 

257. Wir fanden, dass jedes Paar von Doppeltangenten 
mit fünf andern Paaren verbunden eine Grujipe von sechs 
I’aaren bildet, für welche die Berührungspunkte von irgend 
zweien dieser Paare auf einem Kegelschnitt liegen und es 
folgt daraus, dass die 378 I’aare in (>3 solcher Gruppen von 
sechs zerfallen. Die zwölf Doppeltangenten jeder Gruppe 
berühren dieselbe Curve dritter Classe, und diese Curve 
wird auch von den geraden Linien berührt, welche direct 
und kreuzweis die vier Berülirnngsj)unkte jedes dieser Paare 
verbinden. Die Durchschiiittspunkte der Doppeltangenten- 
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paare, und ebenso die der Paare der besagten Verbindungs- 
linien liegen auf einer Curvo dritter Ordnung. Jeder (Iruppe 
entsprechen zwölf Kegelschnitte, von denen jeder mit der 
Curve vierter Ordnung eine zweifache Berührung erster Ord- 
nung hat und sie überdiess in vier aufeinander folgenden 
Punkten schneidet; die zwölf Punkte dieser Berührung höherer 
Ordnung liegen gleichfalls in der erwähnten Curve dritter 
Ordnung. Es ist offenbar, dass aus den G3 Gruppen 75ü 
solcher Kegelschnitte entspringen. 

2.Ö8. Um zu einer Uebersicht über die 315 Kegelschnitte 
zu gelangen, bezeichnen wir vorläufig die ersten 2(i Dopjiel- 
tangenten durch die Buchsbibeu unseres Al])hal>ets und die 
letzten beiden durch die Buchstaben tp und wir repräsen- 
tieren auch den durch die acht Berührungspunkte der Üoppel- 
tangenten n, h, c, d gehenden Kegelschnitt durch ah cd. 
Wenn dann ahcd, ahcf zwei der 315 Kegelschnitte sind, 
so gehören die Paare ab, cd, cf zu derselben Gruppe und 
nach dem Entwickelten ist edef ein anderer von ihren Kegel- 
schnitten. üiess kann direct wie folgt bewiesen werden. Sei 

ahcd = 

die Gleichung der Curve vierter Ordnung oder in anderer 
Form 

ah {cd+2XV+ l^ab) = {V + lahy, 
so können wir A so bestimmen, dass 

cd+2Xr+X'‘ah = cf 

wird; die Substitution des Werthes von V aus dieser Glei- 
chung in die der Curve vierter Ordnung giebt 

X^a^ld + c’tP — 2 X^abed — 2 X'^ahef— 2cdef= 0 

oder 

Acdef = -f- cf — X'^ahy, 

eine Form, welche den ausgesprochenen Satz beweist. Man 
erkennt so, dass für drei gegebene Paare von geraden Linien 
als Doppeltangenten einer Curve vierter Ordnung von der- 
selben Gruppe die Gleichung der Curve von der Form 

l y'(<ih) -|- m y(cd) -j- n /(cf) — 0 
sein muss, so dass für zwei weitere gegebene Punkte eiue 
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den vorgeschriebenen Bedingungen genügt. 

Da jeder Gruppe fünfzehn Kegelschnitte entsprechen, 
welche respective durch die Berührung.spunkte jeder zwei von 
den sechs Paaren der Gruppe hindurchgehen, so könnte es 
scheinen, dass liö. 10 = 1)45 derartige Kegelschnitte existieren; 
da aber jeder Kegelschnitt ah cd dabei dreifach gezählt ist, 
nämlich als den drei Gruppen 

ab, cd,..] ac,bd,..] ad,bc, . . 
angehörend, so kommt die Gesammtzahl der Kegelschnitte 
wie vorher zurück auf .315. 

259. Betrachten wir nun irgend einen Kegelschnitt abcd, 
so können die Gruppen 

ah, cd, . . und ac, bd, . . 

keine andere Doppeltangente gemein haben, .so lange die 
Curve vierter Ordnung ohne siiiguläre Punkte vorausgesetzt 
wird. Wenn also z. B. abe/' ein Kegelschnitt der ersten 
Gruppe ist, so kann ncer/ nicht ein Kegelschnitt der zweiten 
Gruppe sein. Denn nach Art. 257. kann der durch die Be- 
rührungspunkte von a,b,c, d gehende Kegelschnitt in der 
Form 

Xah -i- {cd — ef) -- 0 

ausgedrückt werden und wenn aceg ein anderer Kegelschnitt 
wäre, so müsste diess mit 

ftac + y (hd — eg)=0 

identisch sein. Aus dieser Identität wäre zu schliessen dass 
(A6 - gc) (a-l^d):=e (| f~ 1 g) 

sei und dass folglich c als identisch mit einem der Factoren 
in welche die linke Seite zerfällt, entweder durch den Schnitt- 
punkt von b und c oder durch den von a und c geht; in jedem 
dieser Fälle wäre aber der Punkt, durch welchen e gehen 
müsse, ein Doppelpunkt in der Curve 

4>.'‘abcd = {Pab cd — ef)-, 
und die Curve vierter Ordnung hätte ul.so der Voraussetzung 
entgegen einen singulären Punkt. In genau demselben Wege 
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sehen wir, dass wenn ahef , acinn zwei der Kegelschnitte 
sind, eine Identität 

{kh — .uc) (rt — A f/) ' ef mn 

besteht und dass also von den Diagonalen des Vierseits cfnm 
eine durch ad und die tjndere durch hc geht; d. h. die Durch- 
schnittspunkte der Paare der Doppeltangenten liegen nach 
einer bestimmten Regel zu drei in einer Geraden. 

V^'enn ein Schema der 315 Kegelschnitte gemacht wäre, 
so hat die Unterscheidung keine Schwierigkeit, welche der 
Diagonalen durch ad und w'elche durch hc geht; z. B.'wenn 
erkannt ist, dass 

neniu, nfnv und aduv 

Kegelschnitte des Systems sind, so erkennen wir in derselben 
Art, wie vorher, dass die Diatronalen des Vierseits emfn 
durch ad und uv gehen und erfahren also, dass ad in der 
geraden Verbindung von i'v,fm liest. Betrachten wir dann 
einen Kegelschnitt ahrd, so gehört derselbe zu den drei 
Gruppen 

ah, cd , . . ; nr.,hd,..\ und ad , hc, . . 

und jedes der sechszehn Vierseite, welche man erhält, indem 
man eines der vier andern Paare der Gruppe ac. hd mit 
einem der Paare aus der Gruppe ad , hr combiniert, hat eine 
durch ah gehende Diatronale. Nun gehört das Paar ah zu 
fünf verschiedenen Kegelschnitten und es giebt somit 8t) Vier- 
seite, welche eine durch ah gehende Diagonale besitzen. 
Aber man findet, dass diese Vierseite in Paare getheilt w-cr- 
den , welche eine Diagonale gemein haben und es gehen des- 
halb durch jeden der 378 Punkte ah 40 Gerade, von denen 
jede durch zwei andere unter denselben Punkten geht und 
deren Gesaramtzahl somit gleich .5010 ist. 

2(50. Wir sind nun in der Lage, ein Schema der .315 
Kegelschnitte aufznstellen , in welchem nur die Bezeichnung 
willkürlich ist. Beginnen wir mit der Aufschreibuug der 
Gruppe 

ah, cd, cf, ffh, ij, ll, 
so können die Gruppen 

ac,hd und ad, hc. 
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weil sie weder mit einander noch mit der vorigen Gruppe 
eine Doppeltangeute gemein haben können, geschrieben 
werden ; 


ac, Id, mn, op, qr, ad, hc, uv, wx, qz, tpi-. 

Um sodann die Gruppe ac,hf zu bilden, erinnern wir, dass 
dieselbe keine Doppeltangente aus der Gruppe ah enthalten 
kann, dass aber in jedem ihrer l’aare eine der Doppel tangen- 
ten aus der Gruj)pe ac mit einer aus der Gruppe ad com- 
biniert sein muss. Da nun die Bezeichnung der Paare dieser 
Gruppen in unserem Belieben stand, so ist es gleichfalls nur 
Sache der Bezeichnung und schliesst nicht irgend eine geo- 
metrische Bedingung ein, wenn wir diese Gruppen in der 
Form 

ac, hf, m u, OH', qy, stp 


schreiben. Ebenso ist es nur Sache der Bezeichnung, wenn 
wir voraussetzen, dass die Doppeltangenten so bezeichnet 
seien, dass 

ny und mx, ai und ms, ak und mtk 


respcctive zur nämlichen Gruppe gehören sollen. Wenn also 
diess vorausgesetzt wird, so findet man, dass die Gruppe 
af,he nothwendig ist 

uv, px, rz, tt 


und kann so Schritt für Schritt zur Bildung des ganzen Sy- 
stems gelangen. Eine Tafel der .315 Kegelschnitte mitzu- 
theilen, erscheint nicht mehr nöthig, seit Hesse einen Al- 
gorithmus angegeben und Cayley denselben eingehend discu- 
tiert hat, der in einer leicht erkennbaren Weise die gegen- 
seitigen Beziehungen der 28 Doppeltaugenten ausdrückt*'), 
llesse’s Methode führt -auf Betrachtungen aus der Geometrie 
von drei Dimensionen. Er vergleicht mit Null die Discrimi- 
nante von 

iMU + y,V + W = 0 

U = 0, F = 0, 1F = 0 


als die Gleichungen von drei Flächen zweiten Grades; da die- 
selbe eine Function vom vierten Grade in den iji ist, so be- 
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zeichnet ihr Verscliwimlen eine ebene Curve vierter Ordnung, 
wenn man die als Veränderliche betrachtet. Für jede 
VVerthgruppc der i/,-, für welche die Discriniuante verschwin- 
det, ist aber > 

die (ileichung eines Kegels vom zweiten (irude, so dass jeder 
Punkt der ebenen Curve vierter Ordnung einem Punkt ini 
Raume, nämlich dem Scheitel die.ses Kegels entspricht; und 
Hesse’s Methode verbindet die Doppeltangenten der ebenen 
Curve vierter Ordnung mit den geraden Verbindunglinien der 
acht Punkte des Raumes, welche die Schnittpunkte von drei 
Flächen zweiten Orades sind -”1. Wir wollen nur die Bezeich- 
nung benutzen, welche Hesse’s Methode darbietet, aber von 
Sätzen aus der Geometrie des Raumes keinen Gebrauch 
machen. 

261. Die Combination der acht Zeichen 
1, 2, 3, 4, .5, 6, 7, 8 
in Paaren giebt uns 28 Symbole 

12, 13, 78, 

welche wir zur Bezeichnung der 28 Doppeltangenten benutzen. 
Diese Bezeichnung erlaubt, die geometrischen Beziehungen 
der 28 Doppeltangenten anszudriieken , während sie freilich 
die Symmetrie des ganzen Systems nicht darstellt, weil er- 
wartet werden möchte, dass die Doppeltangente 12 in an- 
derer Weise mit den Doppeltangenten 13, 14, etc. als mit 
.34 , 56, etc. verbunden sei, während in der That keinerlei 
Unterschied zwischen den geoöietrischen Beziehungen der 
verschiedenen Paare besteht. Wir setzen die Zeichen aber so 
gebraucht voraus, dass 12, 34, 56, 78 vier Doppeltangenten 
bezeichnen, deren acht Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt liegen und dass jede Gruppe von vier Dojypeltangen- 
ten dieselbe Eigenschaft habe, deren vier Doppeltangenten 
sämmtliche acht Zeichen enthalten. Die Zählung ergiebt 
aber sofort, dass nur 105 Anordnungen der 8 Zeichen in 
Reihen wie 12, ,34, .56, 78 möglich sind und dass daher die 
übrigen 210 Kegelschnitte, welche vier Doppeltangenten ent- 
sprechen, nicht in dieser Weise dargestellt werden können. 
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Wir bilden ihre Symbole so, dass die Zeichenpaare aus irgend 
einer Anordnung von vier der acht Zeichen cyclisch geordnet 
sind, wie z. B. 12, 23, 34, 41; es lassen sich in der That 
210 solcher Tetraden aufstellen. 

Dann besteht die zu dem Paar 12, 34 gehörende Gruppe 
ans 

5(5, 78; .57, (58; 58, (57; 13, 24; 14, 23 
und die zu einem Paare wie 12, 13 gehörige aus 
24, 34; 25, 35; 2(5, 3(5; 27, 37; 28, .38. 

In dieser Weise wird die Vereinigung der Doppeltangenten 
in Gruppen durch die Bezeichnung vollständig angegeben. 
Es könnte aber erwartet werden, dass die K)5 Kegelschnitte 
von der Form 

12, .34, 50, 78 

in ihren Eigenschaften von den 210 Kegelschnitten der Form 
12, 23, 34, 41 

abweiehen, während diess in der That nicht der Fall ist und 
vielmehr die .315 'Tetraden ein untrennbares System bilden. 

262. Aus den Untersuchungen von Hesse hat Cayley 
die "folgende allgemeine Regel gezogen: Eine zweiseitige 
Substitution lässt die geometrischen Beziehungen 
der durch irgend eine Reihe von Symbolen darge- 
stellten Doppeltangenten ungeändert. Wenn wir 
ein Substitutionssymbol wie 1234. 5(578 bilden, so bezeichnet 
eine zweiseitige Substitution irgend welche Vertauschung der 
Paare 

12, .34; 13, 24; 14, 23 

und der Paare 

;5(5, 78; 57, 08; .58 ^ 07, 

bei unveränderter Belassuug solcher Paare wie 15, .36, in 
denen ein Zeichen der ersten Gruppe von vieren mit einem 
der zweiten Gruppe verbunden i.st. Die Zahl solcher zwei- 
seitigen Substitutionen ist 3.5 und wenn wir die unveränderte 
Belassuug aller Paare einschliessen 30. 

4Venn wir z. B. die zweiseitige Substitution 1234. 5678 
auf da.s Paar 12, 34 anwenden, so erhalten wir dasselbe 
Paar in entgegengesetzter Ordnung; aus 12, 13 erhalten wir 
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34, 24, ein Paar von dem niliiiliclien Typus mit 12, 13; aus 
12, 15 entsteht 34, 15, eiu Paar von scheinbar verschiedenem 
Typus , aber nicht vom ursprünglichen verschieden in geome- 
trischer Hinsicht. Wenn vir also dieselbe zweiseitige Sub- 
stitution auf die Tetrade 15, (!7 , 28, 34, d. i. eine der 105 
ersten anwenilen, so entsteht 

15, 58, 82, 21 , 

eine der 210 zweiten, die also nach der Regel die nämlichen 
geometrischen Eigenschaften besitzt. 

2G3. Die folgende Tabelle über die geometrischen Be- 
ziehungen der Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
ist von Cayley gegeben worden 


Kchoi 

Zeichen, j 

lirpräeeDtit^ren- ! 
det 

mied. j 

Zahl 

der : 

(ilieder. | 

Geomctrisclier Charakter. 

1 

1-2. j 

28 

1681 

21üJ 

28 

1 

1 DoppeUangenten. 

V , 

II 

12. 13. 
12. 31. 

l 378 

... 1 

Paare von Doppeltangenten. 

u 

III ’ 

12. 23. 31. 
12. 31. 56. 

S} -i 

1 

Triaden von Doppeltangenten, de- 
ren 6 Heriihruugspunkte einem 
Kegelschnitt angehüren. 

A 

VI 

V 

12. 23. 31. 
12. 23. 4.5. 
12. 23. 11. 

56 1 

1680 [ 2016' 
280 J 3276 

Triaden, deren 6 Berührungs- 
punkte nicht in einem Kegel- 
schnitt liegen. 

llll 

□ 

12. 31. 56. 78. 
12. 2.3. 31. 41. 

- 

Tetraden von Doi)iieltangenten, 
deren 8 Berubrung!ii)unkte in 
einem Kegelschnitte liegen. 

MV 

lU 

S 

12. 31. 56. 67. 
12. Sl. 45. 56. 
12. 23. .34. 45. 
] 12. 23. 31. 14. 
12. 13. 14. 45. 

2520 

6010 

.3300 

840 

.3360 

1 

15120 ' 

1 

> 5040,' 
1 20175 I 

Tetraden von Doppeltangenten, 
für welche 6 der 8 Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitt 
liegen. 

lA 

Iv 

vv 

12. 31. 45. 53. 
12. 1.3. 11. 15. 
12. 34. 35. 36. 
12. 13 45. 46. 

6601 
280 
168 1 
i252o) 

Tetraden von Doppeltangenten, 
für welche keine 6 der 8 Berüh- 
rungspunkte auf einem Kegel- 
schnitt gelegen sind. 
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Die beigefiigteu geometrischen Zeichen setzen voraus, dass 
die Zeichen 1, 2, 3, 4, 5, G, 7, 8 als Punkte betrachtet 
werden und dass jedes Paar derselben durch eine die zwei 
entsprechenden Punkte verbindende Gerade angezeigt wird. 
So ist A das Symbol für das Glied 12. 2.3. 31. Mit Hilfe 
dieser Bezeichnung können wir sogleich übersehen, dass das 
Symbol irgend einer Gruppe in dem System von 15120 Gliedern 
eines der Symbole |||, jj enthalten muss, d. h. dass unter den 8 
Berührung-spunkten der Uoppeltangenten einer Gruppe immer 
G sind, welche auf einem Kegelschnitt liegen; während da- 
gegen in den geometrischen Zeichen der Gruppen des Sy- 
stems von 5040 Gruppen der letzten Art die Zeichen |||, □ 
nicht als Theile auftreten. ^ 

In demselben Sinne können dann die folgenden beiden 
Gruppen von Hexaden von Doppeltangenten aufgestellt und 
bezeichnet werden. 


Geometrisches 

Zeichen. 

j Ilepriisentierendes Glied. 

Zahl der Glieder. 

A A 1 
1 

V y 

' IZ. z;j. 31. 4.'). 56. 64. 

1‘2. 34. 35. 36. 37. 38. 

IZ. 13. 14. 56. 57. 58. 

280 \ 

168 l 1008 
660 J 

El 

12. 23. 31. 14. 45. 51. 

840 I 

o 

12. 23. 34. 45. 56. 61. 

1680 i 5040 

IW 

12. 31. 35. 36. 67. 68. 

2520 J 


Es sind die 1008 und 5040 Hexaden, welche von Hesse und 
Steiner als solche Doppeltangenten studiert worden sind, 
deren jedesmal zwölf Berührungspunkte auf einer eigentlichen 
Curve dritter Ordnung liegen , indess für die erste lleihe der- 
selben keine sechs derselben auf einem Kegelschnitt liegen, 
während für die Letzteren die zwölf Berührungspunkte in 
zwei Gruppen von sechs auf je einem Kegelschnitt zerfallen. 
Es ist hinzuzufügeii, dass die sechs Tangenten jeder der 
1008 Hexaden des ersten Systems denselben Kegelschnitt be- 
rühren, wie es aus Aronhold’s in den folgenden Artikeln 
darzustellendcn Untersuchungen sich ergeben hat; während 
die sechs Tangenten einer jeden unter den 5040 Hexaden 
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des zweiten Systems in drei I’aare so zerfallen, dass ihre drei 
Durchschiiittspunkte in einer geraden Linie liegen, wie es 
aus Art. 259. sich ergiebt. 

264. Arouhold*'*) hat bewiesen, dass für sieben will- 
kürlich gegebene gerade Linien eine Curve vierter Ordnung 
gefunden werden kann, die dieselben zu üoj)])ellangenten 
hat und dass deren andere Doppeltangenten durch lineare 
Constructiouen bestimmbar sind. Die Methode der Unter- 
suchung geht von den Eigenschaften eines Systems von Cur- 
ven dritter Glase aus, welche sieben gemeinschaftliche Tan- 
genten besitzen und es erscheint daher zweckmässig hier zu- 
erst die Eigenschaften des dem Leser vertrauteren reciprokeu 
Systems, des Systems von Curven dritter Ordnung durch 
sieben feste Punkte zusammenzustellen. 

1. Betrachten wir irgend eine Curve des Systems, so 
geht die gerade Linie, welche ihren achten und neunten 
Sclinittpunkt mit irgend einer andern Curve desselben ver- 
bindet, durch einen festen Punkt der erstercu, nämlich den 
beigeordneten Rest der sieben gegebenen Punkte in derselben. 
(Art. 161.) 

2. Durch einen willkürlich angenommenen Punkt 8 kann 
eine und nur eine Curve dritter Ordnung beschrieben werden, 
in welcher dieser Punkt der beigeordnete Rest der sieben 
gegebenen Punkte ist. Denn alle Curven des Systems, welche 
diese acht Punkte enthalten , gehen durch einen fe.steu neun- 
ten Punkt, und nach der Definition ist der in Rede stehende 
beigeordnete Rest der Punkt, in welchem die Verbindungs- 
linie von 8 und 9 die Curve ferner schneidet. Wenn also 
der beigeordnete Rest mit dem Punkte 8 zusammenfällt, so 
muss die Curve dritter Ordnung die gerade Linie zu ihrer 
Tangente im Punkte 8 haben. 

3. Es giebt vier Curven im System, welche eine gegebene 
Curve des Systems berühren , und die zugehörigen Berührungs- 
punkte sind die Berührungspunkte der Tangenten, welche 
von dem beigeordneten Resfpunkt in ihr an die gegebene 
Curve gehen. 

4. Wenn die Punkte 8 und 9 zusammenfallen, d. h. wenn 
Curven dritter Ordnung, welche dem System angehöreu, 
einander berühren, so ist di<^ Enveloppe der gemeiuschaft- 
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liehen Tangente 89 eine Curve vierter Classe, weil durch 
einen angenommenen Punkt P im Allgemeinen vier solcher 
Geraden gehen. In der That, setzen wir eine Curve dritter 
Ordnung durch P und die Punkte 8, 9 voraus, so ist nach 
der Definition P der beigeordnete liest der Fundameutalpunkte 
in derselben und diese Curve ist daher nach 2., weil sie P* 
zum beigeordneten llestpunkt hat, eine bekannte Curve dritter 
Ordnung; dann aber folgt aus , dass die vier von P aus 
an diese Curve gehenden Tangenten zur fraglichen Euveloppe 
gehören, dass also die vier vom Punkte P ausgehenden Tan- 
genten derselben durch die Aufsuchung der Curve dritter 
Ordnung im System bestimmt werden, vf eiche diesen Punkt 
P zu ihrem beigeordneten Rest hat. 

5. Der Punkt P ist ein Punkt der fraglichen Euveloppe, 
wenn zwei der von ihm ausgehenden Tangenten derselben 
zusammenfallen; es ergiebt sich aber aus der eben angegebenen 
Coustructiou , dass diess nur dann geschehen kann, wenn die 
Curve dritter Ordnung, welche diesen Punkt zum beigeord- 
neten Reste hat, einen Doppelpunkt besitzt. Diese Enveloppe 
kann daher auch als der Ort der beigeordneten Reste des 
gegebenen Systems von Punkten in denjenigen Curven de.s 
Systems bezeichnet werden, welche einen Doppelpunkt haben. 

6. Wenn die durch die sieben Punkte gehende Curve 
dritter Ordnung in einen Kegelschnitt durch fünf derselben 
und eine gerade Linie durch die beiden übrigen zerfällt, so 
hat sie die beiden Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der 
Geraden zu Doppelpunkten. Jede andere Curve des Systems 
schneidet diese zusammengesetzte Curve desselben in zwei 
weiteren Punkten, von denen einer auf der erwähnten Gera- 
den und einer auf dem Kegelschnitt liegt, .so dass der bei- 
geordnete Rest der Punkt P ist, in welchem die Verbindungs- 
linie dieser beiden Punkte den Kegelschnitt zum zweiten 
male schneidet. In diesem Falle ist P ein Doppelpunkt und 
die beiden Tangenten in ihm sind die Geraden , welche ihn 
mit den Durchschnittspunkten der geraden Linie und des 
Kegelschnitts verbinden. Es können aber sieben Punkte in 
einundzwanzig verschiedenen Arten in zwei Gruppen von 
zwei und fünf Punkten vertheilt werden. Die betrachtete 
Curve vierter Classe enthält daher 21 Doppelpunkte, und 


Digitized by Google 


280 

zwar einen solchen in jedem der 21 FC egelschnitte, welche 
tlurch je fünf der gegebenen Punkte bestimmt sind. 

7. Ausserdem sind die sieben gegebenen Punkte selbst 
Doppelpunkte derselben Curve; denn durch jede sechs der 
gegebenen Punkte lässt sich eine Curve dritter Ordnung be- 
schreiben, welche den siebenten von ihnen zum Doppelpunkt 
hat und man erkennt leicht, dass derselbe Doppelpunkt der 
beigeordnete Rest des Systems für diese Curve ist. Die vier 
von ihm an die Curve dritter Ordnung gehenden. Tangenten 
reducicren sich auf zwei Paare von zusanimenfallenden, näm- 
lich die Tangenten der beiden Aeste der Curve im Doppel- 
punkt. 

Die Enveloppc vierter Classe hat somit 28 Do]i{)elpiinkte, 
von denen sieben in den gegebenen Punkten liegen, während 
zugleich ihre Tangenten in denselben die Tangenten der re- 
spectiven Curven dritter Ordnung sind, welche dem System 
angehören und den fraglichen l’unkt zum Doppelpunkt 
haben. 

265. Die Eigenschaften des Systems von Curven dritter 
t'lasse mit sieben gemeinsamen Tangenten folgen hieraus 
nach dem Princip der Ileciprocität. Für irgend eine Curve 
des Systems durchschncidcn sich dann 

1. Die Tangenten, die sie mit einer andern Curve des- 
selben gemein hat, in einer festen Tangente der gewähltem 
Curve, die als der beigeordnete Kest der sieben gegebenen 
Tangenten in Jlezug auf diese Curve bezeichnet werden 
kann. 

2. Für jede beliebige Gerade giebt es eine Curve des 
Sy.stems, in Bezug auf welche diese Gerade der beigeordnete 
Best der sieben lesten Tangenten ist. 

6. Jede feste Curve des Systems wird durch vier andere 
Curven desselben berührt, und die zugehörigen Berührungs- 
punkte siud die vier Punkte, in welchen die beigeordnete 
Kesttangente die Curve ferner schneidet; ihre Zahl ist vier, 
weil die Curve als eine allgemeine Curve dritter Classe von 
der sechsten Ordnung ist. 

4. Der Ort der Punkte, in welchen zwei Curven des 
Systems einander berühren, ist eine Curve vierter Ordnung, 
weil die Punkte, in denen eine angenommene gerade Linie 

Salmon, llohoro Curren. 
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diesen Ort schneidet, die vier Punkte sind, die sie mit der- 
jenigen Curve dritter Classe ausser dein Bertthrungsjmnkte 
gemein hat, für welche sie der beigeordnete Rest der sieben 
festen Tangenten ist. 

5. Wenn die Curve dritter Classe eine Doppeltaiigente 
hat, so berührt die ihr entsprechende beigeordnete Uesttan- 
gente den bezeichneten Ort in demjenigen Punkte, wo sie 
die üoppeltangente schneidet. 

6. Wenn die Curve aus einem Kegelschnitt mit fünf der 
gegebenen Geraden als Tangenten und einem Punkte, näm- 
lich dem Schnittpunkt der beiden letzten Geraden, besteht, 
so ist die beigeordnete Restgerade für diess System eine 
Doppeltangente des Ortes. Es giebt 21 solcher Doppeltan- 
genten. 

7. Zu diesen kommen die sieben gegebenen Geraden 
selbst als Doppeltangenten des Ortes hinzu; ihre Berührungs- 
punkte mit ihm sind dieselben Punkte, in denen jede von 
ihnen die Curve dritter Classe berührt, welche dem System 
angehört und sie zur Doppeltangente hat. 

Da so die Berührungspunkte der gegebenen sieben Gera- 
den mit der Curve vierter Ordnung gegeben sind, so kennt 
man vierzehn Punkte derselben, welche allein sie vollständig 
bestimmen ; und es giebt also nur eine Curve vierter Ordnung, 
welche diesen Bedingungen genügt. Wir bemerken aber, 
dass mehrere Curven vierter Ordnung möglich sind, welche 
sieben gegebene Gerade zu Doppeltangenten haben; aber 
keine andere als die hier definierte, für welche diese sieben 
Tangenten unverbunden sind durch Zusammengehörigkeit von 
irgend dreien unter ihnen zu einer Gruppe. 

266. Man kann nun weiter, wie gesagt, aus den sieben 
gegebenen Doppeltangenten die übrigen durch lineare Con- 
structionen finden, nämlich jede durch einmalige Anwendung 
des Satzes von Brianchon. Denn wir haben nur die bei- 
geordnete Resttangente für jedes der Systeme 12.345 . 67, etc. 
zu ermitteln, wenn wir durch 12345 den Kegelschnitt be- 
zeichnen, welchen die fünf ersten der sieben Geraden bestim- 
men, und durch 67 den Durchschnittspunkt der beiden letzten 
imter ihnen. Die beiden Systeme 

12345 . 67 und 12346 . 57| 
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Imben aber sieben <femeius.ame Tangenten und die beiden 
letzten gemeinsamen Tangenten derselben sind die Tangenten 
der Kegelschnitte 12.'145 und 1234<i aus den Punkten 57, ö7 
resjiective, welche man beide nach dem Brianchon'schen 
Satze linear bestimmt. Von ihrem üurchschnittspunkte aus 
geht noch eine wieder nach demselben Satze linear zu be- 
stimmende Tangente an den Kegelschnitt 12345 und eine an 
den Kegelschnitt 12346 und diese sind die fraglichen beige- 
ordneten Reste und daher zwei der übrigen Doppeltangenten. 

Oder w'ir bestimmen für die drei Systeme 

1 2345 . 67 ; 1 2346 . 57 ; 1 2347 . 56 
in der eben beschriebenen Art die achte und neunte 'Tangente, 
welche jedem Paar derselben gemeinsam sind, und erhalten 
durch die geraden Verbindungslinien der drei Schuittjiunkte 
dieser Paare drei der fraglichen übrigen Doppeltangenten. 

Wir können aber die Dopj)eltangente, welche der bei- 
geordnete Rest des Systems 12345 . 67 ist, als die Doppel- 
taugente 67 bezeichnen und somit die einundzwanzig Doppel- 
tangenten der Betrachtung durch Combination der Zeichen 
1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7 darstellen. Dazu treten daun die sieben 
gegebenen Linien selbst und wenn wir, der Symmetrie wegen 
ein neues Zeichen 8 hinzufügend, sie durch 
18, 28, 38, 48, 58, 68, 78 

bezeichnen, so sind wir durch die Methode von Aron hold 
zu dem Algorithmus von Hesse geführt. 

267. Der Durchschnittspunkt der achten und neunten 
Tangente, welche irgend zwei Curven des Systems gemein- 
schaftlich sind, ist ein Punkt, durch den die beigeordnele 
Resttangente für jode dieser Curven geht. Betrachten wir 
dann die zusammengesetzten Systeme «Iritter Ordnung 

12 . 34567; 34 . 12567, 

so ist die Verbindungslinie der Punkte 12, 34 eine ihrer ge- 
meinsamen Tangenten, d. h. in dem .eben wieder gewonnenen 
und früher ausführlich behandelten Algorithmus die Verbin- 
dungslinie der Durchschnittsjmnkte 

18, 28 und 38, 48. 

Und wir sehen nun, dass diese Gerade durch den Schnitt- 

19 * 
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punkt der beigcordneteii Reste der bezcichneten Systeme 
gellt, d. b. dureh den Punkt 12, ;U. Somit erhalten wir den- 
im Art. 259. bewiesenen Satz wieder, dass die Uurchschnitts- 
punkte der Paare 

18, 28; 38, 48; 12, 34 

in einer geraden Linie liegen. Und Art. 2b2. zeigt dann, 
dass wir durch eine gewöhnliche oder zweiseitige Substitution 
5040 gerade Linien finden können, die die nämliche Eigen- 
schaft besitzen. 

268. Die algebraische Untersuchung, welche Aronhold 
von der so erzeugten Curve vierter Ordnung gegeben hat, 
ist im Wesentlichen die folgende. Wir denken Liniencoordi- 
naten angewendet und bezeichnen durch «, v, w irgend 
welche lineare Functionen derselben 

« 1^1 + + a-A,, 

daun repräsentieren die Gleichungen 

Ijt) — g.,tü = 0, Ssie— g,M = 0, g,M — |jt) = 0 

drei Kegelschnitte derselben Schaar oder mit vier gemein- 
samen Tangenten und von denen jeder eine der Seiten des 
Fundamentaldreiecks berührt. Ferner repräsentieren 


Si (£ 2 «' — ^3 *«'■) = ^1 g.da«; — g|M) = 0 und $3 (Si«— £if) = *^ 

drei Curven dritter Classe mit sieben gemeinschaftlichen Tan- 
genten, nämlich den vier gemeinsamen Tangenten der Kegel- 
schnitte und den Seiten des Fundaipentaldreiecks. Dann 
kann jede andere Curve dritter Classe mit denselben sieben 
gemeinsamen Tangenten in der Form 


m'£i (£2*' — £3«'’) + «^'£3 (£3«' - £1 «) + *‘''£3 (£i « — £2*^) = 0 


dargestellt werden , in welcher v, iv willkürliche Con.stan- 
ten sind, die wir von der Form 

«i£i' + «2 £2' + «3 £.i'> • • 

voraussetzen für als die Coordiuaten einer beliebigen Gera- 
den. Wenn wir die vorige Gleichung in der Form 


«. £2 £3 

V, V, U, 

tv, w, 6, 


= 0 
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schreiben, so erkennen wir, <lass dieselbe durch die Coor- 
dinatenwerthe befriedigt wird, welche somit die 

Coordinaten einer Tangente dieser Curve sind. Diese Tangente 
ist aber zugleich der beigeordnete Rest des Systems für die 
betrachtete Curve. Denn wir finden die beiden andern Tan- 
genten derselben, die von irgend einem Punkte dieser Linie 
ausgeheu, indem wir in die Gleichung für die §, die 

substituieren; die entstehende Gleichung ist durch fi theilbar 
und wird nach der Division 



M . M , h ij 




^ t ?:) ?| 

+ 

V, v’, iar + i:v 


w", li'S,,' 


w, w", + 


m ", li't)" 

+ (l* t,", = 0. 

w, w", 


Die Symmetrie dieser Gleichung zeigt aber, dass diese Tan- 
gentcupaare dieselben sind, die vom Durchschnittspunkt der 
Geraden 5/’ an ‘he beiden f'urven 


V, V, lag, 

= 0 und 

u, u", 

V, V, 

S3S1 

10, 10, 1, %-i 


w, w", 

5,13 


gezogen werden. Daher sind die Tangenten I.” als die 
respectiven dritten Tangenten jeder Curve aus dem Schnitt- 
punkt ihrer gemeinschaftlichen achten und neunten Tangente 
nach der Definition die beigeordneteu Resttangeuten. 

Die beiden betrachteten Curven beröhren einander, wenn 
die quadratische Gleichung in ' i. : (i gleiche Wurzeln hat, 
oder mit der Abkürzung F, Q, li für die drei Coefficienten 
dieser Gleichung, wenn 

Qt = \Fli 

ist. Bezeichnen wir aber die Minoren der vorigen Determi- 
nanten 

V w" —v" w', iv n" — to"u’, u’v" — vi'v', 
weil sic den Elementen 

ij 
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respective entspreclicii, nach tlor Reihe durch 

x„ x,„ 

so haben wir 

p- i;£,'x,+ g,vx„ 

g _ (I,'i3"+S2"5;) X, + (i;i, "+!;•?, ') x,+ x, , 
p= i,'i:,"x,+ i;v'x,+ s.'VXj. 

Wir können dann 

s;?/' - 

als die Punktcoordinaten av des Durchschnittspuuktes der 
beiden Geraden S,', betrachten und erkennen so, dass die 
Gleichung 

Q'‘ = 4 PP 

äquivalent ist mit 

a-,*X|* + VXj* + ^3^X3^ — 2a;3a;3X3X3 — 2a;3a:,XjX, 

— 2 x,XjX, Xj = 0 

oder 

/(jrx,) + VM) + v\xM = 0. 

Wenn wir endlich in die Unterdeterminanten X, für die 

. . , m", . . 

ihre Werthe 


il 

= fll 


+ 

«2 

i/ 

+ 

«3 

S3' 

V 

= rt, 

' 5 ,' 

+ 

Ö2' 


+ 

«3' 

, 

w 

= «1 

1 .' 

+ 

a.,' 

'S2' 

+ 

«3' 


•f 

u 

= ö, 

s," 

+ 

«2 

S," 

+ 

«3 

S3" 

v" 

== a 

'i." 

+ 

«2' 

^2" 

+ 

«3' 

I3". 

• t 

w 

= «1 


+ 

a.; 


+ 

03 

'S3" 


einsetzen, so erhalten wir 

X( = (flj ^3 02 03 ) a^i -|- (03 Oj O3 0| ) ajj -j- (a, Oj Oj Oj ) , 

X, = (a.;'fl3 — «2 03") x^ + {aj'a, - «3 a") x, + (a/'oj — «1 «3") »^3 , 

X3 = («2 «3' - «/«3 ) + («3 Ol — «3' «1 ) ^2 + («I «2' — «2 ) a -3 • 

Somit reprilsentieren die 

X, = 0, X2 = 0, X3 = 0 

bekannte gerade Linien, nämlich die Seiten des Dreiecks, 
dessen Ecken durch 

u = 0 , t> = 0 , »e = 0 

dargestellt sind. Wir bemerken endlich, dass die Coefficieii- 
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ten iu X,, X.j, Xj die Elemeute der Reeiprocnl- Deteriiii- 
nniite oder des adjungierteii Systems von der Deterniiiiaiite 
sind, welche die Coefficienten von u, v, w bilden, so dass, 
wenn die X< ursprünglich gegeben waren, die «, t?, w durch 
analoge Formeln gefunden werden könnten. 

209. Dieselbe Untersuchung gilt auch für 

= »($., 1 ) = ntfW 

als die Gleichungen der drei Kegelschnitte. Man erhält die 
Werthe von X,, Xj, X 3 in derselben Art wie vorher, aber 
es wird 

P= mni/iJX^ + + Itnl/I/X,, etc.; 

und die Gleichung der Curve vierter Ordnung wird 

yimn^X~) + /(nla;~Xj) + j/Umx-^X^) = 0. 

Diess ist die allgemeinste Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung, welche drei gegebene Paare von Geraden x,, X, ;etc. 
als Doppeltangen ten paare derselben Gruppe besitzt. Die Con- 
stanten b^, b., werden vollständig bestimmt, wenn eine 

siebente Doppeltangente gegeben wird; denn die von den Co- 
ordinaten dieser letzten Doppeltaugente zu erfüllenden Glei- 
chungen 

= 7H^'v = njj'fü 

bestimmen mn, nl, Im als den Grössen 

li'u, i/t)', Ij'tt)' 

proportional. Daher können wir, wenn verlangt ist, eine 
Curve vierter Ordnung mit sieben gegebenen Geraden als 
Doppeltangenten zu beschreiben, ausser der in Art. 266. be- 
stimmten einen Curve, für welche keine zwei der gegebenen 
Doppeltangenten derselben Gruppe angehören, 7. 15, d. h. 
105 andere Curveu vierter Ordnung nach der Methode dieses 
Artikels coustruiereu , indem wir irgend eine der sieben 
Geraden ausscheiden und die sechs übrigen in drei Paare 
gruppieren, was bekanntlich in 15 verschiedenen Arten mög- 
lich ist. 

270. Ausser in Bezug auf die Doppeltangenteu ist die 
Theorie der Curven vierter Ordnung ohne singuläre Punkte 
noch wenig studiert und wir wollen, was wir sonst noch 
darüber mitzutheilen haben, auf den Abschnitt von den In- 
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Varianten und Covarianten versparen. Um die Theorie der 
Doppeltangenten zu vervollständigen, müssten wir die Modi- 
ficatiouen untersuchen, welche diese 'l'heorie erfahrt., wenn 
die Curve einen Do[)jielpiiiikt oder mehrere Doppelpunkte he- 
sitzt. Aber dem Kalle, in welchem eine Curve vierter Ord- 
nung einen Doppelpunkt hat, ist nicht besondere Aufmerk- 
samkeit gewidmet worden, und wir wollen ihn hier nicht er- 
örtern **). Dagegen sind die Curven vierter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten, in dem Falle, wo diese die unendlich fernen 
Kreispunkte sind , dem Falle der bicircularen Curven vierter 
Ordnung, in ausgedehnterer Art untersucht worden und es 
sollen einige der wichtigsten der erhaltenen Resultate mitge- 
theilt w'erden. Natürlich können die für diese Curven ge- 
fundeueji projectivischen Eigenschaften als Eigenschaften der 
Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ausgespro- 
chen und bewiesen werden; wir finden es aber passend, 
mehrere von ihnen in ihrer ursprünglichen Form zu geben, 
da der Leser keiner Schwierigkeit in ihrer Verallgemeinerung 
begegnen wird. Curven vierter Ordnung, welche die unend- 
lich fernen Kreis]>uukte zu Spitzen hab'en , sind unter dem 
Namen der Cartesischeu Ovalen gleichfalls viel studiert 
worden ■'*) und ihre Eigenschaften können ebenso verallge- 
meinert und als Eigenschaften von Curven vierter Ordnung 
mit zwei Spitzen ausgesprochen werden. VV^enn eine Curve 
vierter Ordnung den einen der Kreispunkte zum Doppelpunkt 
und den andern zur Spitze haben soll, so kann sie nicht 
reell sein; in Folge dessen ist dieser Fall wenig studiert 
worden und wir haben über die Eigenschaften der Curven 
vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt und einer Spitze nur 
wenig initzutheilen. 

271. Aus jedem der beiden Doppelpunkte einer Curve 
vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten gehen nach Art. 79. 
vier Tangenten an die Curve und wir werden jetzt beweisen, 
dass die Doppelverhältuisse dieser beiden Büschel von vier 
'rangenten einander gleich sind. 

Die allgemeine Gleichung einer Curve vierter Ordnung, 
welche die Fundamentalpunkte in der Geraden 0:3 = 0 , also 
ihre Schnittpunkte mit den Ger.aden a:| = 0 , a-.j=0 zu Doppel- 
punkten hat, ist 
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(^^1 + »IXj) 

+ V '^f^■,3:i-^'2{|x.x^-^2hx^x^) = 0; 

und die Paare der Taii^fenten dieser Curve in den Doppel- 
punkten sind durch 

X,’ -p 2 iin\x.f -|- hx/ — 0, -f- 2/x.^Xj -(- nx,* = 0 

gegeben. Wir venniiidern die Allgemeinheit nicht, indem 
wir h^ — b.^ — 0 setzen, weil wir damit als die (jeradeu 
X, - 0 und X., — 0 nur die Geraden wählen , welche zu der 

Verbindungslinie der Doppelpunkte x., = 0 in Bezug auf das 
jedesmalige Tangentenpaar harmonisch conjugiert sind. Wenn 
wir aber nun die Gleichung der Curve in tier Form 

(Aa + 

+ x,’ (rtx,= + 2(/XaX, + rx,-) = 0 
schreiben, so sehen wir unmittelbar, dass die vier Tangen- 
ten der Curve aus dem Dojipelpunkt Xj = x, = 0 durch die 
Gleichung 

(x,’ -f />x/) (nX|» + 2flX^Xf -f fx.,*) = x^’ (/"x., -f //x,)’ 
oder 

rtx,'* -j- 2 ^x,^X 3 -|- (r -f- — /P) x,’x.,- -{- 2 {hu — bf) x^’x, 

+ v>c-n)x,^^() 

ausgedrilckt sind. Die Invarianten dieser biquadratischen 
(ileichung sind 

I=nhc — aP — h(f fgh — /'•)*> 

C}J = (ahc — aP — hg- — fgli) {c ah — /P) 

- I A’ («r+ /'</’) + + I P<f - /‘T- 

Indem wir bemerken, dass die W'^erthe in Bezug auf n und h, 
/'und g symmetrisch sind, erkennen wir, dass sie mit den 
invarianten der biijuadratischen Gleichung übereinstimmen, 
welche dem Büschel der Tangenten aus dem Doppelpunkt 

Xj = X3 = 0 

entspricht und damit, dass diese beiden Tangentenbüschel 
projectivisch sind. 

272. Daraus ergiebt sich, wie in Art. 1(19., dass durch 
die beiden Doppelpunkte und die vier Schnittpunkte jeder 
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Tangente aus dem einen mit der entsprechenden Tangente 
aus dem andern ein Kegelschnitt geht, und weil die Strahlen 
des zweiten Büschels in vier verschiedenen Ordnungen ge- 
nommen werden können, ohne dass das Doppel verhältniss 
geändert wird, dass die sechzehn Schnittpunkte der Tangen- 
ten der ersten Reihe mit den Tangenten der zweiten Reihe 
in vier Kegelschnitten liegen, welche alle durch die beiden 
Doppelpunkte gehen. Ist die Curve vierter Ordnung bicir- 
cular oder sind die beiden Doppelpunkte die unendlich fernen 
Kreispunkte, so sagt der Satz, dass die sechzehn Brenn- 
punkte einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
zu je vier in vier Kreisen liegen”). Wir bemerken, 
dass einer von den bezeichneten vier Kegelschnitten durch 
die Doppelpunkte in zwei gerade Linien degenerieren kann, 
von denen die eine die Doppelpunkte verbindet, dass also 
insbesondere vier von den Brennpunkten einer bicircularen 
Curve vierter Orduung in einer Geraden liegen können. 

273. Wir haben früher bemerkt, dass die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung in unendlich vielen Arten in die 
Form 

„ _|_ ^72 _|_ cW 2 ^ 2fV-W -^2(jWU -\-2hUV =Q 

gebracht werden kann, in welcher 

f7=U, F=0, W = 0 

Kegelschnitte repräsentieren. Hat die Curve keinen singu- 
lären Punkt, so haben die drei Kegelschnitte keinen gemein- 
samen Punkt, da jeder Punkt, welcher denselben allen ge- 
meinschaftlich wäre, ein Doppelpunkt in der Curve vierter 
Ordnung sein müsste, welche dieser Gleichung entspricht. 
In dem Falle der Curve mit zwei Doppelpunkten können 

I/=0, F=0, IF=0 

als Kegelschnitte betrachtet werden, welche durch die Doppel- 
punkte gehen, und als Kreise somit, wenn diese Doppel- 
j)unkte die unendlich fernen Kreispunkte sind. Wir verlieren 
nichts au Allgemeinheit, wenn wir imsere Untersuchung auf 
' die Gleichung 

U\V= F’ 

richten, auf welche wie in der Theorie der Kegelschnitte die 
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vorige Gleicliimg in uiieiullich vielen Arten reduciert werden 
kann. Wir können sie z. U. schreiben 

(n U-\-gM^+h Vf={}i‘—ah) V‘-\-2{gh—af) 1']»'+ (f-- ac) 

in welcher Form die rechte 8eite der Gleichung in Factoren 
zerfUllt. 

Bicirculare Curven vierter Ordnung und allgemeiner solche 
mit zwei Doppelpunkten können somit durch Untersuchung 
der Gleichung 

U W = F’ 

studiert werden, d. h. indem man sie als Enveloppe des 
Systems 

l^U + 2iV-i- IF = 0 

- betrachtet, in welchem 

u=^0, V = 0, kF = 0 

Kreise respective Kegelschnitte durch die beiden Dpppelpunkte 
sind. Und man hat nur zu untersuchen, in welcher Weise 
diese Beschränkung die früher erlialtenen Resultate uiodi- 
ficiert. (Vergl. Art. 252 f.) 

274. Wenn drei Kegelschnitte zwei Punkte gemein haben, 
so zerfällt ihre Jacobi’sche Curve in die gerade Verbindungs- 
linie dieser Punkte und einen gleichfalls durch diese Punkte 
gehenden Kegelschnitt; und wenn insbesondere die drei Kegel- 
schnitte Kreise sind, so ist der Jacobi’sche Kegelschnitt 
auch ein Kreis und zwar der Orthogonalkreis der drei ge- 
gebenen. (Vergl. „Kegelschn.“ Art. 360.). Weil die Ja- 
cobi’sche Curve durch eine Ueterminante dargcstellt wird, 
so ist die von 

ytU + y,v + y,w = o 

dieselbe wie die von 

f/=0, F=0, TF = 0 

und wenn diese Kreise sind, so haben alle in der vorigen 
Gleichung dargestellten Kreise denselben Orthogoualkreis. 
Wenn 

77=0, F=0, TF = 0 
Kreise sind, deren Ccntra als die Punkte 
xP, x.«), 
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bostimnit sind, so sind die Coordinaten des Centrums von 

AUf-f 2A F+ ir = n 

dureil 

AO-.,'" 4- 2Aa;.w + a-3<3) 

ausdrückbar und der Ort, den das Cenlnmi mit veriinder- 
liehem A durchläuft, ist ein Kegelschnitt. Die Curve vierter 
Ordnung 

UW= 

kann also als die Euveloppe eines Kreises betrachtetet wer- 
den, dessen Mittelpunkt sich auf einem festen Kegelschnitt 
J<’ bewegt und der einen festen Kreis J immer orthogonal 
durchschneidet. (Die Hrennpunkte dieses festen Kegelschnitts 
sind zugleich die Dojijielbrennpunkte der (,’urve vierter Ord- 
nung Und allgemeiner ist die Curve vierter Ordnung 
mit zwei Dojipel punkten 

(/ IF — F» = 0 

für 

r=o, F = n, )F = ü 

als Kegelschnitte durch dieselben die Eiivelojipe des veränder- 
lichen Kegelschnitts 

A»Z/-f 2AF-f IF = 0, 

welche die festen Doppelpunkte auch enthält und ein System 
von gemeinsamem .laco bi sehen Kegelschnitt beschreibt, 
während der in Bezug auf ilin genommene Pol der die Doppel- 
punkte verbindenden Geraden einen festen Kegelschnitt F’ 
beschreibt. 

275. Durch jede besondere Relation zwischen der Ja- 
cobi 'sehen Curve und dem Kegelschnitt F’ wird die Natur 
der entstehenden Curve vierter Ordnung modificiert. Wenn 
F’ die.selbe berührt, so ist der Berülirungspunkt ein neuer 
Doppelpunkt der Curve vierter Ordnung; findet zweimalige 
Berührung zwischen denselben statt, so zerfällt die Curve 
vierter Ordnung als vier Doppelpunkte enthaltend in zw’ei 
Kegelschnitte, welche durch dieselben gehen. Geht F’ durch 
einen der festen Doppelpunkte, so wird derselbe insbesondere 
zu einer Spitze der Curve vierter Ordnung und wir erhalten 
somit, wenn F’ durch beide hiudurchgeht, eine Curve vierter 
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Orduung mit zwei S])itzeii. >So wird die bicirculare Curve 
vierter Orduung, wenn auch 1<\ der Ort der Centra, ein Kreis 
ist, zu einer solclien Curve mit .Sj)itzeii in den Kreispunkten, 
d. li. zu einer Cartesisclien Curve. 

Wenn der Kegelselinitt F die Verinndung.sgerade der 
Doppelpunkte beriilirt, so wird diese Ijinio ein Tlieil der 
Curve vierter Ordnung; ini Falle der bieircularen Curven 
zerlallt also die Curve vierter Ordnung in die unendlich ferne 
Gerade und eine bicirculare Curve dritter Ordnung, wenn der 
Kegelschnitt F eine Paral)el ist. 

Wenn die Centra der drei Kegelschnitte 

J/=0, K»=0, W=0 

in einer geraden Linie liegen, so reduciert sich die Ja- 
cob i 'sehe Curve auf diese Gerade. 

276. Wir kehren zur Gleichung 

zurück. Es giebt, wie wir sahen, im Allgemeinen sechs Werthe 
von Jl, für welche 

PU+ 2A F+ IF 

in Factoren zertüllt und die durch die verschiedenen Facto- 
ren re])räsentierten Geraden sind Doppeltangenten der Curve 

UW= FC 

Wenn aber 

U=0, F=0, TF=0 

silmmtlich durch feste Funkte gehen, so muss 

F-f >F = 0 

als Gleichung einer durch dieselben Funkte gehenden Curve, 
insofern sie gerade Linien darstellt, entweder zwei Gerade 
ausdrücken, von denen jede durch einen dieser Funkte geht, 
oder die gerade Verbindungslinie derselben zusammen mit 
einer andern Geraden. Im erstem Falle sind die beiden 
Geraden keine eigentlichen Doppcltangcnten der Curve vierter 
Ordnung 

VW = V\ 

sondern gewöhnliche Tangenten derselben aus einem ihrer 
Doppel|)unkte — da ja jede durch einen Doppelpunkt gehende 
Gerade eine uneigentliche Tangente der Curve ist; im letztem 
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Falle ist eine der beiden Geraden eine eij'eutliclie Doppel- 
tangenteiite, während die andere die V'erbindungslinie der 
Doppelpunkte ist. So entsprechen von den sechs VVerthen 
von A nur zwei dem Falle eigentlicher Doppeltangenten. Denn 
für L — l) als die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne 
der Kegelschnitte 

U=0, F=n, Tr = o 
sind die letzteren Gleichungen von der Form 
nU+LM=0, bU+LN=0 und A*[f+2Ar+TF 
hat L zu dem einen Factor, wenn X eine der Wurzeln der 
Gleichung 

A’ + 2Art 4-6 = 0 

ist. So giebt es iiu Falle Iticircularer C-urven vierter Ord- 
nung für 

U=^0, F=0, >F = 0 

als Kreise zwei Werthe von A, für welche der Coefticient 
von X* -}- y- in 

A*I/+ 2A F+ 1F= 0 •- 

verschwindet und für jeden dieser Werthe bezeichnet diese ' 
Gleichung eine gerade Linie, welche die Curve 
UW=V^ 

doppelt berührt. 

Wir können dasselbe Ergebniss aus der Coustruction des 
Art. 274. geometrisch ableiteu. Wenn der Kreis 
A»?7-}- 2A F-f 1F= Ü 

eine gerade Linie wird, so liegt das Centrum desselben im 
Unendlichen, also in einem der beiden unendlich fernen 
Punkte des Kegelschnitts F, und die beiden Dop2)eltangen- 
ten sind also die vom C'entrum der Jaco bischen Curve auf 
die Asymptoten desselben gefällten Normalen. 

ln jedem der vier andern Fälle, wo die Discriminante 
der Gleichung 

A^U-f 2AF-f W=0 

verschwindet, bezeichnet diese ein Paar von Tangenten der 
Curve vierter Ordnung, von denen jede durch einen der un- 
endlich fernen Kreispunktc geht und deren Durchschnittspunkt 
also ein Brennpunkt der Curve ist; oder was dasselbe ist. 
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PU+2XV+ W=0 

ist die Gleichung eines unendlich kleinen Kreises, dessen 
Centrum der Brennpunkt ist und der mit der Curve vierter 
Ordnung in doppelter Berührung ist. Wenn von zwei zu 
einander orthogonalen Kreisen der eine sich auf einen Punkt 
reduciert, so muss dieser Punkt auf dem andern liegen; wenn 
also 

x^ü-\-2xr+ w = o 

sich auf einen Punkt reduciert, so muss dersell)e auf dem 
J a c 0 b i 'sehen Kreise von 

f/=0, F=0, TF=0 

liegen. Wir erhalten somit vier Brenn jiunkte, nämlich die 
Durchschnitte dieses Jacobi'schen Kreises mit dem Kegel- 
schnitt F, welcher der Ort der Centra der im System 

l-‘U+2Xr+ TF=0 

enthaltenen Kreise ist und daher als ein Focalkegelschnitt 
bezeichnet werden kann. 

Die vier Punkte, in denen der Jacobi’sche Kreis die 
Curve vierter Ordnung schneidet, sind Punkte, in welchen 
Kreise des Systems 

A’f7+2/tF+TT=0 

die Curve vierter Ordnung in vier aufeinander folgenden 
Punkten treflFen. (Art. 252.) 

Es giebt vier Wege, in welchen die Gleichung einer 
gegebenen bicircularen Curve vierter Ordnung auf die Form 

f7TF = 'F* 

reduciert werden kann; jedem derselben entsprechen vier 
Brennpunkte, zwei Doppeltangenten und vier cyclische 
Punkte oder Punkte der Curve, wo vier aufeinanderfolgende 
Punkte derselben auf dem nämlichen Kreise liegen (Art. 114.). 
Diese Curven haben also in Allem 10 Brennpunkte, 8 Doppel- 
tangenten und 16 cyclische Punkte. 

277. Wenn einer der Brennpunkte der Curve als An- 
fangspunkt der Cartesischen Coordinateu genommen wird, 
so muss die Gleichung derselben von der Form 

(x^-ft/’) TF= F* 
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sein, für TT = 0 und F = 0 als zwei Kreise; die Curve 
vierter Ordnung ist die Euvelopjie von 

+ 2A K + P W = 0. 

Ausser dem Wertlie / = 0 giebt es drei andere Werthe von 
i., für welche dieser veränderliche Kreis sich auf einen Punkt 
reduciert; und einer dieser Werthe muss reell sein. Wir 
können daher die Oleichung schreiben 

+ y’) (X-’ -\-if + 2kV-{-k-‘W) = (.r» + f + k Vy, 
oder in andern Worten, wenn wir einen Brennpunkt kennen, 
so kann die Gleichung der Curve vierter Ordnung auf die 
Form 

Ali= F* 

gebracht werden, in welcher .4 — 0 und li = 0 Puuktkreise 
sind. 

Wir können die bicirculareu Curveu vierter Ordnung in 
zwei Cla.«sen theilen, je nachdem die Ijeiden andern Werthe 
von k, für welche 

^1 + 2AF+A*iy = 0 

sich auf die Gleichung eines Punktkreises reduciert, reell 
oder nicht reell sind, oder mit andern Worten, je nachdem 
die vier reellen Brcnn|)uuktc in einem Kreise liegen oder 
nicht. Ist im ersten Falle C = 0 einer der beiden Puiikt- 

kreise, so eliminieren wir wie in Art. 258. die Grösse V 
zwi.schen den Gleichungen 

A B = F* und A + 2kV+ PB = C 
und erkennen, dass die Gleichung der Curve vierter Ordnung 
in der Form 

l }/{A) + m y\Bj + H V(P) = 0 

dargestellt werden kann, d. h. dass die Curve der Ort eines 
Punktes ist, dessen Entfernungen von drei festen Punkten 
durch die Relation 

1 p -(- «( p' + q" — 

verbunden sind. 

Die Bedingung, unter welcher 

l /(Ä) + m y^B) + n y{Ü) = 0 

durch 

A.4 + nC=0 
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berührt wird, ist (vergl. „Kegelsc-hiiitte“ Art. 159.) 


und wenn 


L _|_ + !•’ = 0 

X ' pL ' V 

A = 0, 6’=0 


l’uuktkreise sind und a, h, c die Lllngen der sie verbindenden 
(Jeradeu bezeichnen, so kann leiclit bestätigt werden, da.s.s 
die Discriuiinante von 


XA + nB + i/C== 0 

verschwindet-, wenn 


a» . 1/« , c« 

i /I r 


= 0 


ist. Die zwei so erhaltenen Gleichungen bestimmen A,u, v 
und daher den vierten Brennpunkt. 

Wir wissen aber (vergl. „Kegelschn.“ Art. 125.), dass 
für vier l’unktkreise A, B, C, 1) uni die Punkte .1', B , C, Z>' 
die identische Relation besteht 


BCiy. A + C’D A’. B + D'A'ir. C + ÄKC. 7) == 0, 


wenn /l' 7/ C, etc. die Flächeuzahlen der Dreiecke der Punkte 
A', 77, C ’ ; etc. bezeichnen. Demnach sind X, g, v den Inhalten 
der Dreiecke proportional, welche vom vierten Brennpunkt 
mit jedem Paar der drei andern Brennpunkte gebildet werden. 
Im Falle, wo die drei Punkte 

A', 77, C 

in einer geraden Linie liegen, beweist mau leicht, dass die 
Quadrate der Entfernungen irgend eines Punktes von vier 
Punkten einer Geraden durch die Gleichung mit einander 
verbunden sind 


^ - 4_ ^ ~ _|_ 

• I 7IM' II' ir it jy 7 


V 


A'li'. ÄC'.äB 


li 'A .Ji C. B D 
1) 

IfjL.DB. I/C' 


Ü'A\ CB". C D' 


Dann sind die Reciproken von X, (i, u zu den Producten 
A'B'.A'C. Ä U, B' A' .B-C'. 7/ 7> , 6" A’ . C' 7/ . C D' 

l>roportional und wir erhalten die Gleichung 

P..4'77. A'C. ÄD'-\-m'^.BA'. B'C.B'D'+ n‘‘.aÄ. CJf. Cl)'= 0. 

äalmon, HöUere Curveu. <20 
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Insbesondere liegt für 

/•’. Älf. AC+ m\ irA’. «’• = 0 

der vierte Brennpunkt im Unendlichen und die Curve ist 
eine Cartesische Curve. 

278. Wenn vier concyclische Brennpunkte für 
eine bicirculare Curve vierter Ordnung gegeben 
sind, so gehen durch einen beliebigen Punkt zwei 
sich rechtwinklig durchschneidende Curven die- 
ser Art. 

Wenn der vierte Brennpunkt gegeben ist, so sind die 
Werthe von A, p, v bekannt, für welche die Curve 

AA -1- (t.li -p vC = 0 

sich auf einen Punkt reduciert; und es können otfenbar zwei 
Sy.steme von Werthen der l,m,n gefunden werden, welche 
den Gleichungen 

l + !ü! + if! = 0 

I ' y. ' V 

und 

? p -j" P ’ + p" = 0 

genügen, in deren letzter die p, p', p" oder y{A), Yili), ViC) 
die Entfernungen eines gegebenen Curvenpunktes von den 
drei Brennpunkten bezeichnen. 

Zwei Curven vierter Ordnung 

iylÄ)-j-my'(B)-^ny{C) = 0, 

r /(Ä) + m y{B) -y «' y{c) =;) 

sind confocal, wenn 


ist, wie man durch Elimination von A,-p, v zwischen den 
drei Gleichungen 

ÜL’ + _ 0, + !1L’ + 'L’ = 0, 

i * fl ' V * >l ' |li * V ^ 

= 0 

l ' yi ' V 

sofort erkennt. 

Um sodann die Bedingung aufzustellen , unter welcher 
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diese Curven vierter Ordnuiij^ sich rechtwinklig durchschnei- 
den, schicken wir voraus, was man leicht bestätigen wird, 
dass für A,B, C als Puuktkreise und a,b,c als von der 
vorher bezeichneten Bedeutung die Bedingung des recht- 
winkligen Durchschnitts für 

XA + iiB + vC^O, X’A + II B + vC = 0 
in der Gleichung 

o* ({IV + n'u) -|- 6’ (vX' -|- vX) -f- c* {Xu' -f- X'[i) = 0 

ausgedrückt wird. Wir bemerken ferner (vergl. „Kegelschn.“ 
Art. 159.), dass die Curve vierter Ordnung 

l J/{A) + m y(B) + « j/(C) = 0 

in einem Punkte, für welchen q, g, p' die Werthe von 

y(A), Y(B), YiC) 

bezeichnen, von dem Kreise 

— A+ B + Z C = 0 

9 9 9 

berührt wird. Endlich ist die Bedingung, unter welcher 
dieser Kreis den Berührungskreis von 

r V(Ä) + m' j/(ü) + n' V'iC) = 0 
in demselben Punkte rechtwinklig durchschneidet 

h ■' 1- c* V — == 0. \ 

9 9 9 9 99 

Durch Auflösung der Gleichungen 

Zp -j- t»p' -[- ng" — 0, l'g -f- mg' -{- n'g" = 0 

ergeben sich aber die p, p', p ' respective proportional zu den 
Grössen 

{mn — m'n), {nV — n'l), {Im' — l'm) 

und somit durch Substitution in die vorige Gleichung die Be- 
dingung der Orthogonalität der (Jurven vierter Ordnung 

a’ {m‘‘n^— m"‘n‘) -|- l>‘{n^P — n'-Z-) -f- c-(Z^ — nm‘) — 0; 

dieselbe, welche die Confocalität der nämlichen Curven aus- 
spricht. 

Die Gültigkeit des Beweises erscheint von der Realität 
des C unabhängig und es gilt also der Satz, dass confocale 

20 * 
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Gurren vierter Ordnung sich rechtwinklig schneiden, auch 
dann, wenn die vier reellen Punkte nicht in eineinjvreise liegen. 

279. Der Satz des vorigen Artikels wurde von Hart 
durch geometrische Betrachtungen zuerst für den Fall der 
circularen Curve dritter Ordnung begründet. Wenn wir den 
Ort eines Punktes suchen, für welchen seine Entfernungen 
von drei festen Punkten durch die Belation 

Z p -(■ w* i*' “P ” t*" = 

verbunden sind, so wird der Coeflicient von (a:* -f- ?/’)* Jorch 

{I -{- + «) ('»' + « — Z) (m + Z — m) (Z + m — n) 

ausgedrückt; der fragliche Ort , welcher im Allgemeinen eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung ist, reduciert sich also auf 
eine circulare Curve dritter Ordnung für 

Z + ”* i ^ 

und es gelten daher die vorher entwickelten Sätze auch 
für diese Curven, welche auch sechszehn Brennpunkte haben, 
die im Allgemeinen in vier Kreisen liegen. Hart beweist, 

dass die Punkte O, F, Q, 
als die Schnittpunkte der 
Gegeuseitenpaare oder die 
Centra des von den vier 
Brennpunkten A, B, C, D 
der Curve dritter Ordnung 
gebildeten V'ierecks, auf 
der Curve liegen und eine 
der Halbierungslinien des 
von dem betreffenden Ge- 
genseitenpaare gebildeten 
Winkels zur Tangente ha- 
ben, welche zugleich der 
reellen As^'mptote der 
Curve parallel ist; sowie 
dass die Curve auch durch 
den Mittelpunkt li des Fo- 
calkreises hindurchgeht und 
hier ebenfalls die Parallele 
zur reellen Asymptote bc- 


FiB. r.7. 
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rührt. (Die Ceiitra der vier Focalkreise der circularen Curve 
dritter Orduunf' sind also die Berülmingspuiikte der der reellen 
AsymjiU)tc parallelen Tangenten oder liegen auf einer Ily- 
perhel-, für die diese gleichfalls Asymptote ist.) Weil aber 

0, 1’, Q, li die Berührungspunkte der von demselben Punkt 
der Curve au dieselbe gehenden Tangenten sind, so ist der 
Schnittpunkt von 01‘ mit QU oder der Pu.s.spuukt der Nor- 
male von O auf QU gleichfalls ein Puidit der Curve (Art. 

1. öl.); und das Gleiche gilt für die Schnittpunkte von OQ 
mit ril und von OU mit UQ. Und man zeigt überdiess, 
dass die Tangenten der beiden Curven dritter Ordnung, 
welche durch die.se Punkte gehen, in ihnen zu einander 
rechtwinklig sind. So sind die sieben den beiden Curven 
dritter Ordnung mit A, Jt, C, D als Brennpunkten gemein- 
schaftlichen Punkte durch einfache Constructionen bestimmt, 
und wir können von da aus durch die Mcthoile der Pro- 
jection zu Sätzen gelangen, von denen einige früher ent- 
wickelt worden sind; z. B. (vergl. Art. 153.) wenn in irgend 
einer Ordnung eutsjirechende 'rangenten aus zwei Punkten 
I,J einer Curve dritter Ordnung sich in Punkten A,]},C,D 
durchschneiden, so sind die Gegenseitensehnittpunkte des 
von ihnen gebildeten Vierecks gleichfalls Punkte der Curve 
und haben den Punkt, in welchem die Gerade IJ die Curve 
überdiess schneidet, zu ihrem gemeinschaftlichen Tangential- 
punkt; der Berührungspunkt der vierten Tangente aus diesem 
ist der Pol der Geraden IJ in Bezug auf den durch die 
Punkte A, U , (J, I) , I, J gehenden Kegelschnitt. 

2S(l. Die Bew'eismethode von Hart bestand in dem 
Nachweis, da.ss bei gegidjcneu Brenn]mnkien ilie im Art. 277. 
begründeten Relationen in Verbindung mit der Bedingung 

I n — m 

zur Bestimmung von hinreichen und dass für «, b, e, R 

als die Entfernungen der vier Brennpunkte von 0 die Curve 
entweder die durch 

(b -j- c) p + (o — V) q" = + («-[- c) Q 
oder die durch 

(c — b) p + (rt + b) p" = it (« + c) p' 
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ausgedrflckte Eigenschaft haben muss. Jeder Coefficient hat 
hier ein doppeltes Zeichen, weil in der Gleichung 

i p -j- wt p' + M p" = 0 

nach Entfernung der Wurzeln nur die Quadrate von l, m, n, 
Vorkommen. Die beiden Gleichungen entsprechen zwei ver- 
schiedenen Curven dritter Ordnung, welche die nämlichen 
Brennpunkte haben; die verschiedenen Zeichen entsprechen 
verschiedenen Aesten derselben Curve. 

Die oberen Zeichen gehören insbesondere zu einem in’s 
Unendliche gehenden Aste, weil bei ihrer Geltung die Glei- 
chung fiir 

9 = 9= 9 

erfüllt wird, welche einem unendlich fernen Punkte entspre- 
chen; in diesem Aste liegt das Centrum des Focalkreises. 
Die unteren Zeichen gehören dagegen zu einem Oval, weil 
sie mit p = p' = p" unverträglich sind. W’eil die Gleichungen 
für a,h,c als die Werthe von p, p', p" erfüllt werden, so 
gehört der Punkt 0 zur Curve dritter Ordnung. 

In gleicher Art haben wir die Relationen 

(c — rf) p + (a + if) p" = + (a + c) p'" 

oder 

(c + f/) p + (« — ff) p" = ± (« + c) 9"\ 

also durch Combination 

e + e ' + e ' 

a + c ~ b + d ’ 

oder die beiden Curven dritter Ordnung bilden den Ort der 
Durchsclmitte zweier ähnlicher Kegelschnitte, die A und C, 
H und D zu ihren resjiectiveu Brennpunkten haben. Die 
sich in 0 durchschueidenden ähnlichen Kegelschnitte haben 
ofl'enbar eine der Halbierungslinien des bezüglichen Winkels 
zur gemeinschaftlichen Tangente und diese Halbierungslinien 
sind daher, wie wir schon angaben, die Tangenten der bei- 
den den Ort bildenden und sich daher rechtwinklig durch- 
schneidenden Curven dritter Ordnung. 

281. Curven viciier Ordnung mit zwei Spitzen können 
als Grenzfall solcher Curven mit zwei Doppelpunkten aufge- 
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fadst werden. Man nennt solche Curven Cartesische, 
wenn die unendlich fernen Kreispunkte I, J diese Spitzen 
sind; Des Cartes studierte diese als Cartesisches Oval 
bezeichnete Curve als den Ort eines Punktes 0, dessen Ent- 
fernungen von zwei festen Punkten A, B durch die Relation 

Iq Hr wp' = c 

verbunden sind. Chasles zeigte und man kann es ohne 
Schwierigkeit bestätigen, dass immer, wenn diese Relation 
erfüllt ist, ein dritter Punkt C in der Linie ,11? existiert, 
für welchen die Entfernung von 0 eine Relation von der 
Form 

Iq + Mp" = c 

erfüllt, oder mit andern Worten, dass das Oval ausser den 
beiden von Des Cartes betrachteten Brennpunkten noch 
einen dritten Brennpunkt von der gleichen Eigenschaft be- 
sitzt. Wir wollen nun die Bezeichnung Cartesische Curve 
in etwas weiterem Sinne gebrauchen. Wir werden zeigen, 
dass für eine Curve vierter Ordnung, welche die Punkte 1, J 
zu Spitzen hat, drei Brennpunkte in gerader Linie existieren; 
sind dieselben reell, so ist die Curve mit der von Des Cartes 
studierten identisch; wenn aber zwei von ihnen nicht reell 
.sind, so wollen wir die Curve noch als eine Cartesische 
bezeichnen, obwohl die Cartesische Erzeugungsweise nicht 
länger gilt. 

Die Gleichung der Cartesischen Curve kann für 
^ S — 0 und i = 0 

als Gleichungen eines Kreises und einer Geraden respective 
und für 1: als eine Constante oder k = 0 als Ausdruck der 
unendlich fernen Geraden in die Form 

gesetzt werden, aus welcher ersichtlich ist, dass die ächuitt- 
j)uukte von S — 0 und h = 0 Spitzen sind, deren Tangenten 
sich im Mittelpunkte von S durchsclineiden , so dass dieser 
der dreifache Brennpunkt der Curve ist; die Gerade L = 0 
ist eine Doppeltangente derselben. Wir wollen bemerken, 
dass diese Curve von Cayley uuter der Gleichungsform 
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(x* iß — «■)’ -|- U!yl {x — m) = 0 
studiert worden ist. 

Die Form L Hisst die ( Uirve als die Eiiveloj)j>e 

des veränderliehen Kreises 

AVv/v + 2A,V-f F = 0 

erselieincn, dessen Mittelpunkt sieh läiiffs einer zu L = n 
normalen j'eräden Linie bcwcfft. Durch Vergleichung der 
Discriminonte derselben mit Null erkennt man, djws es drei 
Werthe von A giebt, für welche der Kreis sich auf einen 
Funkt reduciert, otler mit andern Worten drei Brennpunkte. 
Nach der vorher entwickelten Theorie kann aber für 

yl = 0, Jf = 0, C’=0 

als irgend drei Lagen des veränderlichen Kreises die Glei- 
chung der Enveloppe in der Form 

1}/{A) +my\J}) + n }/{(') = () 

dargestcdlt werden ; und wir haben daher für p, p', p" als die 
Entfernungen von den drei Brennpunkten die Eigenschaft 

?p -(- m q' 1) ff" == 0 

oder, weil k- = 0 ein Kreis des Bystem.4 ist, der dein Werthe 
A = 0 ent8|U’icht, wir haben 

/ p -(- »« p' = nk. 

Eine C artesische Curve kann auch als Ort der Spitze 
eines Dreiecks erzeugt w'erden , dessen Basisecken sich in zwei 
festen Kreisen bewegen, während die Seiten und die Basis 
sich um die Cenlra und einen festen Funkt in der Gentral- 
Hnie derselben drehen. 

W'enn eine Sehne die Cartesische Curve in vier 
Funkten schneidet, so ist die Summe der Entfer- 
nungen dieser Letzteren von einem der Brennpunkte 
coustant. Denn die Folargleichung der Curve für den 
Brennpunkt als Fol ergiebt sich in der Form 

p- — 2 {a -\-h cos m) p -j- c’ = 0 

und durch die Elimination von u zwischen dieser und der 
Gleichung einer beliebigen Geraden erhalten wir für p eine 
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biquadratische Gleichung, in welcher der Coefficient des 
zweiten Gliedes durch — 4« gegeben ist. 

Wenu c = ü i.st, so wird die vorige (ileichung 


p = <t -f" cosoj 


und die Gurve hat ausser den Spitzen in I und J iui An- 
faugsiuinkt der Coordinaten einen Knotenpunkt. Man nennt 
sie dann die l’ascarsche Jjimat;oii oder Schnecke und 
kann sic effenbar dadurch erzeugen , dass man in den Radien 
vectoreu des Kreises aus einem Punkte desselben constante 
Längen von ihren Endpunkten aus abtrilgt. Wenn noch 
sj)ecieller a = h ist, so erhält die Curve eine dritte Spitze 
und heisst die Cardioide; die abzutrageude constante Länge 
ist dem Durchmesser des Kreises gleich. Die Gleichung kann 
in der Form 

p^ = cos i a 

geschrieben werden. 


282. Die Rrennpunkts- Eigenschaften , die wir so eben 
erörterten, können durch die Methode der Inversion nach 
Art. 123. untersucht werden. Man zeigt mit Leichtigkeit, 
diiss jedem Brennpunkt einer Gurvc ein Brennpunkt der in- 
versen Gurve entspricht und dass das Gentrum der Inversion 
ein Brennpunkt ist, wenn die unendlich fernen Punkte J, J 
Spitzen sind. 

So ist für die Gartesische Gurve mit drei in einer 
Geraden liegenden Brennpunkten die Inverse in Bezug auf 
irgend einen Punkt eine bicirculare Curve vierter Ordnung 
mit vier Brennpunkten in einem Kreise, nämlich dem Cen- 
triim iler Inversion und der cntsjirecheifden der drei gegebenen 
Brennpunkte. Da nun aber für 0 als Gentrum der Inversion 
und Ä, H' als die entsprechenden Punkte zu A, Ji die Re- 
lation besteht ' 


AB 


oÄ‘. an’ > 


so tritt an Stelle einer Relation von der Form 


k . rtP-f- ja . BP=c 
eine solche von der Form' 

r. .-l'I' + p'. B F = c'. OF, 
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und wir erhalten somit die Fiindameiitaleigenschaft der bi- 
circularen Curveu vierter Ordnung, indem wir sie als die In- 
verse einer Cartesischen Curve betrachten, ln derselben 
Weise entspringt aus jeder Relation 

X . AP -)- ft . BP -j- V . CP = 0 
eine Relation ‘ 

X'. ÄP+ fl’. iJ'P'-f V. CP = 0. 


Die inverse Curve einer bicircularen Curve vierter Ordnung 
für einen ihrer Punkte als Centrum der Inversion ist eine 
circulare Curve dritter Ordnung und diese besitzt daher die- 
selben Focaleigenschaften wie jene. In Bezug auf jeden der 
Punkte 0, P, E (Fig. des Art. 279.') ist eine bicirculare 
Curve dritter Ordnung und eine bicirculare Curve vierter 
Ordnung sich selbst invers, d. h. jeder ihrer Punkte ent- 
spricht einem andern. 

Da der Winkel, unter welchem zwei Curven sich schnei- 
den, durch Inversion nicht geändert wird, so gilt der Satz 
vom rechtwinkligen Durchschnitt confocaler Curven dieser 
Art für die der vierten, sobald er für die von der dritten 
bewiesen ist und umgekehrt. Die inverse Curve eines Kegel- 
schnitte ist eine bicirculare Curve vierter Ordnung, welche 
das Ceiitrum der Inversion zum dritten Doppelpunkt hat, und 
inan schliesst daher aus der Brennpunktseigenschuft der 
Kegelschnitte unmittelbar, dass solche Curven vierter Ord- 
nung, die durch die Relation 


A’P . B'P 
OA OP 


c.OP 


ausgedrückte Eigenschaft haben für A', />' als zwei ihrer Brenn- 
jiunktt' und O als den Doppelpunkt. Die Beziehung der 
Punkte der Kegclscbnitte zu Brennpunkt und Directrix giebt 
daher unmittelbar eine andere von Hart bemerkte Con- 
struction zur Erzeugung dieser Art von Curven vierter Ord- 
nung. Wenn der von dem festen Punkte C ausgehende Ra- 
dius vector CE eines durch diesen Punkt gehenden Kreises 
die Curve in P schneidet, .so ist PA = PE für A als einen 
andern festen Punkt 
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283. Ffir Gurren vierter Ordnung mit zwei Doppelpunk- 
ten lässt sich eine Theorie der Einschreibung von Polygonen 
in vollkommener Analogie zu Poncelet’s Theorie derselben 
für Kegelschnitte entwickeln ■'®). Seien A und Jf die Doppel- 
punkte, so verbinde man den einen derselben A mit einem 
beliebigen Punkte P der Curve, den neuen Schnittpunkt <i> 
dieser Geraden mit der Curve mit dem andern Doppelpunkte 
P, den neuen Schuittjiunkt B dieser Geraden mit dem 
ersten Doppelpunkte A, so dass man einen Punkt der 
Curve S erhält; etc. So entsteht im Allgemeinen ein un- 
geschlossenes Polygon P Q R S . . dessen eine Schaar 
alternierender Seiten PQ, RS, . . . durch A geht, während 
die andere Schaar QR, . . . durch // geht. Es giebt nun 
für eine beliebige Curve vierter Ordnung mit zwei Dop- 
pelpunkten keinen Punkt P von solcher Lage in ihr, dass 
in dieser Weise ein geschlossenes Polygon von gerader 
Seitenzahl entstünde, z. B. ein Viereck PQRS, dessen Sei- 
tenpaar PQ, RS durch ^1 geht, während QR,ST durch 
R gehen. Aber die Curve vierter Ordnung kann so be- 
schaffen sein, dass ein Polygon der fraglichen Art existiert; 
und wenn diess der Fall i.st, so existieren unendlich viele 
solche Polygone, d. h. jeder Punkt P in der Curve kann als 
erste Ecke gewählt werden und das in der angegebenen 
Weise gebildete Polygon schliesst sich immer. Dass die Curve. 
so beschaffen sein kann, ist für das Viereck evident; denn 
ist PQRS ein beliebiges Viereck und wird der Schnittpunkt 
von PQ und RS mit 1 und der von PS, QR mit B be- 
zeichnet, so giebt es immer eine durch P, Q , R, S gehende 
Curve vierter Ordnung, welche die Punkte A und B zu 
Doppelpunkten hat. 

284. Wenn man die drei Doppelpunkte einer einläufigen 
Curve vierter Ordnung als Fundaiuentalpunkte des Coordi- 
natensystems nimmt, .so ist die Gleichung der Curve noth- 
wendig von der Form 

a, , a;./ * + «33 ^1 ’ + 2 «33 x, -x, + 2 a,, ar,*x, x, 

-|- 2a,jXj*x,Xj = 0 

oder 
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+ 2«, 


* 1*1 


0 . 


i_ 

X, Xj 


Wir sehen also, dass die Gleichung einer solchen 
Ciirve vierter Ordnung aus der Gleichung eines Kegelschnitts 
dadurch entsteht, dass man die V'ariaheln durch ihre reci- 
|iroken Werthc ersetzt. Man kann die entsjirechende geo- 
metrische Transformation als Inversion bezeichnen, wenn 
man diess Wort in einem weitern als dem vorher genommenen 
•Sinne fasst. 

Man drückt diese Transformation leicht durch eine geo- 
metrische Con.struction aus. Wenn die Coordinaten den senk- 
rechten Abständen von den Seiten des Fundamentaldreiecks 
proportional sind, so gilt für zwei Punkte 

F (x, , Xj, x^) und r (x,', x ^') , 


die dtirch die reciproken lielationen 


I d/j I ^2 *^l * ^1 ^2 7 

I ^2 * » 2 / 2^3 • ^ 3^1 " ^ 1^2 

verbunden sind, nach Art. 5ö. der „Kegelschnitte,“ dass die 
geraden Linien von ihnen nach den Ecken des Fundamental- 
dreiecks z. B. PA,, I^A, mit den anstossenden Seiten, also 
A, A,, AiAj, gleiche Winkel einschliessen, d. h, niveh Art. 
32!)., 13. ibid. es .sind P und P’ die beiden Brennpunkte eines 
Kegelschnitts, welcher die Fundamentallinien berührt. Im 
allgemeinen Falle tritt an Stelle der in Rücksicht auf die be- 
züglichen Fundamentallinien oder die Halbierungslinien der 
von ihnen gebildeten Winkel symmetrischen Paarung der aus 
den Funilamentalpunkten nach P, F' gehenden Strahlen die 
involutorische, nämlich in der Weise, dass die Geraden 
A,P, A.P' ein Paar einer Involution bilden, die durch das 
Paaar A, A», A. Aj und den üoppelstrahl A.P (für E als den 
Einheitpunkt der Coordinaten) bestimmt ist. 

Immer entspricht im Allgemeinen einer Lage von P eine 
einzige bestimmte Lage von P". Wenn aber x,' = Ö ist oder 
P in der geraden Linie AjA., liegt, so werden x^ und x^ 
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beide Null und P füllt mit ^1, zusammen; und umgekehrt 
entspricht dem Punkte J, jeder Punkt in Es ist aber 

das Verhältniss der einem bestimmten W'ertlie von x^ ent- 
sprechenden Werthe von und x-, immer gleich 

also auch für verschwindendes x,' noch gleich x^' : x,', d. h. 
jedem Punkt 1*' in A.^A^ entspricht ein zu A^ unendlich 
naher Punkt P in bestimmter Richtung von yl, aus, näm- 
lich so, dass wie im allgemeinen Fall A^ P, A^P' mit den 
Fundamentallinien AiA^, vl, gleiche Winkel machen oder 
ein Paar der Involution bilden, welche durch diese und den 
Doppelstrahl A^ E bestimmt ist. Wir wollen in der Folge 
den erstem Fall voraussetzen. 

Wenn der Punkt P irgend einen Ort beschreibt, so 
durchläuft P einen ent.sjirechenden Ort; wenn z. B. der Ort 
von P eine genvde Linie 

a,.T, + a,,Xj -f a.^x.^ = 0 
ist, so ist der von P der Kegelschnitt 

rt|X./x3' -j- öjXj'x.,' - 0 

und umgekehrt (vergl. „Kegelschnitte“ a. a. 0.); für n, =0 
d. h. wenn die Gerade durch yi, geht , reduciert sich der ent- 
sprechende Kegelschnitt auf 

X,' {a^x-^ + a.^) = 0 

und besteht also aus den Geraden 

X,' — 0 und « 3 X 3 ' + ~ } 

von welcher Letzteren wir sagen können, dass sie der Gera- 
den 

o.Xj + «3X3 = 0 

entspreche. Allgemeiner entspricht wie gesagt einem Kegel- 
schnitt eine (’urve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten, 
d. i. wie dieser vom Geschlecht 0 , in Uehereinstimmung mit 
Art. 83. 

285. Das Entsprechen des Kegelschnitts und der (Jurve 
vierter Ordnung kann im Einzelnen erörtert werden; davon 
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Folgendes : Der Kegelschnitt schneidet jede Seite des Funda- 
raentaldreiecks z. B. in zwei Punkten; denselben ent- 

sprechen zwei zu Af in bestimmten Richtungen benachbarte 
Elemente , d. h. also die Tangenten der üurve vierter Ordnung 
im Doppelpunkt A^. Je nachdem also der Kegelschnitt die 
üerade A.^A^ in zwei nicht reellen oder in zwei reellen Punk- 
ten schneidet oder in einem Punkte berührt, hat die Curve 
vierter Ordnung in A^ einen isolirten Punkt, einen Knoten- 
punkt oder eine Spitze; ebenso für die andern Seiten und 
Ecken. So ist für eine Ellipse oder einen Kreis, welche 
ganz im Innern des Fundamentaldreiecks liegen, die Curve 
vierter Ordnung eine Curve mit drei isolierten Punkten, in 
den Fundamentalpunkten und einer nach denselben hin aus- 
gebauchten dadurch dreiecksähnlichen geschlossenen Curve im 
Innern des Fundamentaldreicks (Fig. Wenn die Ellipse 

dem Dreieck eingeschrieben ist, so hat die Curve vierter 
Ordnung drei Spitzen (Fig. 59.) in den Fundamentalpunkten. 


Flg. 5». Fig. W. 



Schneidet aber die Ellipse jede Seite in zwei reellen Punkten, 
so hat die entstehende Curve vierter Ordnung drei Knoten- 
punkte in den Fundamentalpunkten, und zwar in der Form 
der Fig. 60., wenn die Schnittpunkte der Ellipse in jeder 
Seite zwischen den bezüglichen Ecken und nach dem Typus 
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der Fig. 6 1 wenn diese Schnittpunkte ausserhalb der bezüg- 
• liehen Ecken liegen. Es ist zu bemerken, dass beim Ueber- 
gang aus der einen Form in die andere die Ellipse nach 
einander durch die Ecken des Dreiecks gehen muss, so dass 
der Uebergang nicht, wie man erwarten konnte, durch die 
Form einer Curve vierter Ordnung mit einem dreifachen 
Punkte hindurchgeht ; wenn die Ellipse durch eine Ecke geht, 
so zerfällt die Curve in eine gerade Linie und eine Curve 
dritter Ordnung. Die vollständige Discussion der verschie- 
denen Formen ist interessant und nicht schwierig, würde 
aber ziemlich vielen Raum erfordern; man hätte die Kegel- 
schnitte zu betrachten, welche in jeder Figur der unendlich 
fernen Geraden in der Ebene der andern Figur entsprechen. 
Die Anwendung derselben Theorie auf sphärische Figuren 
wird dadurch wesentlich vereinfacht, dass solche Kegelschnitte 
nicht auftreten. 

286. Die besprochene Art der Erzeugung der Curve vier- 
ter Ordnung mit drei Doppelpunkten führt sogleich zu ver- 
schiedenen Eigenschaften der Curve. Es ist bekannt, dass 
die sechs Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks mit den 
Schnittpunkten seiner respectiven Gegenseiten mit einem 
Kegelschnitt verbinden, einen Kegelschnitt berühren und man 
weist leicht nach, dass die sechs Geraden, welche den vorigen 
für das Dreieck als Fundamentaldreieck nach dem Gesetz der 
Inversion entsprechen, die Gegenseiten wieder in sechs Punk- 
ten eines Kegelschnitts schneiden und also dass die sechs 
inversen Gera<len gleichfalls einen Kegelschnitt berühren. In 
der That, wenn die Geraden 

x^’=axJ, x^ = ax^^, x^ = ßx3, Xj = ß'x^; 
a:, = yx,, aJj = y'a;, 

die Seiten 

Xg = 0, x, = 0, x^ = 0 

in sechs Punkten eines Kegelschnittes schneiden, so muss 
aa'ßß'yy = t 

sein und diese Relation wird durch Einführung der recipro- 
ken Werthe von 

«; ß, V, ß', Y 
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statt derselben nicht gestört. Nach dem Vergehenden sind 
aber die Tangenten iler durch Inversion aus einem Kegel- 
sclinitt entstehenden Curve vierter Ordnung im Doppelpunkt 
die inversen Geraden zu den Verbindungslinien von 
mit den Schnittpunkten der Seite mit dem üriginal- 

kegelschnitt, d. h. die Tangenten der Curve in den 
Dopjiel jmnkten A^, A.^, A^ berühren einen und den- 
selben Kegelschnitt, was sich auch aus der Gleichung 
der Curve direct ergiebt. 

287. Wenn man von den Fündamentalpunkten A^, A.,, A., 
Tangenten an einen Kegelschnitt zieht, so sind die seclis in- 
versen Geraden wieder Tangenten eines Kegelschnitts. Bei 
der Inversion des ersten Kegelschnitts in die Curve vierter 
Ordnung mit drei Doppelpunkten in ^1, , A ^ , A.^ geben aber 
jene Tangenten in ihren inversen die von den Doppeljmnkten 
au die Curve gehenden Tangenten, deren Anzahl gleich 2 
ist, weil sie im Allgemeinen durch v — 4 ausgedrückt wird. 
Wir erhalten somit den Satz: Die sechs Tangenten, 
welche von den Doppelpunkten an die Curve vier- 
ter Ordnung gehen, sind Tangenten desselben Ke- 
gelschnitts. 

288. Den Doppeltaugenten der Curve vierter Ordnung 
entsprechen Kegelschnitte, welche dem Fundamentaldreieck 
umschrieben sind und den Originalkegelschnitt doj>pelt be- 
rühren; den stationären Tangenten derselben solche Kegel- 
schnitte, welche jenen stationär berühren. Man zeigt ohne 
Schwierigkeit, da.ss vier Kegelschnitte der ersten und sechs 
der zweiten Art existieren, übereinstimmend mit den Cha- 
rakteren T = 4, t = G. Das Resultat rücksichtlich der 
Dojipeltangenten lässt sich aber auch unmittelbar aus der 
Gleichung der Curve ableiten, die mau in der Form .schrei- 
ben kann 

{^ 2^3 + •'»^ 3^1 /(«•.■■.-) + }* ■ 

= 2a", [{^^(rt22«j3) ®23t “1" |I^(^33*^)|) ®3ll % 

'+ {/(«lia-2) - «12} a-J. 

In derselben bezeichnet der Factor von 2XyX.^X3 gleich Null 
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gesetzt eine Doppeltangente, und der Wechsel der Zeichen 
bei den Wurzelgrössen giebt die vier Düj>peltangenten der 
Curve. Setzen wir dann abkürzend 

«73^1 + 03,0:5 -f-o,,,a;3 = a; 

x ^ y (a,,5 «33) = y, , x, y («33 «,,)== y-, , 0:3 j/ (a, , «55) = y, 
und repriisentieren die Gleichung der vier Doppeltangenten 
durch 0 = 0, so haben wir 

0 = (x — yj-y,— yj) (x— y. + y.^+y,) (x + y, -y.+l/a) (J^+.V| +^7— V3) 
= — 2/1 *-!/•/— .VsT — 4 (</2*y3'’4-?/3’2/i^+2/i^V7* + ^?/i 2 / 7 .'/ 30 :) 

= (a:’— y,’— y.*— ys’)"* - 4«„ «2,033^7 

für IJ als die linke Seite der Gleichung der Curve. Man 
kann somit die Gleichung der Curve auch in der Form 
schreiben 

•| (u 23 o:,-j- 031X5-}- 0,503)* — O55O33X,* O33O1 1 0| , 055X3*1* 0 = 0, 

welche aussagt, dass die acht Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten auf einem Kegelschnitt liegen. 

Wenn die vier Doppeltangenten durch = t), = 0, 

h — /, = 0 ausgedrückt werden, so kann die Gleichung 

der Curve vierter Ordnung durch 

-}- <5^ -f- <3^ -j- <4^ = 0 

oder 

(< 1 * + + <3* + <4^ - 2 1, <5— 2 <3 - 2 1,<4 - 2 1 j<3— 2U ^— 27/4)* = G4 

dargestellt werden; aus welcher Form erhellt, da,ss die /,- = 0 
Doppeltangenten sind, deren Berührungspunkte auf einem 
Kegelschnitt liegen, und mit welcher man zeigt, dass die 
Punkte 

2, — <5 = 0, <3 -<4 = 0; — 7 , = 0, <5 — <4 = 0; 

0, <5 — <3 = 0 

Doppelpunkte sind. 

289. Wir haben so eben gezeigt, wie die Gleichung der 
Curve vierter Ordnung auf die Form 

UW= F* 

reduciert werden kann, und bemerken nun, dass für 
M = 0, to = 0 imd V = 0 

Salmon, Höhere Carron. 
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als die Gleichungen von zwei Tangenten und der entsprechen- 
den Ueriihrungssehne des Kegelschnittes aus der Gleichung 

MIC = 

desselben, die Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

uw= 

für IT, V, W als lineare Functionen von 

XjX^, X-j^X^, x^x.^ 

unmittelbar entspringt. Endlich ergiebt sich daraus, dass die 
Coordiuaten xi eines Punktes des Kegelschnitts als quadra- 
tische Functionen eines Parameters 6 ausgedrückt werden 
können, für die Curve vierter Ordnung, welche aus ihm 
durch Inversion entsteht, die AusdrUckbarkeit der Coordiuaten 

X., Xj , X^, X| , X| Xj 

ihrer Punkte durch biquadratische Functionen desselben Pa- 
rameters. Die Curve ist also einläufig nach Art. 44. 

Die vorige Theorie der Curven vierter Ordnung mit drei 
Doppelpunkten überträgt sich auch auf den Fall, wo die.se 
Punkte alle oder zum Theil Sintzen sind. Die Curve mit drei 
Spitzen ist durch 

X, i -j- x.^ i -4- x.;^ = 0 

darstellbar und die Rückkehrtangenten werden durch die 
Gleichungen 

X, = X., = X., 

ausgedrückt, gehen also durch einen Punkt. Die Reciproko 
dieser Curve ist von der dritten Ordnung und hat die Glei- 
chung 

X|i -|- x.,i -f x.,ä = 0, 

welche das Vorige be.stätigt (Art. 217.). Wenn die Curve 
zw’ei Spitzen und einen Knotenpunkt hat, so gehen die gera- 
den Verbindungslinien der beiden Spitzen und der beiden 
lnfle.\ionspunkte durch einen Punkt der Doppeltangente. 

Nur die im Art. 245. bezeichneten Fälle des Vorkommens 
höherer Singularitäten erfordern eine besondere Untersuchung. 

29Ö. Die Gleichung einer Curve vierter Ordnung mit 
einem Rerührungskuoten ist nach Art. 245. 
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+ cx^xi^x^ + (/x/x, + Ci',* + f x{^x.^ 
+ ^x,’x./ + /(X,Xj^ + '-C.!' = •*. 
wenn der Punkt x, = = 0 der Berührungsknoten und die 

Gerade x., = 0 die entsprechende Tangente ist. Hat die 
Curve einen weiteren Doppelpunkt, so kann derselbe als Fun- 
damentalpunkt X., = X, = 0 genommen werden «iiul es muss 
dann </ = //=» = 0 sein; so dass die Gleiehung eine qua- 
dratische Function von 

ff m* 

»C'l \ **'3 

wird, nämlich 

(x.^x.j)- -p bx,'^ . XjX,, + cx,Xj . x^Xj e x, ' -|- fx^‘ . x,x, 

+ // (^'i ^3)’ = ö. 

Wir erhalten somit die Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung mit einem Berührungsknoten und einem Doppelpunkt 
aus der allgemeinen Gleicliung eines Kegelschnitts, indem 
wir die x, x„ x,’, XjX., für x,, x, , x, respective suhstituiereu. 
Da nun die Relationen 

X,' : Xj' : X,,' = XjXj : X|^ : XjXj, 

die andern 

X, ; X 2 : x.j = .7','x./ : x,'-* : x,'xj' 

bedingen, so ergiebt sich eine ganz analoge Theorie für 
diese Curven vierter Ordnung wie für die mit drei verschie- 
denen Doppelpunkten. Die Coiistanteii können so bestimmt 
■werden, dass der Doppelpunkt zur Bjntze i>der der Berüh- 
rungsknoten zur Knotenspitze wird, oder das.s beides zngleicli 
eintritt; und die Theorie erweitert sich so auf die Curven 
vierter Ordnung mit zwei verschiedenen singulären Punkten, 
Doppelpunkt oder Spitze und Berührungsknoten oder Kno- 
tenspitze. 

291. Die Gleichung der Curve vierter Ordnung mit einem 
Osculat ionsknoten ist nach Art. 245. 

(j'jXj — »«x,''*)'^ -j- cx,.r., (x.,x, — VI Xf‘‘) -{- (/xj“Xa -(- r/x,*x._,- 
+ li •'Cj'* + i -c./ = 0, 

eine quadratische Function von 

■TjXj — IIIXj-, X,Xj, X./. 

21 * 
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Uutl da aus 

x( : a:./ : = x^x^: x ^'‘ : x.^x.^ — H»ar,^ 

die Relationen 

x^-.x.^: X;, = x,'x./ : x/’ : Xj'x..' + wix,'* 

folgen, so existiert auch für diesen Fall eine Theorie, welche 
der der Curveu mit drei Düi)pelj)unkten analog ist. Die Con- 
stanten können so specialisiert werden , da-s.s der Osculations- 
knoten zur Berührungsknotenspitze wird und die Theorie für 
diese Curven gültig bleibt. 

In allen diesen Fällen haben wir die Coordinaten x, 
eines veränderlichen Punktes der Curve vierter Ordnung als 
quadratische Functionen der x,' d. h. der Coordinaten eines 
veränderlichen Punktes eines Kegelschnittes ausgedrückt oder, 
da die letztem bekanntlich quadratische Functionen eines 
Parameters 0 sind, als biquadratische Functioneft desselben 
Parameters. 

2!*2. Es bleibt endlich der Fall der Curve vierter Ord- 
nung mit dreifachem Punkt von allgemeiner oder spe- 
cieller Art zu erwähnen, für welchen die in den letzten Artikeln 
gebrauchte Behandlungsweise nicht anwendbar ist, während 
wir doch leicht in anderer Weise die (/oordinaten als ratio- 
nale Functionen eines Parameters ausdrücken können. Den- 
ken wir den Punkt x^ — x.^ = 0 als den dreifachen Punkt, 
so ist die Gleichung der Curve nothwendig von der Form 
x.,«*^* = für und ?(•■*> 

als homogene Functionen dritten und vierten Gnides in x, ,Xj. 
Setzen wir dann 

X.j = 0X|, 

so wird 

x^G'^x = x,0i0 für 0W, 0i‘> 

als Functionen dritten und vierten Grades von dem Para- 
meter 0; es sind also x,, Xj, x, respective proportional zu 
013 ), 0013 ), 0 ( 0 . 

Diese Methode entspricht genau den allgemeinen Grund- 
sätzen des Art. 44. Die veränderliche Gerade X 2 = 0x, , die 
durch den dreifachen Punkt geht, schneidet die Curve in nur 
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einem autleni Punkt,. dessen Coordinaten daher in 0 rational 
ausdrückbar sind. Und wir würden zn denselben Erj^ebnissen 
gelangt sein, wie wir sie entwickelten, wenn wir in den vor- 
her untersuchten Fällen die nämliche Methode angewendet 
hätten; wenn wir al.so im Falle der Curve mit drei Dojipel- 
punkten den veränderlichen Punkt als den beweglichen 
Schnittpunkt der Uurve mit einem Kegel.sclmitt betrachteten, 
der durch die Do[ipelpiinkte und einen weiteren testen Punkt 
der Uurve geht. 

Wir heben endlich den Fall einer ('urve vierter Ordnung 
mit dreifachem Punkt besonders hervor, weil er 

genau in der Weise des Art. 21.3. behandelt werden kann. 
Die Curve hat au.s.ser dem dreifachen Punkt nur einen Un- 
dulationspunkt und ihre Heeijiroke ist eine Curve von der- 
selben Art. 


Invarianten und Covarianten von Ciirvon vierter Ordnun;r< 

293. Wenn wir -die Gleichung einer Curve vierter Ord- 
nung in voller Länge schreiben müssen, so wollen wir sie in 
der Form schreiben 

ax^* hx.,* -f- CX- * -(- 6 fXj^x^‘‘ -|- 6 gx^x^^ -{■ ^ hx^'^x^'^ 

+ 12 - 4 - VZmx^'^x^x, 12 nx.^af^x, 

-f- -f Aa^x^^x^ 

+ Ah^x.^^x^ -f- Ah^x.^Xj^ -f- 4c,a:.,’a;, -|- Ac.^x^^ x.^ — 0. 

Die Concomitante der niedrigsten Ordnung in den Coeffi- 
cienten ist die Contravariante des Art. 93, vom zweiten Grade 
in den Coefficienten, deren symbolischer Ansdruck (| 12)^ ist 
. und durch deren Verschwinden ausgedrückt wird, dass die 
gerade Linie die Curve vierter Ordnung in vier Punkten 
schneidet, für welche die Invariante S verschwindet. („Kegel- 
schnitt“ Art. 340., S 4 ,j). Wir werden diese Contravariante 
0 nennen; sie ist vom vierten Grade in den und wir schreiben 
ihre Coefficienten .4, U, etc. und geben in folgendem ihre 
Werthe: 

A = hc SP — 4 h,iC^, li = ca 3g^ — 4 c, a,, 

C = ab 3A* — 4026 , ; 


Digiiized by Google 



F — af (jli + — 2ff,M — 2a^m, 

Cr = bg-ir hf+ 2w’ - 2h, l - 2h^ n, 

// = c/< + f(j + 2»* — 2c, m — 2Cj?; 

L — 2 fl — mn — gh-, — hc.^ c, , 

M = 2g m — nl — hc^ — fa, -f* 
y = 2hn — Im — fa^ — gh^ -(- 
Jj = 3 mc., — 3 nf — ch^ -f- h.,c^ , 

-1, = 3 nh., — 3 mf — bc^ + Z'iC./, 

B, = 3»«., — 3/(/ — «Cj + c,aj, 

7)i = 3 /c, — 3 ng — ca^ + 

C, = Slb, — 3 mh — ba, + 

C., = 3 moj — 3 Ih — -{- a-i 

294. Die eben entwickelte Contravnriante ist die Evec- 
tante der einfachsten Invariante A, welche vom dritten Grade 
in den (.'ocfficienten ist und die den sj'mbolischen Ausdruck 
(123)’ hat; d. h. aus welcher a hervorgeht durch Vollzug 
der Operation 

SO dass umgekehrt aus den vorher gefundenen Werthen der 
(,'oefticienten von tf die von A abgeleitet werden können. 
Es ist 

A = rttc + 3 (o/’’ + bg^ -\-cJr) — 4 {ab,c.,-\- bc,a,-j-cajb^) 
-j- 42 (fl- + gm’ + hn'‘) 4- Q fgb — 12 Zm»» 

12 {a.,uf-\- a.,»i/ + + ‘’i + c.,nh) 

+ 12 (Zb,c, 4- mc.,a., + na^b,) + 4 {a.,b,c, + « 3 h,c.,). 
lii der Bezeichnung des Art. 224. erscheint A in der 
Form 

r (<P) + 4 {(Ica) + 3 {db^) — 12 (c»Z.) 
mit ((/■') - (/„r/, — -f'/irfr) + (den) = a„ |rf,C 3 — 3 d.jCj 
4" '1 i 4" n d.^c^ -|- 3 fZ, c.j 

{dh‘)=d„ b d — 4 (/, //, b.^ 4 d.,b 2 d.^ b„bi — 4rf., />, -)- d,b,f , 

(c^b') = b., (CqC., C|*) Z>, (CqCj c, Cj) 

4- b„ (c,C3 — Cj-); 

wo die Invarianten {(P), (dca), etc. aus der Theorie der binä- 
ren Formen wohl bekannt sind. 

295. Die nächst einfache Invariante ist vom sechsten 
Gfiule in den Coefficienten. Man kann sie aus den sechs 

• ^ ^ 

\ 

\ *" 
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Gleichungen, die durch zweifache Differentiation der gege- 
benen Gleichung nach den .r, entstehen, durch dialytisclie 
Elimination der sechs Grössen x{‘, J./, Xj’, x,x, , x.,x., 

bilden; wir bezeichnen sie durch B und ihre Determinanten- 
form ist also 


«» 

h. 


l, 

«D 

a.j 1 

h, 

h, 

/; 

h,, 

1)1, 

'h, 

9> 

f, 

c, 

c.„ 

Cd 

” 1 

l, 


<'7, 

f 

»b 

m 


in, 

Cd 

n, 

9, 

1 



n, 

m, 

l, 

h 1 


Wir merken an, dass Clebsch diese Invariante gebraucht 
hat, um zu zeigen, dass die form 

V* + 'i' + »■' + *■' + 

mit p, q, r, s, t als linearen Functionen der Coordinaten 
nicht jede beliebige Curve vierter Ordnung darstellen kann. 
Sie enthält vierzehn unabhängige Coustanten, weil die p, q, 
etc. je drei beliebige Constanten enthalten, und kann daher 
auf den ersten Blick als eine kanonische Form angesehen 
werden, auf die jede ternäre biquadratische Form gebracht 
werden kann. Aber indem man für sie die Invariante B bildet, 
findet man, dass dieselbe verschwindet und dass diese Form 
daher nur eine Familie von Curven vierter Ordnung darzu- 
stellen vermag, für die eben die charakteristische Relation 
besteht B = 0. "") 


29t). Bei Berechnung des Werthes von B ist es vortheil- 
haft, den folgenden Werth einer symmetrischen Determinante 
mit sechs Reihen und Zeilen zu benutzen, deren Elemente 
durch a’, ab, ac, etc.; ha, , etc.; etc. bezeichnet sind, 
nämlich 

a'>h'‘c'^<PcT - I a?Vc'(r{cff + 21 tlc. cf. fl 

+ Z aH'^ (ed)^ {eff — 2Irt’I)*. cd. de. ef. fc 
+ 2 Z rt’. hc. cd. de. cf fh -2Z a^bey de. cf fd 
+ 2 Z {aby cd. de. ef. fc—Z {aby (edy (e/)’ 

— 2 Zab.be. cd. de. ef. fa 2 Z ab. bc. ca. de. ef. fd. 

Der entwickelte Werth von B ist folgender: Wir deu- 

ten die Glieder meist nur durch Punkte an, welche durejk. 
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auftreten, aus den nilchstvorhergehenden entspringen, wobei 
c; f, <J, k] l, m, n\ und die a,, hj, Ck cyklische Gruppen 
bilden. 

ff kc (Ji/h — fP — (jnP — hn‘ + '2lmn) 4- bc jZ’ — P[fh 
+ 2 {i/m — nl) a.J + 2 {hn — ml) nj + (n* — frj) 

-f (nP — fh) a./ 2 {fl — «j«) «,« 3 } + • • 

— 4 - ^0^ -h c/**) (/)//< — fP — ff»P — bfp -}- Almn) 

■j- 3{afnp7p + bgiPP-j-cJiP»P)-\-2aP {b,gti-{-cJtm)-{- • - 

- 2 afiht^P + c,m,) 2 afl {b,y + c^»P) + • . 

— 2 afnin [b.^g c.^h) — • • — 2n {b^mtP — • • 

+ ä (bj’gtP + c-f^hnp) + 2nfl {mb.fC, + « 6 ,a^) + • • 

-|- 2nmn {mb.^Cy + 2af {hnb.^Ci^ g mb^c^) 

+ 2 {fgh + Imn) {ab^e^ + bc^a,^ + ca.jZ»,) — 2afPb.,c^ 

— 2 {af^lbfCf 4 bg"'itic^a.^ -{- clPna-^b.^ 

— 2(ib^c, {bfgti + Cfhm) — • ■ + 2 o6,c, (c,«’ -{- b.^) -| — 

— 2al {mb^c.j'^ -f- MC, ? 4 “) — {kb.^Cy^ -f gbf^c.^'‘) • • 

+ + • • + 2alb.^Cjb,c, + • • 

— 2 nZ»,c, (»mC| 6 ., -{- M?>,Cj) — • • + 2Pg'^JP 

— f<jb {fP 4 gnP 4 hii^) 4 \0 f ghlmn~[fP gtip 

4 2lmn {fP 4 guP 4 luP) — PitPiP 

4 2 ib^g}t 4 c^l^m) {g))P 4 ktP — 2/4 — fgh — lnin)-{ 

4 (gh — P) {b.^g — c.^hy • 4 2 a^a.J'‘ (2wn — fl) . 

2lb, c, {fgh 4 imn 4 fP — 9^P — 7*n’) 4 • • 

— 2 ghmnb^c^ 2 {b^CJgm 4 b-^cjin) {gh 4 2 Z^) 4 ‘ • 

— 2 {ayi\Pm 4 cyhJPl 4 ayb^Pn-\- h^c.^g'^l 4 c^a^lPm) 

4 2pnn («,/Cj 4 ayb.,) 4 • • 

— 2 {a^b-fCf 4 iß^ + Z/»»’ 4 7im’ 4 Inin) 

— 2 fa.,a■^ (c., nP -j- • 4 ^ (/Z — tun) {gb^c^ai 4 hc^a^bf) -j 

- {Pbycy 4 nPc^ay 4 n’a,*Z> 3 *) 

4 2{h, c^a., — c^a■^b^) {b.^gl 4 c,/it« 4 a.Jn — c^hl—a^fm — b^gn) 

4 2 {b^c^a.,a■^P 4 4 «aT/jCiCjZ»’) 

— 2gh (Z< 3 ’m;,C| 4 c^a^bf) — . • 4 (4/Z — 2nni)c.^a^a^b^-\- • ■ 

4 2 {(i2b;C, 4 «i^ 4 a) "f »nc^a., 4 

— {a^b^c, 4 a.,Z»,Cj ).2 

297. In der Bezeichnung der Art. 224., 294. ist der Werth 
von B 

r {(P) {IP) — r {(Pc^b) 4 r {de*) — {<P) {baP) 4 {dPe'^a*) 

4 2 {(PeVa) — {b^){(Pb'^) — 2{dc^ba) 4 {dc'^P) — (c*Z<)» 
mit folgenden Werthen der einzelnen Theile 
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(,r>) = + 2 d,d,d^ — </„(V - 

{(Pc^>) = /*„ {d^d-i — (/,’) + 2/:3rj {d^d., — d^d^) 

+ 2c, C3 {d,d, - d./) + c,* (d„d, - d,^) + 2 c^c,{d,d,-d,d,) 
+ c,’ {d,d^-d,^)) + b, {c,^(_d,d,-d,^)^2c,c,{d,d,-d,d,) 
+ ^ toC, (f/jf/, — rf./) + c,'' (riprf, — rf./)+ 2c,c,(</,rfj — 

+ Cj^ — '//) } - 2/^1 {CoC, (rfjf/, — (I.,*) 

+ + Co'3 — '/;*) + '’i* {^h^h 

+ c,C3 (d^d^ + (/.(/j — 2r/,/) + (c,c., -f- Cj’) {d^d^ — d^d.^) 

+ 'jr-i {^hA: — '^'0 } ; 

hieraus entsteht {drc‘a'‘), indem man «,*, «^a, für h^,, 6„ 6, 
einsetzt. Sodann 

{de*) = </„ (C|C3 (^0^3 (^|®3 *"?*) 

+ { (Cü^s — <■! fj)* 4- 2 (CoC, — c,’) (c, C3 — Cj’H 

— 2(f, (CflCj — c,*) (C0C3 — c,Cj) + (c„Cj — c,'^)»; 

(6ri-) = b.^aj* — 2?^,a„rt, -|- bga^'‘] {(PcJda) = 

— 6, (rt,c„ + rtoC,) + 6.3 «„Co} P + {?^ort|Cj — (a,c,+ auCj) 

+ ^"0^1} Q + {^ 0 «|C 3 — («1^2 4 - «O^’s) 4 - ^2«uC2} -K 

mit den Werthen 

P = b„ {djd, — (i,*) — b, {d^d^ - 4- 1^1 — 'V)» 

<1^ = ^»0 — </|f<'4) — ^1 0^2’ - + ^'2 — e^o(h)> 

R = h, {d,d, - d,^) - 6, (^„4/3 - rf, r/,) + b, {d,d, - 

Ferner 

(d^b^) = (^ 2^4 - d,^) W + (</o ^4 - >h^) 4 - «d, - rf,’) V 

+ 2 ft, 63 (rf,<f3 - rf„ rf,) + 2 (fZ, 4/3 - rf,*) 4 - 2 b,b , (^3^3 - d,d ,) ; 

(dc^ba) == a„ ^c,C3 — C3’) 

+ ^ («2^1 — e„r^) + li {e„r.j — c,’)} + n, {P' (C0C3 — c,’) 
4 - f/ (c,C2 — ^0*^3) 4 " (<^1^1 — V)} den Werthen 

P = bg {c^d^ e^d^) -j- {c^dfy e^dq) -)- 63 (Cid, e^d^), 

Q = bf^ {e^di e^dj) -j- bj (c^di ^,^3) -j- b^ (0,^3 034/,), 

R = b„ (c^d, — c^dj) + b, {Cid.^ — cAi) + h («1^3 — Hd^), 

F' ^b„ {Cjdy — c,rf,) + fc, (corf, — Cjff,) + ^2 (^1^2 — Codi)» 

V ^0 {^2d2 C|</3) -j- &| (Cgd, e^df) -)- b.j (c,f/| Cgf^, 

K => bo (Cjd, - c,dj) -f- b, (Cgd^ — Cjdg) + bj {c^dg — c„d,). 

Endlich 

(dc’6’) = dg {Cj’öo^i* — 2C3C3 {bgb^bJ + + 2C3C, &,’&3 

4- C2' {bgb^^ + 3b^b^^) — 4c^Cgb^b.,^ + b/c^H 
— 2<f, {c3*V^t — C3C3 {bgHg + 2 bgb^^) + c.,c„ Vftj 
+ 2c^b„b^b.f -f- C3C,6,^/»3 — 2cgCgbfb.^- — c^^b^b.^^ -|- c,c,l»3®^ 

4 - ^3 {cj*V — 2C3C, (V*2 4 - 26 o^'i’) 4 - 2C3C0 (6,* + bgbtbt) 
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- iW + ‘^W) 4- 2 c, r, (?;,* 4- bhj>^h,) 

- 2c, c„ (&oV + 2/^/',’) - C,^ (6.,V + 2W) + c„^h^} 
- 2,1, {co’V^ - iW + 2/-,^^ + c„r,^,«,,» 

+ 2c,^h„h,h, + c^c.lb^,b^‘ — 2c^r,b,^b^ — c,’t, V + <’a'’;i V} 
+ <1, - 2c„c, {b,b,b, + b,^) + 2v„r,b;n,, 

+ c,' {b„^b, + — 4c«c,i», V + />o“'V^} 5 

(4/') = b, («'oC-.. — fl’) — ^»1 (f'ofa — f|fj) + K (fif3 — f2*)- 
298. Wir haben iin .\rt. 222. gesehen, da.ss wir durch 
die Keuntnis.s einer hifjuadr.'itiselieii Covariante in der Lage 
sein würden, ans jeder bekannten Invariante eine Iteihe an- 
derer Invarianten abzuleiten und wir können eine solche Co- 
variante crlialten, indem wir die (ileiehung bilden für den 
Ort eines Punktes, dessen erste Polare eine Curve dritter Ord- 
nung mit verschwindender Invariante iS’ ist, oder indem wir 
die Invariante S (Art. 221.) der cubischen Polare 
gleich Null setzen. Die Covariante 5 der biquadratischen 
Form 

ax' "l“ b,j^ -(- cz' (?»(' ec' = 0 
ist von der Form 


14.1 + 1+ 44.1 = 0. 

X ' ,V ' 2 u * ü 


Und da wir früher sahen, dass die erstere Form, obwohl 
scheinbar eine hinreichende Zahl verfügbarer Constauteu ent- 
haltend, eine specielle ist, auf welche die Gleichung einer 
Curve vierter Ordnung nicht allgemein reduciert werden kann, 
80 gilt dasselbe von der letztem; nur unter Bestand einer 
gewissen Uelation zwischen den Invarianten ist diese Reduc- 
tion ausführbar. Unter den verschiedenen biquadratischen 
Covarianten, welche existieren, ist die vorerwähnte vom 
niedrigsten Grade in den Coefticieuten. Jede andere Cova- 
riante vom vierten Grade in diesen muss von der Form 

Ä-f-kAU 

sein für k als eine numerische Constante, und A als die 
erste Invariante; man bestätigt diess leicht in Bezug auf die 
Covariante, die man erhält, indem man von der Contravari- 
ante des Art. 293. die Coutravariante bildet. 


299. Die allgemeinen Werthe der Coofficieiiten von S 
sind nicht berechnet worden; ebensowenig irgend welche 
höhere Invarianten. Wir haben es jedoch für nützlich ge- 
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halten, den besondern Fall zu untersuchen , wo sich die bi- 
quadrutische Form auf ihre ersten sechs Glieder reduciert, also 
ax^^ + ^^ 2 ' + + G.Tj’x,’ + = 0. 

Diese Form enthält nur elf Constanten implicite und ist 
daher eine sehr specielle Form der allgemeinen Gleichung; 
aber sie bietet sich leicht der Berechnung dar, weil die Cova- 
riante S von derselben Form ist, schreiben wir 
aa:/ + bXj* + 0X3* + Cfo'3-a‘.,- + = 

deshalb kann nach Art. 222. aus jeder Invariante eine andere 
durch Vollzug der Operation 

-,i+^^ + etc. 

abgeleitet werden, eine Operation , die wir durch den Buch- 
staben <t> bezeichnen wollen. Indes.s freilich Invarianten, die 
ini Allgemeinen existieren, für diesen speciellen Fall ver- 
schwinden können, so bleiben doch die Invarianten, die in 
diesem Falle verschieden sind, auch im Allgemeinen verschieden. 
Bei Berechnung der Invarianten unseres Specialfalls erhalten 
wir natürlich alle die Glieder der allgemeinen Invarianten, 
welche nur die Coeflicienten a, h, r, /’ g, h enthalten. 

Die Werthe der Coefficienten von S für die fragliche 
Form sind nun 

A^egVi^ b = 67i5/^, o = Gz-V; 
f = hegh — !\bg'> + c^) — Pgh, 
g = cahf—g {cli^ + «/'-) — fg"-h, 
h = ahfg — h («/’ -f hg’*) — fgh’‘. 

Wir merken auch an, dass die Werthe der Coefficienten 
der Covariante a im Art. 233. in diesem Falle sind 

A = hc+ 3r, n = ca -f ‘Ag*, C = ah 'Mt'*, 
F=nf + (x ==hg A- hf, H == eh + fg. 

300. Für das Weitere scheint es zweckmässig, die folgen- 
den Abkürzungen zu gebrauchen : 

ahe = L, aP -f- hg’* -f- cP = P, hcg’*P -f- cnPP 

+ nhPg’*^Q, fgh^R-, 

dann werden die .Ausdrücke der vorher berechneten Invarian- 
ten für den speciellen Fall 

A = Z, -j- 3P + 6P, B = LP + 21i’> - rii oder 
■B = AR - 4PP - 4P’. 
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Die Ergebnisse der Operntion <J> an diesen verscliiedeneu 
Grössen sind 

<|)(L) = Or^, <t>(P) = GLR - 2Fli - 4 V + 

(b(V) = — 2PQ — AliQ — GLli‘ + VZPm + ALF II, 
<J)(Ä) = <i — 2Fli -31i‘, also (t>(A) = 18 b. 

Wir können sodann eine neue Invariante vom neunten 
Grade in den Coefficienten erhalten, indem wir die üj)eration 
«h au B vollziehen. Das Ergebuiss ist 

<h(B) = C, — P+ 1470 - LR{2F+QIi) 

+ R {2 F‘ - 3 FR — 307^0. 

Diese Invariante ist aber nicht die einzige unabhängige 
Invariante neunten Grades in den Coefficienten. Wenn wir 
die allgemeine Gleichung der Curve vierter Ordnung in der 
Form 

“4 + ^ 3 '® ** 2 ^’ -{- ce' = 0 

schreiben, so sind die höchsten Potenzen von c, die in einer 
Invariante neunten Grades begegnen, die dritten und c ist 
mit einer Invariante sechsten Grades in den Coefficienten von 
der binären biquadratischen Form u^ multipliciert. Diese 
letztere Invariante muss von der Form 

s’ -f- kf 

sein und jede Invariante neunten Grades kann in zwei Theile 
zerlegt werden, von denen der eine r* mit und der andere 
c* mit f multipliciert zeigt. Der erste Theil kann in der 
Form 

I A® + tn AB + nC, 

ausgedrückt werden mit A, B, C, als den vorher berechneten 
Invarianten. Für den Ausdruck des letzteren ist eine neue 
Invariante nöthig, und wir wollen einen der Wege augeben, 
auf denen dieselbe erhalten werden kann. Es ist aber vor- 
erst nöthig, einige andere Covarianten und (^ontravariauten 
zu erwähnen. 

301. Der Werth der Hesse’schen Covariante für unsern 
Fall ist, mit Andeutung einiger durch die cyklische Verschie- 
bung ’n, b, c\ f, g, h aus den vorhergehenden entstehenden 
Glieder durch Punkte 
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aghx^’^ -f hhfx./^ 4- cfgx^’' + {ahg-{-ahf — ^gh'‘)x^*x ^^ -\ — 
+ {ach 4* afg — 3</*Ä)x,^a:,* 4* ' ■ 

4- {ahc — 3rt/"^ — 36(/’ — 3cA* 4" ^^fgh) x^^x.^x^^. 

Es wurde ferner schon in Art. 92. constatiert, dass eine 
Curve vierter Ordnung eine Contravariante sechster Klasse 
hat, deren Symbol (|12)’ (|23)* (531)* ist; der Werth der- 
selben für den betrachteten Fall ist in derselben Abkürzung 
wie vorher 

{hcf- Dl,'’ + • • + {heg -f 6cA - :W)I,^V + • • 

4- {hch 4- ^bfg - 3r;*)|,'|,* + • • 

4- {ahc - 3 {an + hg‘ + cP) 4* ^Sfgh} |,*|j*53*- 

Wenn man in diese Formen üifferentialsymbole einführt, 
und die mit der einen ausgesprochenen Operationen an der 
andern dieser Formen ausführt, so erhält man 
A* 576 B. 

Wenn wir mit der Contravariante tf an der Hesse’schen 
Covariante operieren, so entsteht eine quadratische Covariante 
vom fünften Grade in den Coefficienten und wenn wir mit 
der biquadratischen Form selbst an der Contravariante sechsten 
Grades operieren eine quadratische Contra Variante, vom vier- 
ten Grade in den Coefficienten; diese Formen sind 
(«D,* + hgx^'‘ + chx^-‘) {L + 3F+ 302i) 

+ {ghx,^ -f 7,/V 4- /’i/V) (lOL — 6P — 12Ä) 

— 4 {a‘/^x,^ + Pg^x-j^ + 

(/§.' + + hl/) {3L + 5F + 21i) 

- 8 C«/-*!,* + bgn/ 4- cP%/) 

+ 4 {hcgh\^'‘ + cahfl/ + ahfg%/). 

Wenn wir in jede dieser beiden Concomitanten DifFeren- 
tialsymbole einsetzen und damit an der andern operieren, so 
erhalten wir eine neue Invariante 

C, = (80X — 32P+ 448P) Q + 3P^ - 6P*L — 134 P*P 
+ 3PL* 4- 128PPP - 60PP* + 102 
-f 408LR^ — 12 RK 

Für die betrachtete biquadratische Form scheint keine 
andere unabhängige Invariante neunten Grades zu existieren. 

Wenn wir z. B. mit der quadratischen Contravariante 
au der biquadratischen Form seihst operieren, so ist das 
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Kesultat iu Function der vorher gefundenen. Invarianten dar- 
stellbar, nämlich in der Form 

3C„ — 80c, — 180 AB. 

Mit Vereinfachung konnten wir vielleicht als die zweite 
unabhängige Invariante wählen 

i (C, - 32 C,) 

oder 

C. , =- 16 (?!, -f P* - 2 PL - 66 Ps ji ^ p/,2 _j_ 64 pp p 

+ 12 PP + MLUi + 232 LP= + 296 7P 

302. Wir gehen zur Bildung von Invarianten vom zwölften 
Grade in den Goefficienten über. Zuerst die eubische Inva- 
riante der biquadratischen Form S bilden wir mit Hilfe der 
Formeln 

L' = 216P«, 

P = 6 { - 2PVL — 4Ii‘Q + 2PP - 2PLP- 

-j- APR* -f OLP^ -f 3P'}, 

R=(f —2 LRQ — P‘ R- — 2 PP ' -f P^ + 4 L P» - R*, 
also L' + 3P + GK = 6P,, 
wo 

D, — 4^' -f V (- 6PP — 2LP — 12P’) -f- .^)PP = 

- 6PLP* + lOPP^ + L’P’ + 2>LR^ + AAR' i.st. 

Wir erhalten ferner durch Vollzug der Operation 0 an C, 

D, = 24 -\- Q{AP' — APL — UPR — 20 LP — 248 P^i 
— 4 P’P — 14 P^R‘ -f 4 PL’P -f 144 PL P^ -f 444 PP * 

— 18L*P'^ — 84LP» + 216P». 

Durch Combination dieser beiden bilden wir 
D, — 6D| = 4Dj wo 

Ü3 = V - 12 PP - 2 LP — 44 P*) - PUi 

— 11 PP- -f PUR -f 45 PL P’ + 96PP-> — GUR-' 

— 54 LP3 — 12 P< ist. 

In Function dieser und der andern vorher angegebenen 
Invarianten können die andern Invarianten zwölften Grades, 
wie O (Cj) und die Discrimiuante des contravarianten Kegel- 
schnitts ausgedrückt werden. Ebenso auch die Invarianten 
der biquadratischen Contravarianten; wir haben 
U = U + 3PL -f 9^ -f 27 P^ 

R = LR-\- Q + PR+ R-', 
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r = - 5^ + 6PÜ + PL + GLU + 9P=, 

3V- + <',^(:>P' + 4PL + 24PP+ L* — 8LP + ßpJ) 
+ 1 2 P-’ L P + 1 8 P-’ + 4 PL' P + 1 0 PL Ji’2 

+ mum — 3GLP' + 27 P' 

und sodann 

A' = A + 12b, B' = 4D, + AC, + A®B — 12B’- 

303. Es ist zu bemerken, dass während nur eine quadra- 
tische Contravariante vom vierten Grade in den Coefficienten 
existiert, zwei qiuidratische Convarianten thiiften Grades vor- 
handen sind, nämlich ausser den früher gegebenen diejenige, 
welclie durch Operation mit der quadratischen Contravariante 
an der bi(juadratischen Form selbst entsteht; sie ist 

(3L -f 9P-{- lOP) {afxy^ + hyx.^^ + ehx^^) 

-f (lOL + 2P + 4P) (ghx;‘ 12 («’P'aJ,'' -f . •). 

Durch Verbindung mit der früher gegebenen bildet man 
die einfache Form 

AU{afx,-> + . .) + (L - P - 21t) ((,hx,-^ -f . .) 

Die Discriininante der Letztem giebt die einfachste In- 
variante vom fünfzehnten Grade, nämlich für 
Jl/fs L - P — 2U, 

E, — IGMU-'Q + M^IV- + GALIi*-, 

oder 

E, .= 1G(L — P— 2P) QU- + P' { 3P‘ - bl"L+ lOP'P 
-f PL' _ 4 i'L P + 4 PP' + L'> — G L'P + 7G LP' — 8 P^'} . 

Die drei übrigen Invarianten des Kegelschnittssystems 
sind übrigens auch Invarianten der Curve vierter Ordnung 
vom nämlichen Grade und wir können ausser ihnen nocli 
<t>D, , etc. berechnen; alle sind mittelst E, und E,"') 

ausdrückbar, wenn das Letztere ist 

E., - 1G(L — P - 211) V' + (G P’ — f)P'L — G J' 'P 
-f PL' — 22V, U LU — 2172PP-’ + Iß + 22V LUi- 
+ 2GVGL1P — 4296 P') Q 
+ P (- 12P' + UU'L — b21^L‘‘ -f 20PL»j 
-f- P' (348 P-' — 852 P'L + 308 PL' -f 324 L') 

-f- P' (1320 J" — 416PL -f 21GL') 

+ 720 PP' 4- 1 1.370 P' - 8G4 7P. 
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Es giebt ferner zwei unabhängige Invarianten vom Grade 
achtzehn; die erste ist das C, der biquadratischen Contra- 
variante, nämlich 

P, = 128 

+ Q‘ (_ 48 pi _f- 80 PL -f 368 PR -f- 32 - 528 LR -160R^) 
+ Q {9P* — 12P^L - 108 - 2P-*L* -f 324i»PP 
-f 24ÜP'Pä 4- 4PP3 ^ GOPL-^R — 2mPLR^ -f 528 PP» 
+ L* — 20P»P — 400L»P» — 2512PP» — 144 
4 18P»P - 24P'LP 4 272«P» — 4P» i»P4 180 i"LP* 
4 OOPJP» 4 8P»P»P 4 114P»P»P» 4 716P2PP» 

4 288P'Ji' 4 2PL»P - 44PP»P» 4 52PL»P» 

— 592 PP P^ 4 288 PP» - 21 P» — 60 P» P» — 720 P* P< 

— 2076 PP» 4 240 P". 

P, HZH 128 4 Q-^ (— 8P» — 240PP — 5312PP 4 3l2P» 
4 9536PP 4 11680P»)4 18P*454P»P4 1146P»P 

- 54 P»P» — 1978 i^PP 4 7548 PUP 4 1 8 PP» 4 262 PLUi 
— 4432 PPP» 4 49212 PR^ 4 570 P»P 4 1620P»P» 

4 6648 P P» 4 77808 P<) 4 24 P» P — 76 P* P P — 1224 P» P» 
4 84P»P»P 4 2622 P» PP» — 13032 P^R^ — 36 PUP R 

— 946P»P»P» 4 8268 P» PP» — 30192 P»P^ 4 4PP<P 

— 822 PP» P» — 368 PP» P» — 73784 PPP' — 5412 PR^ 
4 114P»P»— 1524P»P» - 14712P»P' — 113904PP» 

4 25920 P«. 

Auch in diesem specielleu Falle ist keine lineare Abhängig- 
keit der gegebenen Invarianten höherer Grade von denen 
der niederen erkannt worden, noch haben wir zu entdecken 
vermocht, dass die Discriminante in Function der niedrigeren 
Invarianten darstellbar sei. 
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Siebentes Kapitel. 

Transcendente Corven. 

304. Nachdem bisher ausschliesslich tJleichungeu discu- 
tiert wurden, welche auf eine endliche Zahl von Ghederu mit 
positiven ganzen Potenzen von x und y reducierbar sind, 
bleibt Einiges von den Eigenschaften der durch transcendente 
Gleichungen dargestellten Curven zu erwähnen. Da dieselben 
Functionen enthalten, welche nur durch unendliche Reihen 
von algebraischen Gliedern ausdrückbar sind,’ so sind trans- 
cendente Curven als Curven von unendlich hoher Ordnungs- « 
zahl zu betrachten, als Curven also, die von einer geraden 
Linie in unendlich vielen Punkten geschnitten werden 
und die eine unbeschränkte Anzahl vielfacher Punkte und 
Tangenten haben können. Es lässt sich daher eine allge- 
meine Theorie von den Singularitäten dieser Curven nicht 
geben, aber es ist nothwendig, die hauptsächlichsten Eigen- 
schaften einiger der merkwürdigsten unter ihnen zu ent- 
wickeln. 

Vorher gedenken wir einer von Leibnitz als interscen- 
dent bezeichueten Classe von Gleichungen, in denen nämlich 
die Variabein als mit irrationalen Exponenten behaftet auf- 

treten, z. B. y = . Wenn wir hier für y-i die Reihe 

rationaler Brüche substituieren, welche als Näherungs werthe 
der Wurzel erscheinen, so erhalten wir eine Reihe von alge- 
braischen Curven von stets wachsender Ordnungszahl, die sich 
der Gestalt der geforderten Curve mehr und mehr annähern, 
oline sie zu genau darzustelleu, so lange die Ordnungszahl 
endlich ist. 

Unter den transcendenten Curven verdient nach dem 
historischen Interesse sowohl als nach der Mannigfaltigkeit 
ihrer physikalischen Anwendungen die Cycloide den ersten 

SalmOD, Höhere Curvoa. 22 
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Platz. Sie wird erzeugt durch die Bewegung eines Punktes 
auf der Peripherie eines Kreises, der längs einer geraden Linie 
rollt. I.st A die Anfangslage des bewegten Punktes und P 
die dem Kreise vom Mittelpunkt C und der Berührungsstelle 
M mit der Basisgeraden entsprechende Lage desselben, so 
ist nothwendig arc FM = AM. und mit den Bezeichnungen 

Fig. «ä. 



L PCM=(p, CM=CP=a also 
y = a {I — cos (p), X = a {(p — sin q>). 

Daraus crgiebt sich durch Elimination die Gleichung der 
Curve 

l* + yi äy — ( 

« — !/ = « cos ; 

es ist aber im Allgemeinen zweckmässiger, die Curve als 
durch die beiden vorigen Gleichungen bestimmt zu betrachten. 
Die Form derselben wird leicht als die in der Figur darge- 
stellte erkannt und zwar wegen der unbegrenzten Fortsetz- 
barkeit der Rollbewegung des Kreises als zusammengesetzt 
aus unendlich vielen gleichen Stücken = AN*P, die in ihren 
Vereinigungspunkten A,B Spitzen zeigen. 

Ist M*1**N* die dem höchsten Punkte N* entsprechende 
Lage des erzeugenden Kreises, so ist wegen AM arc. P3I, 
AM* = arc. M'*P*N* auch M*M — P* P — arc. P*N*, 
d. h. die Curve wird erzeugt, indem man die Ordinaten eines 
Kreises so verlängert, dass die Verlängerung dem entspre- 
chenden vom Endpunkt des Durchmessers aus gemessenen 
Bogen gleich ist. Setzen vrir ‘ i P*C* N* = Q, so wird die 
Curve auf AM*, APN* als Axen bezogen durch die Glei- 
chungen 

y = a (1 cos 0), a: = a (0 -}- sin0) 

dargestellt. 

305. Die Coustruction der Tangente der Curve ergiebt 
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sich aus der Bemerkung, dass in jedem Moment der Beweg- 
ung des erzeugenden Kreises der tiefste Punkt M dieses 
Letzteren in Buhe ist, so dass die Ftewegung eines Punktes 
P in demselben Augenblick eine Kreislx'wcgung um M und 
die Normale seiner Bahn nach M gerichtet, die Tangente 
derselben also die Gerade PN ist. 

Die Gleichung 


dy ginijp 

dx 1 — CO89 


= cot ^ tp 


beweist das Nämliche analytisch, denn die Tangente macht 
darnach mit der Axe der x einen Winkel, welcher zu L CNF 
oder ^<p complementilr ist. 

Wir verbinden hiermit die geometrischen Beweise der 
Haupteigenschaften der Cycloide. 

Die von der Cycloide mit ihrer Basis umgrenzte 
Fläche ist dreimal so gross w'ie die Fläche des er- 
zeugenden Kreises. Denn man hat das Flächenelement 
PFRIi = El. FFTT= El. l‘*F*’Q'{> und somit die von 
der Cycloide begrenzte Fläche AE N* FB der Flüche des 
erzeugenden Kreises gleich, oder weil die Fläche ÄEFBdas 
Vierfache der Letztem ist, die Fläche AN*BJiF gleich dem 
Dreifachen der Fläche des erzeugenden Kreises. 

Der Bogen N*P der Cycloide ist doppelt so 
gross, wie die Sehne N* F des erzeugenden Kreises. 
Denn für L als Schnittpunkt von F* N* mit F Q' ist 
P*' L = P*' F* und somit K, der Schnittpunkt von 1**N* 
mit F' M*, der Mittelpunkt von P*P; oder FL, das Wachs- 
thum des Cycloidenbogens, ist das Doppelte von FK, dem 
Wachsthum der Kreissehue. 

Bezeichnet also s den Bogen der Cycloide, h den Durch- 
messer des erzeugenden Kreises und x die Abscisse N*Q 
vom Scheitel, so ist die Gleichung der Curve auch — nützlich 
in der Mechanik — 

s>- — ^hx. 


Der Krümmungsradius ist doppelt so gross wie 
die Normale FM. Denn das von zwei auf einander folgen- 
den Normalen gebildete Dreieck FF R hat seine Seiten pa- 
rallel zu denen des Dreiecks FKM* und da nach dem so 
eben Bewiesenen die Basis des ersten Dreiecks FL das 

22 * 
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Doppelte von der des zweiten gleich P* K ist, so ist auch der 
Krümmungsradius PR das Doppelte von P*M*. 

Die Evolute der Cycloide ist eine ihr gleiche 
Cycloide. Denn wenn wir einen die Basis in Jt/ berühren- 

Fig. 63. 



den Kreis dui’ch den Krümmungsmittelpunkt R legen, so ist 
derselbe dem erzeugenden Kreis gleich und der Bogen N' R 
ist gleich Bogen N*P* = N'D] d. h. der Ort von R ist die 
Cycloide, welche der auf der Geraden K F" rollende Kreis 
MRN' erzeugt.®’) 

Man kann auch den Ort eines in der Ebene des erzeu- 
genden Kreises gelegenen und mit ihm fest verbundenen 
Punktes untersuchen, einen Ort, den mau als verlängerte 
Cycloide für einen Punkt ausserhalb des Kreises und als ver- 
kürzte Cycloide für Punkte innerhalb des Kreises, oder auch 
mit gemeinschaftlichem Namen Trochoide benennt. Die 
Aufstellung der Gleichungen und die Bestimmung der Formen 
dieser Curven bietet keine Schwierigkeiten und mag hier unter- 
bleiben. Die Tangentenconstruction der Cycloiden geht auf 
sie über. Offenbar können diese Curven auch erzeugt werden 
durch das Rollen eines Kreises und einen auf demselben ge- 
legenen Punkt F, wobei der Bogen PM in einem constan- 
ten Verhältniss zur Geraden AM bleibt. 

306. Eine natürliche Erweiterung des Problems der 
Cycloide war die Discussion der Curve, welche ein Punkt be- 
schreibt, der fest verbunden ist mit einem Kreise, welcher 
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auf der Peripherie eines andern Kreises abrollt. Mau nennt 
die eraeugte Curve Epi- oder Hypo-Cycloide für den 
Punkt auf dem rollenden Kreise, jenachdeni die Berührung 
desselben mit dem Grundkreise stets eine äussere oder stets 
eine innere Berührung ist; und man nennt sie eiitsjtrecheud 
Epi- oder H ypo-Trochoide, wenn der erzeugende Punkt 
der Peripherie des rollenden Kreises nicht angehört 

Nehmen wir diejenige Lage CB des gemeinsamen Durch- 
messers beider Kreise, welche den erzeugenden Punkt enthält 
als Axe der x, und sei CO eine andere Lage des gemein- 
samen Durchmessers, welcher 

die Lage Q des erzeugenden 
Punktes entspricht; sei dann 
CaV= n, ON=^h, 

L NCD = tp, 

LPON^t,OQ = d, 
so ist wegen der Gleichheit 
der Bogen BN und NP 
a<p = 

Auch ist 

< OgJlf= 180 -(g) + .^-) 
und die Cordin aten von Q sind 

y = (a b) sin q> — a sin {<p i>) , 

X — {a b) cos (p — d cos {tp -{-■ xl>) , 

oder für a h = mb 

y = mb sin g) — « sin mgo, 

X = mb cos g) — d cos m tp ; 

Gleichungen, aus denen durch Elimiuation von g> die Glei- 
chung der Curve entsteht, die nicht noth wendig transcen- 
dent ist. Denn sobald zwischen den Umfangen der beiden 
Kreise ein endlich angebbares Verhältniss besteht, kommt 
der erzeugende Punkt nach einer gewissen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
geschlossen oder von endlicher Ordnung, also algebraisch ; sind 
dagegen beide Kreise nicht commensurabel, so kommt der er- 
zeugende Punkt nach keiner endlichen Anzahl von Um- 
drehungen in seine Anfangslage zurück und die Curve ist 
transcendeut. 
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Man erhält die Gleichungen der entsprechenden Cycloi- 
den für (I = ^b, also 

y = b {m sin tp + sin m q>), x = b {m cos q> + cos m (p ) ; 
und zwar entsprechen die unteren Vorzeichen der Annahme, 
dass die Axe der x durch den erzeugenden Punkt auf dem 
festen Kreise, die oberen der andern, dass sie durch den er- 
zeugenden Punkt in seiner Maximalentfernung vom festen 
Kreise geht. 

307. Die den Fällen der Hypotrochoide und Hypocycloide 
entspreclienden Gleichungen entspringen aus den vorigen, wie 
man leicht bestätigt, durch Aenderung des Zeichens von b 
und werden daher von denselben mit umfasst, wenn man 
negative Werthe von m zulässt, oder indem man setzt 
w = — n und n = {a — b) •. b. 

Die obigen Gleichungen geben für Vertauschung von b 

und m mit mb und i 

m 

y = m6(isin9)-f sini^;), 

X = mb{^ cos (p + cos ^ 9 ), 

und wir erkennen für <p = mip, dass diese Gleichungen den- 
selben Ort darstellen, wie die vorigen, können somit beweisen, 
dass die nämliche Hypocycloide mit b = ^ (c a) und mit 
b = i {c — a) erzeugt wird. *•'’) Wenn der Radiusl des rol- 
lenden Kreises grösser ist als derjenige des festen, so kann 
die Hypocycloide auch als Epicycloide erzeugt werden, da 
dann 

»(— *v-‘) 

positiv ist. 

308. Man verzeichnet leicht die Tangenten dieser Curven, 
weil aus denselben Gründen, wie in Art. 305. die Gerade NQ 
die Normale der Gurre in Q ist. Wir erkennen so auch, dass 
die von einem Punkte im Umfang einer Figur beim Rollen der- 
selben auf einer andern erzeugte Curve in jedem Punkte eine 
Spitze haben muss, in welchem sie jener Grundlinie be- 
gegnet; dentt nach jener Construction näheii sich der er- 
zeugende Punkt an einer solchen Stelle der festen Curve in 
der Riehtung ihrer Normale und entfernt sich unmittelbar' 
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darnach in derselben Richtung von ihr, d. h. der besagte 
Punkt ist stationär und die Normale der festen Curve ist die 
entsprechende Tangente. Eine Epicycloide besteht daher aus 
einer Anzahl gleicher durch Uückkehrpunkte begrenzter Theile 
und die Radien des festen Kreises, die den letztem für einen 
solchen Theil entsprechen, sind unter dem Winkel 
zu einander geneigt. Die Zahl dieser Spitzen ist somit end- 
lich für die algebraischen und unendlich gross für die trans- 
cendenten Curven dieser Art und im letztem Falle ist jeder 
Punkt der Basis einmal eine Spitze oder die Basis ist als der 
Ort der Spitzen der Curve zu bezeichnen, jedoch so, dass die 
aufeinander folgenden Punkte der Basis nicht aufeinander 
folgende Punkte dieses Ortes sind. 

309. Diese Curven haben überdiess wie Epitrochoiden im 
Allgemeinen stets eine Anzahl von Doppelpunkten — isolierte 
oder Knoten — welche in Kreisen liegen und zwar in end- 
licher Zahl für algebraische, in unendlicher für transcendente 
Curven. Betrachten wir die Gleichungen 

y = mh sin <p — d sin mcp, x = m h cosqp — d cos nttp, 
wo <p = 0 der Anfangslage des erzeugenden Punktes ent- 
spricht, nämlich der in der Centrallinie beider Kreise oder 
der Axe der x und in der Anfangsentfernung vom Ursprung 

mb — d. 

Alle die andern Lagen des bewegten Kreises, für welche 
der erzeugende Punkt der Axe dem x angehört, entsprechen 
den von tp = 0 verschiedenen Lösungen der Gleichung 
m ft sin g) = d sin mtp. 

Diese Wurzeln sind offenbar paarweis gleich und von 
entgegengesetzten Zeichen und jedem dieser Paare entspricht 
ein und derselbe Werth 

»« b cos g) — d cos m tp 

von X] d. h. die entsprechenden Punkte sind Doppelpunkte 
des Ortes. 

Der Werth 

mb cos q> — d cos m(p 
kann mit Hilfe der Bedingung 

»I ft sing) = dsinwg) 

in der Form 

a: sing) = dsin (m — l)g) 
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dargestellt werden. So oft der erzeugende Punkt in die ana- 
loge Lage zu beiden Centreu kommt, so oft haben wir eine 
Linie mit Doppelpunkten und die Zahl solcher Lagen und 
daher der letztem ist, wie schon ausgesprochen, endlich für 
algebraische und unendlich gross für transcendente Cun-en. 

310. Die Gleichungen der Tangenten der Epi- und Hypo- 
Cycloiden können in sehr einfachen Formen geschrieben 
werden. Denn es ist 


dy 

dx 


oder auch 


cos <p i cos m qp cos ^ (m -f- l)q> 

— (siii (jp + sin m 9) sin J (m -f- 1 J qp 

sin } (»n -j- n qp _ 
cos ^ (»I + 1)9 ’ 


mau erhält also durch Berücksichtigung der Bedingung, dass 
die Tangente durch den Punkt von den Coordinaten x, y \m 
Art. 306. gehen muss, ihre Gleichung in der Form 
xcos^ (»« -4- l)g> -t- j/sin^ (w» +1)9 
= (m + 1) heos^ (»» — 1)9 

für die Axe der x, welche durch den erzeugenden Punkt in 
der Maximalentfemung vom Centrum des festen Kreises 
geht, und 

X sin ^ (m + l)q5 — y cos 4 (»» + 1)9 
= (>n + 1) bsin^ (m — 1)9 
für die durch den in der kleinsten. 

Die Gleichung der Normale ist im letztem Falle 
X cos 4 (w + 1)9 + ysin 4 (>« +1)9 
= (m — 1) bcos^ (>n — 1)9; 

und man erkennt aus Vergleichung derselben mit der ersten 
Form der Gleichung der Tangente, dass die Evolute einer 
Epicycloide eine gleiche Epicycloide ist, für welche die Ra- 
dien der Kreise im Verhältniss (m — !):(«»+ 1) verändert 
sind und die ihren erzeugenden Punkt in demselben Durch- 
messer des festen Kreises in Maximalentfernung hat, in dem 
er für die gegebene in der Minimalentfemung liegt. 

Dieselben Bemerkungen gelten für die Hypocycloide. 

Die Gleichung der Tangente einer Epitrochoide findet 
man ebenso in der Form 

(bcos 9 — d cos m<p) x + (bsin 9 — rfsinm 9 )y 

== {»tb^ + <^ — + 1) br/cos («j — 1 ) 9 } 
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311. Wir verbinden mit dem Vorigen Beispiele von den 
einfachsten Füllen, in denen die Gleichungen dieser Curven 
algebraisch sind und leicht gebildet werden können. Diese 
Fälle sind folgende. 

a) Wenn die Gleichung der Tangente in der Form 
acos26 -)- h sin20 + ccosG sin 6 -f- c = 0 

enthalten ist, deren Enveloppe wir in Art. 85., 3 gegeben 
haben. 

b) Wenn die Gleichung der Tangente unter die Form 
acos30 + ?)sin30 -|- 3ccos0 + 3rfsin0 = 0 

fällt, welche nach der analogen Methode behandelt eine En- 
veloppe giebt, deren Gleichung als Discriminante einer cubi- 
schen Form erhalten wird, nämlich in der Form 

(a* + b^y -|- 8 (ac^ — heP) — 24cd {ad — bc) 

= 3 (c^ -f d^y + 6 (a’ + (c» + tP). 

c) Wenn m ein Bruch ist, dessen Zähler und Nenner 
um Eins verschieden sind. Denn aus den Gleichungen 

X = mbcostup — dcoa (n -|- l)^), 
y = »ibsinng) — rfsin (» -|- 1)?) 
entsteht durch Quadrieren und Addieren 

a:* -f- y‘ = — 2inbd cos0 

und der Werth von cos 9) aus dieser Gleichung giebt durch 
Substitution in den Ausdruck für x den Vollzug der Elimi- 
nation. 


Beispiel 1. Man finde die Epitrochoide i'ür d = mh. 

Die Gleichungen lassen sich dann auf die Form bringen 
* = 2(J sin 4 (m — 1) qp sin 4 (»« + 1) qp, 
j/ 2 d sin ^ (m — 1) qp cos 4 (m -|- 1) qo, 
so dass offenbar 4 (»> 1) qp der Winkel a> ist, den der Radius vector 

mit der Axe der y macht Die Polargleichung ist somit 

„ , . m — 1 

O = 2(1 sin ; (B. 

* m -p 1 


Beispiel 2. Man bestimme die Gleichungen der Epitrochoide 
und Epicycloide für gleiche Radien der Kreise oder für m = 2. 

Indem man die Gleichungen 

X 2 6 cos (p — d cos 2 (p, 
y = 26 sin qp — d sin 2qp 
wie in c) behandelt, erhält man 

(x‘ + y* - 2t« — d»)« = 4t« {t* + 2d« - 2dx), 
die Gleichung eines Cartcsichen Ovals, welches den Punkt y x = d 
zum Doppelpunkt hat, also insbesondere eine Limafon ist. (Art 281.) 


Digilized by Google 



346 


Die Theorie des Art. zeigt, dass dieser Punkt dem Werthe cos ip = ^ 
entsprieht; wenn also d >• fc ist, oder wenn der erzeugende Punkt 
ausserhalti des bewegten Kreises liegt, so entspricht der Doppelpunkt 
zwei reellen Lagen des rollenden Kreises und ist also ein Knoten ; liegt 
aber der erzeugende Punkt innerhalb des rollenden Kreises, so ent- 
spricht dem Doppelpunkte keine reelle Lage desselben und er ist isoliert. 

Man erhält den Pall der Epicycloide für d = 6, also mit der 
Gleichung 

(x* -f »/* — 36*)* = ib> (3b — 2x). 

Der Doppelpunkt ist insbesondere eine Spitze und die Gurre eine 
Cardioido. Aus dem Gesagten erhellt, dass die Evolute einer Car- 
dioide eine Cardioide ist. 

Beispiel 3. Man soll die Gleichung der Epicycloide finden, für 
die der Radius des rollenden Kreises halb so gross ist, wie der des 
festen. 

Die Gleichung der Tangente ist von der Form Art. 85., 3 
X cos 2 6 + y sin 2 6 = 4 6 cos 0, 
und die ihrer Enveloppe daher 

(x* + ;/» — 46»)’ = 108 6' X». 

Beispiel 4. Bestimme die Hypo-Trochoidc und Cycloide in dem 
Falle, wo der Radius des rollenden Kreises die Hälfte von dem des 
festen ist. 

Für m = 1 sind die Gleichungen 

X = b cos <p d cos qp, 
y = 6 sin qp — d sin qp ; 

und die Ilypotrochoido ist daher die Ellipse 

(6 +7/j» (6‘^(L‘* “ * ’ 

die sich für b = d auf den Durchmesser y reduciert. 

Beispiel 5. Man bestimme die Hypocycloide für »i = — 2, 
d. h. für den Radius des festen Kreises als das Dreifache von dem des 
beweglichen. 

Die Gleichung der Tangente ist 

X cos rp — y sin qp = 6 cos 3 qp 
und die der Enveloppe nach der Methode b) 

(x* -f- y»)’ -4- 86x» — 246xy* + 186» (x» + y») = 27 6*; 
dieselbe ist also eine Curve vierter Ordnung mit drei Spitzen, deren 
Rückkehr -Tangenten im Mittelpunkt des festen Kreises zusammen 
laufen. Die Curve ist von Steiner als die Enveloppe der geraden 
Linie studiert worden, die die Fusspunkto der Normalen auf die Seiten 
eines Dreiecks aus Funkten des ihm umschriebenen Kreises verbindet. »•) 
In der That ergiebt sich die Gleichung dieser Geraden für das Centrum 
des Kreises als Anfangspunkt und r cos 2a, r sin 2a; etc. als Coordi- 
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naten der Ecken so wie r coa 2 tp, rsinSqp als Coordinaten dos ent- 
sprechenden Punktes ira Kreise in der auf die obige zurückführbaren 
Form 

a: sin (a + ? + y — — V ®os (« + ß -f- y — qp) 

= {r |sin(« + P+y — 3<p)-f sin (^-f y - « — qi) -4- sin (y + « — ß — <p) 
+ sin (« + ^ — y — qp } . 


Beispiel 6. Wenn der Kadius des festen Kreises das Vierfache 
von dem des beweglichen ist, so wird für die Hypocycloido m = — 3, 
die Gleichung der Tangente 

a: sin ip + y cos qp = 2 6 sin 2 gi 
und die der Enveloppe 

xi yi == (il))5- 

312. Die Gleichung der Reciproken einer Epicycloide 
wird leicht erhalten; denn da die der Tangente ist 
X cos ^ (»M -f- I)9> + ('»+ 1)<T = (”*+ ^) hcos^ {m-{- 1), 

so ist klar, dass die Senkrechte auf die Tangente einen Win- 
kel ^ (»« -f- 1 ) 9 ; mit der Axe der x macht, und die Länge 
(m -(- l) fccos^ (m — 1)9) 

hat; der Ort des Fusspunktes dieser Senkrechten ist daher 
durch 


p = (m + 1) h cos (2 _^ \ ö) 
und die reciproke Curve durch 

PCOs(™ ~ ' «) = (w -f 1)6 

dargestellt. In der Originalcurve ist 

= x"^ -j- [w* -|- 1 -f- 2 m cos (iii — 1 ) qp] 


oder 

oder 


p* = 6* (m — 1)® + 4wi6* cos’i (m — 1)9 


4m 


Nach der Formel 


^ ' (*n -f- 1)« ^ • 


li 

dp 


erhalten wir also den KrUmmimgsradius 

n = 


313. Ein andrer allgemeiner Ausdruck für den Krüm- 
mungsradius der Rouletten, d. i. der durch einen Punkt 
einer rollenden Curve erzeugten Curven, kann wie folgt ge- 
funden werden: Seien P, P' zwei aufeinander folgende 
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l’iinkte der Curve, M der Beriihruiigspiiukt der rollenden mit 
der festen Curve, R der KrUninunigsmittelpunkt, so ist PP'j 
das liogenelement der Roulette, gleich M P. PM P ; aber in- 
dem wir die Curven als Polygone von unendlicher Seitenzahl 
betrachten, können wir sehen, dass FMP', der Winkel, um 
welchen PM sich dreht, gleich der Summe oder Differenz 
der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten 
der festen und der rollenden Curve ist. Wenn also da das 
Bogcnelement der Roulette und ds das gemeinschaftliche Ele- 
ment der Bogen der festen und der erzeugenden Curve ist, wenn 
Q und p' die Krümmungsradien beider sind, so haben wir 

aber diess Element da ist auch gleich dem Product des Kriim- 
mungshalhmessers in den W'inkel zwischen zwei aufeinander 
folgenden Normalen; und wenn wir den Winkel OMP zwi- 
schen den Normalen der Roulette und der festen Curve <p 
nennen, so ist der Winkel zwischen zwei einander folgenden 
Normalen der Roulette 

cos <pda 
MR 

Also 

MP + MR ^ (± , 1 ) 

Mp. MR ~ coB<p 

und somit 


Pü — »). 

MP{-+ p.)-COSqp 


314. Eine au.sgedehute Klasse transcendeuter Curven 
wird erhalten, indem mau die Ordinate als irgend eine trigo- 
nometrische Function der Abscisse nimmt; es hat keine Schwie- 
rigkeit, die Form solcher Curven und ihrer Gleichung abzu- 
leiten; z. B. y = sin a; hat positive und stetig wachsende 
Ordinaten bis zu x = von wo an die Ordinaten in der- 
selben Art abnehmen bis a: = ä, wo die Curve die Axe unter 
einem Winkel von 45® schneidet; ein ganz gleicher Theil 
der Curve liegt auf der negativen Seite der Axe zwischen 
X = X und X = 2tc. Die Curve besteht daher aus einer 
Unendlichkeit gleicher Theile zu beiden Seiten der Axe. 

So ferner stellt y = tan x eine Curve dar, deren Ordina- 
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ten von x = 0 bis a; = ^ « — wo »/ = oo ist — regelmässig 
wachsen und für die die Linie x = eine Asymptote ist. Für 
grössere Werthe von x ändert sich y von negativ Unendlich 
bis Null bei x = n. Die Curve besteht daher aus einer Un- 
endlichkeit unendlicher Zweige, die zu ihren Asymptoten die 
geraden Linien x = ^7t, x = ^x, u. s. w. haben uud über- 
diess, wie leicht gesehen werden kann, Inflezionspuukte in 
a; = 0, X = X, X = 2n, u. s. w. besitzen. 

In gleicher Weise kann der Leser die Gestalt der Curve 
y = sccx discutieren, welche auch aus einer Anzahl unendlicher 
Zweige besteht, nur dass jeder Zweig, anstatt die Axe zu 
durchsetzen, wie im letztem Falle, ganz auf einer Seite von 
ihr liegt; nämlich abwechselnd auf der positiven und negati- 
ven Seite derselben. Zu derselben Familie gehört eine Curve, 
die man die Gefährtin der Cycloide nennt. Sie wird erzeugt, 
indem man die Ordinaten eines Kreises nicht wie im Fall 
der Cycloide so verlängert, dass die Verlängerung dem 
Bogen gleich sei, sondern so, dass das Ganze ihm gleich 
werde. Wenn dann das Centmm der Ursprung ist, so wird 
die Curve durch die Gleichungen 

a: = OCOS0, y = o0, oder a = acos |- 
dargestellt; eine Curve derselben Familie, wie die Sinuscurve. 

315. Nächst den von trigonometrischen Functionen ab- 
hängigen Curven erwähnen wir die, welche von Exponential- 
functionen abhängeii. Die logarith mische Curve wird 
durch die Eigenschaft charakterisiert, dass die Abscisse dem 
Lagarithmus der Ordinate proj)ortional ist, und ihre Gleichung 
ist daher 

X = m log y oder y = a^. 

. Die Curve hat dann die Axe der x zu einer Asymptote, 
weil für a: = — oo, ?/ = 0 ist; der Abscisse Null entspricht 
die Ordinate von der Länge Eins und dieselbe wächst von da 
ab ohne Ende. Die Subtangente der logarithmischen Curve ist 
constent, da ihr allgemeiner Ausdruck für sie den Werth 
m erhält. 

Die geeignetste Interpretation der Gleichung y = (f ist 
controvers. Man hat zuerst nur den auf der positiven Seite der 
Axe der x liegenden Theil beachtet, in welchem je ein Punkt 
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dem einzigen reellen und positiven Werthe von entspricht, 
welcher aus einem bestimmten Werthe von x hervorgeht. 
Seit Euler hat man die verschiedenen Werthe in Betracht 
gezogen, welche die Function gleichzeitig annimmt. So hat 
für X als einen Bruch mit geradzahligem Nenner einen 
reellen negativen sowohl als einen reellen positiven Werth 
und es existiert daher auch ein jenem Werthe von x ent- 
sprechender Punkt auf der negativen Seite der Axe; aber, weil 
für X als einen Bruch mit ungeradem Nenner (f nur einen 
reellen positiven Werth haben kann, so bilden die Punkte 
auf jener Seite der Axe keine stetige Reihe, d. h. keine 
Curve. Man bildet den alle Werthe der Ordinate um- 
fassenden allgemeinen Ausdruck, indem man den numeri- 
schen Werth von e* mit den imaginären Wurzeln der Ein- 
heit multipliciert, deren Ausdruck cos 2 /«xä - f- t sin 2 »ia:3r 
ist für m als die Reihe aller ganzen Zahlen und i als die 
Quadratwurzel aus der negativen Einheit. Diess ist gleich- 
bedeutend mit der Aussage, dass die Gleichung y — e* 
zu betrachten sei als die Gleichung einer reellen Curve 
und zugleich als Ausdruck unendlich vieler in der Formel 
y = enthaltenen nicht reellen Aeste. Jeder beliebige 

dieser imaginären Aeste enthält reelle Punkte, in denen er 
den Ast »/ = c*<' schneidet, Punkte, welche somit als 
Cüujugierte Punkte der Curve anzusehen sind. 

Die Zahl solcher Punkte ist unendlich gross und sie 
liegen entweder im reellen Theil der Curve oder in dem zu 
ihm symmetrischen auf der negativen Seite der Axe der x 
gelegenen Aste. Von dem Letzteren ist aber hervorzuheben, 
dass obschon jeder einzelne seiner Punkte als zur logarith- 
mischen Curve gehörig anzusehen ist, doch keine zwei seiner 
Punkte als benachbart angesehen werden können, weil zwei 
solche zu verschiedenen Aesten gehören. So bildet er, was man 
eine punktierte C ur ve genannt hat. Betrachten wir einen 
solchen Punkt als einen Zweig von der Gleichung y = 
gehörig, so ist der ihm entsprechende Diff'erentialcoefficient 
y (1 -f- 2»i 7t j); und derselbe kann auch nach dem Vorbe- 
merkten nicht reell sein, weil sonst nach dem Taylor’schen 
Satze auch der nächstfolgende Punkt und folglich der be- 
trachtete Curventheil ein reeller Ast wäre. 
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Denken wir einen isolierten Punkt als Durchschnitt von 
zwei nicht reellen Aesten in Anologie zu dem Knotenpunkt 
, als Durchschnitt von zwei reellen, so sind die in Frage 
stehenden Punkte als isolierte zu betrachten, weil als Durch- 
schnittspunkte nicht reeller Aeste. In der That sahen wir 
früher, dass eine trauscendente Curve unendlich viele Knoten- 
punkte oder isolierte Punkte haben könne und in dem Falle 
der Epitrochoideu bemerkten wir auch bereits, dass solche 
Punkte in unstetiger Weise iji gewisse Oerter vertheilt sein 
können.®’) 


31Ö. Die Kettenlinie ist die von einem gleichförmig 
dichten unelastischen Faden in seiner Ruhelage angenommene 
Form. Sehr einfache Betrachtungen der Meckanik führen 
zu der Eigenschaft, welche wir als die mathematische Defini- 
tion der Curve annehmeji wollen : dass der von ihrem tiefsten 
Punkte aus gemessene Bogen der Curve der trigonometrischen 
Tangente des Winkels proportional ist, den die Curven- 
tangente in seinem Endpunkte mit der horizontalen Tangente 
der Curve bildet. Denken wir die Axen als eine Horizontale 


und die Verticale durch den tiefsten Punkt, so ist s=c'[^. 

' äx 

Bei rechtwinkligen Axen ist aber das Bogenelement die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten 
dx und dy, d. h. ds^ — dx- -f- dy‘- Mittelst der Gleichung 
der Curve folgt daraus 


s’ -f c’ = 
und ^ 


, rf»* 


dx = 


cdft 


= log [ 


r(*»- 

> -{- (.«• -p r’) 


c« ) ’ 


WO die Constante so zu nehmen ist, dass s und x gleichzeitig 
den Werth Null erreichen. Also ist auch 




c ' = 


2s 


Aber die Gleichung der Curve giebt ebenso 

gt ^ fjgt ' gffg 

und somit 

_J_ 

wenn wir voraussetzen, dass die Axen so gewählt seien, dass 
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für s oder x gleich Null y den Werth c erhält. Dieser Werth 
von y giebt die Gleichung der Curve 



oder mit der Bezeichnung der hyperbolischen sinus oder 
Cosinus, also mit 

i + c~^) = cosh X, 
ij (c* — e~^) = sinh x, 

y = ccosh— , s = csinh— . 

. c 

317. Aus der Gleichung der Curve erhalten wir 

% = i 

<1 X / c c 

und werden dadurch zu folgender Construction geführt: Vom 
Fig. 65. Fusspunkt der Ordinate M 

ziehen wir die Tangente 
ÄIT an den aus dem Cen- 
trum C mit dem Radius c 
beschriebenen Kreise; dann 
ist MC = y, CT = c, 
MT=V{y^-c^)- 
tan AfCr= tan MTL 

= "7 — c’), somit die 

Tangente PS parallel zu MT. 
Diese Werthe beweisen auch, dass PS = MT = der Länge 
des Bogens vom tiefsten Punkte bis zum Punkte P ist. Der 
Ort des Punktes S ist somit die Involute oder Evolvente der 
Kettenlinie und SN parallel TC ist ihre Tangente, weil PS 
zum Ort von S als Tangente seiner Evolute normal sein 
muss. Die Evolvente der Kettenlinie ist dalier eine Curve, 
für die der Abschnitt SN auf der Tangente zwischen dem 
Berührungspunkte und einer festen Geraden constaut ist.®*) 
Man hat diese Curve die Tractrix genannt. 

318. Man findet die Gleichung der Tractrix ohne Schwie- 
rigkeit, denn die Länge zwischen dem Fusspunkt der Ordinate 
von S und dem Punkt N ist Y {c‘ — und zugleich für y = 0 

in der Gleichung der Tangente gleich — so dass die 
Differentialgleichung der Curve ist 
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wir machen sie durch die Substitution s'^ ’=‘ c‘ — y* rational 
und erhalten 

dx ■« “5 i — dss. 

Dann ist 

a: -= c log I I — J'Cc’ — y*). 

Man erkennt leicht, dass dieCurve aus vier gleichen Theilen 
besteht, wie die punktierte Linie der Figur, und aus dem 
letzten Art. ergiebt sich die geometrische Construction ihrer 
Tangente. 

Den Ort eines Punktes Q in der Tangente der Tractrix, 
der die constante Linie SN m gegebene Theile zerlegt, hat 
man die Syntractrix genannt. Sind x,y die Coordinaten 
des Punktes der Tractrix und x,y = die des letzteren Punktes, 
so ist für QN = d auch y'd = yc und 

F(c’ — y'ä) — K((P — 1/’) = ® — X ; 
und da nach der Gleichung der Tractrix 

X + y (c* — yä) = c log I j 

ist, so wird die Gleichung der- Syntractrix 
X + — y2) = c log I — 

Die Tractrix ist ein besonderer Fall der allgemeinen 
Aequitangentialcurveu, die aus der Forderung entstehen, eine 
Curve solle auf ihrer Tangente zwischen dem Berührungs- 
punkt und einer festen Directrix einen Abschnitt von con- 
stantcr Länge erzeugen. 

319. Das Problem der Verfolgungscurven von dem Weg 
eines Hundes, der seinem Herrn nachläuft, lässt sich mathe- 
matisch so aussprecheu; Der Punkt A durchläuft mit cou- 
stanter Geschwindigkeit eine bekannte Curve; man verlangt 
den Weg des mit constanter Geschwindigkeit stets auf A 
zueilenden Punktes B zu bestimmen.*’) Denken wir A längs 
einer geraden Linie bewegt, die wir als Axe der y wählen, 
so ist der von der Tangente in dieser Axe gebildete Abschnitt 

SftliDon, Höhor« t'urriu. 23 
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gleich y — und das Wachethum desselben ist nach der 
Voraussetzung dem Wachsthum des Bogens i>roportional also 

— xdp =hV {I + ;>’) dx, 
log X* + log {;) + y {I + ?>-)} + log ^ = 0, 

2p •= A~^ x~* — Ax*, 

2y = Z, - x^+> - x-*+>. 

Die Gurre ist daher algebraisch, den Fall A = I aus- 
genommen, in welchem wir für — \ log x einzu- 

setzen haben. 

320. Die Involute oder Evolvente des Kreises ist 
eine weitere transcendente Curve von leicht bestimmbarer 
Gleichung, denn sie ist der Ort eines Punktes (j in der Tan- 
gente des Kreises im Punkte 1\ für welchen die Strecke l^Q 
dem von einem festen Punkle A des Kreises aus gemessenen 
Bogen AF gleich ist. Ist o der Radius des Kreises, C sein 

Kig. ««. Centrum, CQ = p der Radius vector, 

‘‘ jif LFCA = <p, lQCA^q, 

I so ist 

PQ = p(e’ — flj) 

und überdiess = ntp nach der Voraus- 
setzung. Aber es ist 

()p = 0 -|- arc. (cos = . 

Die Polargleichung des Ortes ist daher 

yio' — “*) _ 9 ^ arc, ^cos = ^ . 

Die Evolvente des Kreises ist der Ort der Durchschnitts- 
punkte der Tangenten in solchen Punkten des Kreises und 
der entsprechenden Gycloide, in denen eine Ordinate sie 
schneidet. 

321. Wir wollen diess Kapitel mit einer üebersicht von 
den Spiralen beschliessen. ln den Gleichungen dieser Curven 
in Polarcoordinnten ist der Radius vector nicht eine perio- 
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dischc Function des Winkels, sondern eine solche, die ffir 
(D = 0, <a = 2«-4-0, cj = 4«-|-0, etc. 
unendlich viele verschiedene Werthe giebt. Dann schneidet 
dieselbe Gerade die Curve in unendlich vielen Punkten und die- 
selbe ist also transcendent. Die Spirale des Ärchiniedes 
zuerst ist der Weg eines Punktes, der vom Anfangspunkt 
aus im Radius vector gleichförmig fortschreitet, indess dieser 
sich gleichförmig um jenen dreht; ihre Polargleichung ist 
daher 

Q — aca. 

Dieselbe ist auch der Ort des Fusspuuktes der Senk- 
rechten, welche vom Anfangspunkt auf die Tangenten der 
Kreisevolvente gefüllt werden. Denn nach der Natur der 
Evoluten ist die Tangente des Ortes von Q normal zu PQ 
und die Länge der aus C auf dieselbe gefällten Senkrechten 
ist = PQ = a<p für tp als den von der Senkrechten mit 
einer festen Geraden gebildeten Winkel. Darum ist auch die 
Ueciprocalcurve der Evolvente die hyperbolische Spirale 
p o = a, die wir im nächsten Art. besprechen wollen. 

Die Spirale des Archimedes gehört der durch die all- 
gemeine Gleichung p = aa” bezeichneten Familie von Curven 
an, bei welchen die Tangente sich um so mehr der zum 
Radius vector normalen Lage nähert, je weiter der Punkt 
sich vom Anfangspunkt entfernt. Denn mau hat 
pdet : dp = a ; n, 

so dass (Art. !*5.) die trigonometrische Tangente des vom 
Radius vector mit der Curventangente gebildeten Winkels 
mit ca stetig wächst, ohne doch früher als ca unendlich gross 
zu werden. 

322. Die oben erwähnte hyperbolische Spirale 
pco = a 

hat eine Asymptote parallel zu der Geraden, von welcher aus 
die <0 geme.sseu werden, denn die Normale von einem Punkte 
der Spirale auf diese Gerade ist p sin o = und wird 

daher für verschwindendes ca und unendlich anwachsendes p 
in den endlichen Werth a übergeführt. 

Wir können ferner die Länge der Normalen vom An- 
fangspunkt auf die Tangente berechnen; denn die Tangente 

23 * 
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des Winkels, den der Radins vector mit der Curventangente 
Fig. 87. macht, ist p = — a, sodass die Nor- 

wird, d. h. gleich o 
für unendlich wachsendes p. 

Die Form der Curve ist die in der 
Figur gegebene. Ihre Polarsubtangente 
ist constant. Der Bogen AB des mit 
dem festen Radius OA durch einen Punkt der Curve be- 
schriebenen Kreises ist auch constant. 

Eine andere der Erwähnung würdige Spirale ist der 
Lituus’®) 

0^(0 = a ^. 



Dieselbe hat die Gerade zur Asymptote, von welcher aus 
die a gemessen werden; denn die Entfernung eines Punktes in 

ihr von dieser Geraden p sin b<«= — pjj nimmt ohne Ende 
ab, indem p ohne Ende wächst und m verschwindet. 

323. Wir erwähnen endlich die logar ithmische 
Spirale 

P -= 0-. 

In dieser Curve wächst p unbegrenzt mit oj; es ist 
für (0 = 0 gleich Eins und nimmt für negative Werthe von 
a fortwährend ab, ohne früher Null zu werden als bis <a 
negativ unendlich ist. Die Curve nähert sich daher in un- 
endlich vielen Umdrehungen um ihn dem Pol. 

Es ist eine ihrer Fundamentaleigenschaften, dass sie alle 
Radien vectoren unter constantem Winkel schneidet, weil 


D — dem Modus des Logaritlimensystems gleich wird, das o 
“ de 

zur Basis hat und somit der Winkel des Radius vector mit 
der Tangente diesen Modul zu seiner trigonometrischen Tan- 
gente hat. 

Aus dieser Eigenschaft erhalten wir die Rectification der 
Curve. Denn aus der Betrachtung des Elemeutardreiecks, 
in welchem das Bogenelement die Hypotenuse und das 
Wachstbum des Radius vectors die eine Kathete ist, ersehen 
wir, dass das Bogenelement gleich dem mit der Secante dieses 
coustanten Winkels multiplicierten Wachstlumi des Radius 
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Tectors ist und dass daher jeder Bogen gleich der mit der 
Secante de^elbcii Winkels multiplicierten Dififerenz der Radien 
vectoren seiner Endpunkte ist. Die vom Punkte P bis zum Pol 
gemessene Bogenlänge p sec 0 wird construiert, indem man im 
Pol 0 die Normale OQ zu, OP errichtet und bis zur Tangente 
der Curve in P verlängert; sie ist gleich PQ. Der Ort von 
Q ist eine Involute oder Evolvente der Curve; da aber die 
Winkel des Dreiecks OPQ coustant sind, so ist 0^ zu OP 
proportional und macht mit OP einen rechten Winkel, d. h. 
der Ort von Q ist auch eine logarithraische Spirale, die durch 
Drehung der Radien vectoren der gegebenen um einen rechten 
Winkel und gleichzeitige Veränderung derselben in einem 
gegebenen Verhältuiss entsteht. Umgekehrt ist auch die Evo- 
lute einer logarithmisehen Spirale eine Curve derselben Art. 
Der Ort der Fusspunkte der Senkrechten auf die Tangente ist 
ebenfalls eine logarithmische Spirale, weil sie in einem festen 
Verhältniss zum R.idius vector steht und einen constanten 
Winkel mit ihm bildet. Die Brennlinien durch Reflexion 
und Refraction für Licht aus dem Polo sind gleichfalls loga- 
rithmische Spiralen.’’) 
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Achtes Kapitel. 

Transformation der Gurven. 

324. Nachdem im ersten Theüe dieses Werkes („Kegel- 
schnitte“ Kap. XXII — XXIV) ausser verschiedenen speciellen 
Methoden der Ableitung von Eigenschaften einer Curve aus 
denen anderer Curven, — wie den Methoden der Projection 
und der reciproken Polaren, der Inversion oder der reciproken 
Kadieu etc. — auch die allgemeine Theorie der linearen oder 
projectivischen Transformationen oder der Verwandtschaften 
der Collineation und der Reciprocität entwickelt worden ist, 
soll nun hier die allgemeine Theorie solcher Methoden dar- 
gestellt werden. 

Wir haben dafür im Allgemeinen die Correspondeuz oder 
das Entsprechen zweier Punkte P,I*' zu betrachten, die eben- 
sowohl in derselben Ebene als in verschiedenen Ebenen ge- 
dacht werden können. Im letztem Falle können beide Ebe- 
nen als in einem gemeinsamen Raume liegend angesehen 
werden und es ist dann möglich, den Uebergaug zwischen 
P und P durch geometrische Constructioneu in diesem Raume 
zu vollziehen ; die Methode der Projection bietet das einfachste 
Beispiel dieser Art, die gerade Verbindungslinie der entspre- 
chenden Punkte P P' geht immer durch einen gegebenen 
festen Punkt, das Centrum der Projection. Man erhält ein 
andres System der Transformation, indem man der Geraden 
P P' die Bedingung auferlegt, zwei feste sich kreuzende Ge- 
rade zu schneiden^*), etc. 

Die Entwickelung solcher Theorien gehört der Geometrie 
des Raumes au. 

An diesem Orte untersuchen wir die beiden Ebenen ohne 
Beziehung auf einen gemeinsamen Raum. Wir denken die 
Punkte jeder Ebene durch Coordinaten in Bezug auf ein will- 
kürlich gewähltes System von Fundamental - Elementen be- 
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stimmt und uelinien an , dass zwischen den Coordinaten ent- 
sjireclieuder Punkte eine bekannte algebraische Abhängigkeit 
bestehe, insbesondere also Gleichheit oder lineare Abhängig- 
keit, wie im Falle der projectivischen Transformationen, etc. 
]ii jedem Falle bestehen Sätze über die Beziehung beider 
Ebenen im Allgemeinen und Sätze Ober die Beziehung der- 
selben als in einer einzigen Ebene vereinigt. Um diese Be- 
ziehungen auszudrücken, sprechen wir von zwei entspre- 
chenden Figuren — nämlich Systemen von Punkten, 
geraden Linien oder von Curven — in diesen Ebenen oder in 
derselben Ebene; oder auch, wir sprechen von allen 
Punkten der Ebene und ihren entsprechenden. 

Die insbesondere genau untersuchte Art von Transforma- 
tionen hat ihren wesentlichen Charakter darin, dass einer 
gegebenen Lage von P im Allgemeinen eine einzige Lage 
von P' entspricht, und umgekehrt einer Lage von P' eine 
einzige von P'. Die projectivische ist der einfachste Fall der- 
selben; mau bezeichnet sie aber allgemein als die rationale 
oder auch die biratiouale Transformation. 


Quadratische Transfomiatlou. 

* 

325. Es ist nützlich vor der allgemeinen Theorie noch ausser 
der linearen Transformation einen andern sj)ecielleu Fall näher 
zu untersuchen, nämlich den Fall, wo die Coordinaten des 
Punktes P' Functionen zweiten Grades in den Coordinaten von 
P sind, oder wo man hat 

x^ : xj : X 3 = X, : Xj ; X 3 . 

Dann entsprechen den geraden Linien 

a:,' = 0, X 3 = 0, X 3 — 0 

die drei Kegelschnitte 

X, = 0, Xj = 0, X 3 = 0, 

und einer Curve Ordnung entspricht im Allgemeinen eine 
Curve von der Ordnung 2», deren Gleichung man durch 
Substitution der X, für die Xi in die gegebene Gleichung er- 
hält. In den Art. 253., 273. ist diese Methode schon benutzt 
worden. Man erhält ein einfaches Beispiel durch die An- 
nahme 
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• c /| • «vj * >^3 * *^2 * *^3 * 

Dann entspricht der geraden Linie 

®1®1 *1” "I" ®3^3 ““ ® 

ein Kegelschnitt 

o,x,i + fljXjl -f- «jX^ = 0, 

welcher die Seiten des Fundamentaldreiecks berührt und einer 
geraden Linie in der zweiten Figur entspricht wieder ein 
Kegelschnitt in der ersten. Einem Kegelschnitt der ersten 
Figur von der Gleichung 

”1” ®33®3* ”f” ^^23^3^3 ”1“ ^^13^I‘*'3 

+ 2a,jX,Xj = 0 

entspricht die Curve vierter Ordnung 

o,,x, + a„ Xj + O33X, + 2aj3Xjix3i + 2a,3X,ix3i 
+ 2 o„x, 4 xji = 0. 

Und da die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in der 
Form 

£1 4. i*:* + £? =- { (J- ) X,* + ( ‘ , X3* 

+ C-.- 

'"II* flts«uO|t'' I 

geschrieben werden kann, so ergiebt sich, dass die Gleichung 
der entsprechenden Curve in der Form 

ax^\ + bxji -f- cx^i + dx^i •= 0 
darstellbar ist und dass sie also drei Doppelpunkte und die 
geraden Linien 

X, = 0, Xj = 0, X3 = 0, X, ■= 0 

zu Doppeltangenten hat. 

326 . Die eben beschriebene Methode der Transformation 
auf Grund deV Beziehung 

X| . X2 . X3 — ^^1 * * ^^3 

ist im Allgemeinen nicht rational. Denn aus gegebenen 
X, folgen zwar die x.' rational, aber für gegebene x/ sind die 
entsprechenden x, aus den Gleichungen 



X, X, 


zu berechnen, aus Gleichungen also, welche Kegelschnitte mit 
vier gemeinsamen Punkten darstellen und somit vier ver- 
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schicdene La^eii des dem Punkte x,' eiitspreeheudeii Punktes 
X, liefern; Wenn die Kegelschnitte X, =0 einen festen ge- 
nieiiisnmen Punkt hätten, so könnte derselbe als von der Lage 
des Punktes x/ unabhängig ausser Betracht bleiben und jedem 
Punkte x/ entsprächen drei Punkte x,; wenn die A', = 0 
zwei feste gemeinsame Punkte hätten, ebenso zwei, und end- 
lich für drei feste gemeinsame Punkte derselben besitzen die 
Kegelschnitte 

- 1 = :^ == h 

•Tj J'j »Cj 

nur einen andern dem x,' entsprechenden genieiiischaftlicben 
Punkt. Die Transformation ist daher in diesem Kalle rational, 
d. h. es entspricht jeder Lago des einen Punktes nur eine 
Lage des andern. 

Da es nur einer Coordinatenveränderung gleichkoinmt, 
wenn wir anstatt der Kegelschnitte X, = 0 drei beliebige 
Kegelschnitte des Systems 

h,X|4-tjXj + h.,X3 = n 
wählen und die ihnen entsprechenden Geraden 
&,x, -[- &jXj -f- 2 » 3 .r, = 0 

zu Kundfimentjitlinien machen, so wird die Allgemeinheit durch 
die Festsetzung nicht vermindert, dass die X, = () die drei 
Paare von geraden Linien sein sollen , welche die drei ge- 
meiusamen Punkte verbinden und die in Art. 284. angewen- 
dete durch die Relationen 

X, : Xj : X3 ■= Xj'Xj'^: Xj'x,' : x,'Xj' und x,' : Xj' : x,' ^ / 

= x-^Xj : X3.T, : x,Xj 

ausgedrflekte Transformation ist daher die allgemeinste bira- 
tionale quadratische Transformation. 

Schon in Art. 284. ist dargethan worden, dass dem Punkte 
Xi «= X/ = 0, jeder Punkt der Linie x* = 0 entspricht. Trans- 
formiert man also eine Curve, so entspricht jedem der n 
Punkte, in welchen sie die Gerade x*' = 0 schneidet, der 
Punkt Xi = xy = 0 oder genauer gesprochen das Element 
eines durch diesen Punkt gehenden Astes der entsprechenden 
Curve, d. h. dieser Punkt ist ein n Fächer Punkt der Letz- 
teren- So oft die Originalcurve die Gerade x*' = 0 berührt, 
so oft fallen die Tangenten zweier Aeste der entsprechenden 
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oder Bilcl-Curvo iu eine zusammen. Einer Curve n'" Ord- 
nung, welche durch keinen der festen Punkte 

Xj = Xj — 0, X 3 = Xy = 0, X,' = Xj' = 0 
hindurchgeht, entspricht daher eine Curve von der Ordnung 
2 h, welche die drei Punkte 

X, = X, = 0, Xj = X, = 0, X, = x._, == 0 
zu nfacheu Punkten hat. Wenn wir aber voraussetzeu, dass 
die Curve n‘" Ordnung durch den Punkt x,' = x/ = 0 hin- 
durchgeht, so gehört die Gerade x* = 0 der entsprechenden 
Curve an und insofern wir diese Gerade ausser Betracht lassen, 
ist die Ordnung der transformierten Curve um Eins vermin- 
dert. Und überdiess geht die entsprechende Curve durch 
jeden der Punkte x* = x, = 0, x* = Xj = 0 nur (>» — 1) 
statt n mal, weil die gerade Linie x* = 0 jeden derselben 
enthält. In derselben Weise erkennen wir allgemein, dass 
einer Curve n'" Ordnung, welche durch die drei Haupt- 
punkte — wie wir sie nennen wollen — respective 
mal hindurchgeht, eine Curve von der Ordnung 

entspricht, die durch die drei entsprechenden Hauptpunkte 
der andern Figur resj>ective f(, /"/, /J,' mal hindurchgeht, filr 

f\ =w /i, ts) ^ /ä fi> =H f^ — f^. 

327. Man bestätigt leicht, dass die so erhaltenen Zahlen 
die reciproken Beziehungen zwischen beiden Curven erfüllen, 
d. h. dass man hat 

H = 2h' — 

/i=” fl fit ^ fl fl) fi — fl — fi' 
Wir zeigen auch, dass die entsprechenden Curven den- 
selben Defect haben oder vom nämlichen Geschlecht sind. 
Denn nach Art. 43. ist ein jjfacher Punkt — I) Dop- 

pelpunkten äquivalent und der Defect der ersten Curve ist 
somit 

i { (H - l) (H - 2) - /•, (/, _ 1 )_/,(/,_ 1) 

mit Benutzung der für n und die /)' so eben ermittelten 
Wertlie zeigt man aber leicht, dass diese Zahl der folgenden 
stets gleich ist 
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i { (»' - 1) («' - 2) - f; if; - 1) - {f- - i) 

- /; (/; - i)}. 

328. Ein besonderer Fall der Methode der quadratischen 
Triinsforniation ist die der Inversion oder die Transfor- 
mation durch reciproke Radien vectoren, die in Art. 
153. und in Art. 397 f. der „Kegelsclmitte“ besprochen ist. Wir 
haben einen festen Punkt 0, den wir als Anfangspunkt der 
Coordinaten wählen werden, und entsprechende Punkte P, P 
liegen mit denselben in einer geraden Linie und in Entfer- 
nungen, deren Product constart ist, setzen wir OP. OV — 
Dann begründet man leicht die Relationen 


X = 



y = 




X ,v’ 


aus denen die Gleichungen 


. , ■ . 1 , ■ > 1 
^ + 'y = . , X — *1/ = 

hervorgehen. Setzen wir also jr,, x.^, r., , resjicctive gleich 
X— i;i, X -f- iij, 1 und ebenso x,', x/, x,', respective gleich 
x' + ii/', x' — tf/, 1, so haben wir 


X,' : X.J : Xj' = x.^x.j : x.,x, : x,x, 

oder die Transfonnab’on ist von der in diesem Abschnitt be- 
trachteten Art. Man nennt bekanntlich den Punkt 0 das 
Centrum der Inversion und den aus ihm mit der der Quadrat- 
wurzel aus OP. OP’ entsprechebden Länge beschriebenen 
Kreis den Inversionskreis. Wenn der Punkt P eine Curve 
durchläuft, so beschreibt der Punkt P' die Inverse derselben. 
Insbesomlere ist die Inverse einer geraden Linie ein durch 0 
gehender Kreis, der die Länge OA' zum Durchmesser hat, 
welche der dem Fusspunkt der Normale O.-l auf die Gerade 
entsprechende Punkt begrenzt. Der Punkt 0 selbst entspricht 
dem unendlich fernen Punkt der Geraden. Die Inverse eines 
Kreises ist wieder ein Kreis (,,Kegelschn.“ Art. 397.) und 
insbesondere ist die Inverse eines Kreises K, der den Inver- 
sionskreis orthogonal durchschneidet, dieser Kreis K selbst, 
d. h. der Punkt P und der Punkt P liegen auf einem Kreise, 
welcher sich selbst invers ist. In diesem Beispiel kündigt 
sich eine weiterhin vollständiger zu entwickelnde Theorie an, 
in der die allgemeine Theorie der Transformation als eine 
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Theorie der rürres|)oiuleuz oder des Entsprecheiis von Punk- 
ten in einer gegebenen Curve erscheint. In unserm Falle 
entspricht dem Punkte P des Krei.ses K der zweite Schnitt- 
punkt P', welchen die Gcrude OP mit ihm bestimmt. 

.329. Für die allgemeine Theorie der Inversion erhellt aus 
deui Vorigen, dass zwei Paare enisprechender Punkte A, A' und 
stets auf einem Kreise liegen, der den Inversionskreis 
orthogonal schneidet und nach der Eigenschaft eines dem 
Kreise eingeschriebenen Vierecks so, dass die Verbindungslinie 
der Punkte A, B mit dem Radius vector 0^4 denselben Win- 
kel macht, wie die Verbindungslinie der entsprechenden 
Punkte A', If mit dem Radius vector. Und beim Üebergang 
zur Grenze für A B als Tangente einer Curve im Punkte A, 
dass die entsprechende Tangente der inversen Curve mit dem 
Radius vector denselben Winkel einschliesst wie jene; end- 
lich, dass der von irgend zwei Curven in irgend dinem Punkte 
gebildete Winkel dem Winkel der inversen Curven im ent- 
sprechenden Punkte gleich ist. 

Die Inverse ergiebt sich unmittelbar für Curven, die in 
der Gleichung p" -- a" cos Mca enthalten sind. So ist für n = 2 
die Lemniscate die Inverse der gleichseitigen Hyperbel; für 
^ die Cardioide die In ver.se einer Parabel, die ihren Brenn- 
punkt im Centrum h.at; etc. Die Inverse eines Kegelschnitts 
ist im Allgemeinen eine Curve vierter Ordnung mit drei Dop- 
lielpunkten, nämlich im Centrum und in den unendlich fernen 
Kreispunkten. Ist das Centrum ein Brennpunkt des Kegel- 
schnitts, so ist sic insbesondere die Pascarsche Schnecke; für 
das Centrum als einen Punkt der Curve eine durch die Kreis- 
punkte gehende Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt im 
Centrum. • 

Einem Osculationskreis der Curve entspricht ein solcher 
der inversen Curve, geht der erstere aber insbesondere durch 
das Centrum der Inversion, so entspricht ihm eine Inflexions- 
tangente. 

Beispiel 1. Die drei Inflezionspualtte einer circularen Curve 
dritter Ordnung mit Doppelpunkt liegen in einer geraden Linie. Daher 
lassen sich durch jeden Punkt eines Kegelschnitts drei Kreise legen, 
die ihn au je einem andern Punkte osculieren und diese drei Punkte 
liegcu' mit dem gegebenen Punkte in einem Kreise. Die drei Oscnla- 
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tionipnnkte sind sämmtlicli reell, wenn die Curve eine Ellipse ist; für 
die Hyperbel sind zwei von ihnen imaginär.”) 

Beispiel ‘2. Analog geben durch jeden Punkt einer circularen 
Curve dritter Ordnung oder einer bicirculareri Curve vierter Ordnung 
neun die Curve anderwärts osculierende Kreise; von denselben sind 
drei reell und ihre Osculationspunkte liegen auf einem auch durch den 
gegebenen Punkt gehenden Kreis. 

Beispiel 3. „Die Fusspunkte der von einem Punkte des um- 
schriebenen Kreises auf die Seiten eines Dreiecks gePällten Perpendikel 
liegen in einer geraden Linie.“ Wenn Aber drei von demselben Punkte 
ausgehenden Sehnen AB, AC, AD eines Kreises als ihren Durchmessern 
Kreise beschrieben werden, so liegen die zw'eiten Schnittpunkte der- 
selben in einer geraden Linie. 

Beispiel 4. „Der einem Dreieck aus drei Parabeltangenten um- 
scliriebene Kreis geht durch den Brennpunkt der Parabel.“ Wenn drei 
Kreise eine Cardioide berühren und durch ihre Spitze gehen, so liegen 
ihre drei zweiten Durchschnittspnnkte in einer geraden Linie. 

Beispiel 5. „Wenn eine gerade Linie die Pascal'sche Schnecke 
in vier Punkten schneidet, so ist die Summe ihrer Entfernungen vom 
Doppelpunkt derselben constant.“ Wenn ein durch den einen Brenn- 
punkt gehender Kreis einen Kegelschnitt in vier Punkten schneidet, so 
ist die Summe der reciproken Wertbe ihrer Entfernungen vom Brenn- 
punkte constant. 

Beispiel 6. Man soll die Enveloppe von Kreisen bestimmen, 
die durch einen festen Punkt gehen und deren Centren in einer gege- 
benen Curve liegen. Wir nehmen den festen Punkt zum Centrum der 
luversion und bemerken, dass der Ort des andern Endpunktes des 
durch ihn gehenden Durchmessers eine zur gegebenen ähnliche Curve 
ist. Daraus ergiebt sich, dass die negative Fnsspunktcurve (Art. 1S2. ) 
der Inversen der letztem Curve die Inverse der geforderten Enveloppe 
und folglich nach Art. 123., dass die Enveloppe selbst die Inverse der 
Polarreciproken der gegebenen Curve ist”) 

331. Es bleibt übrig, diejenigen Fülle der rationalen 
quadratischen Transformation zu erwähnen, welche nicht auf 
die Substitution 

a:, ; Xj : aTj = : Xj'x,' : x^ x,' 

zurtickführbar sind. Von den drei den Kegelschnitten X,- = 0 
gemeiireameu Punkten können zwei ziisammenfallen und es 
sei Xj = 0 die-genieinschuftliche Tangente derselben iin Punkte 
Xj »= X, = 0, sowie X, = x., = 0 der dritte ihnen gemeinsame 
Punkt, so können, weil die Gleichungen solcher Kegelschnitte 
von der Form 
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= 0 

seiu müssen, 

X,* = 0, XjXj = 0 und x,Xj = 0 
als solche Kegelschnitte genommen werden und die Substi- 
tution erhillt die Form der im Art. 290. aiigewendeten 
X,' : X./ : X3' = X, X3 : X,* : x-^x^ und 

/*»•/»••/*• *2 •/**'/>»' 

>4 I • JL '2 • • 4 '^ •A'l »4 2 • 1 • **'2 •*'3 • 

ln dieser Substitution entspricht wie in der allgemeinen 
dem Punkte x,' = Xj' = 0 die Gerade Xj = 0 und jeder 
Gurve, welche diese gerade Linie in n Punkten schneidet, 
eine Curve, welche jenen Punkt zum n fachen Punkte hat. 
Dem l’unkte x,' = .Xj' = 0 entspricht die gerade Linie x, = 0, 
aber für alle Punkte der Letztem erhält man die nämliche 
'J'angentenrichtung im erstem, nämlich Xj' = 0; einer Curve, 
die die Gerade x, = 0 in n Punkten schneidet, entspricht 
somit eine Curve, die den Punkt x,' = Xj' = 0 zu einem 
nfachen Punkt mit zusammenfallendeu Tangenten hat. In 
kurzem Ausdruck, die Theorie ist im wesentlichen dieselbe 
wie vorher, nur modificiert durch das Zusammenfallen von 
zweien der Hauptimnkte. 

Wenn endlich alle drei Hauptpunkte zusamnienfalleii, 
so sind nach Art. 247. der „Kegclschn.“ die Gleichungen der 
Kegelschnitte von der Komi 

n.jjXj^ + 2rt,,x,Xj -f- 2fij, (XjX, — — 0 

und wir kommen zu der in Art. 291. gebrauchten Form der 
Substitution 

X,' : Xj' : X;,' = X, Xj : x.^* : x,x, — »n x,*, 

X, : Xj : Xj = x,'Xj' : x^'^ : Xj'Xj' + »»x,'^. 


Allgemeine Theorie der rationalen Tronsrorniation. 

332. Es ist zweckmässig vor dem Eingehen auf die all- 
gemeine Theorie der rationalen Transformation in Aus- 
dehnung des in Art. 329. Gesagten zu erwähnen, dass die 
Substitution von x,", x.^", X3" für x,, Xj Xj respective dann eine 
sehr einfache Form anniiumt, wenn x, = 0 die unendlich 
ferne Gerade ist und x, = 0, Xj = 0 nach den Kreispunkten 
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in derselben gehen. Denn] durch Transformation zu Polar- 
coordinateu werden die Gleichungen der Letztem 
p (cos 0 + i sin 0) = 0 

und inan erkennt, dass die Ersetzung dieser Functionen durch 
ihre w"" Potenzen auf die Einführung von p" und von w0 
für p und 0 respective zurückkoinmt. Diese Tniusformation 
ist nicht rational, aber sie wird vortheilhaft auf Curven von 
der Gleichungsform p" = a" cos m w angewendet, welche so 
in Curven der nämlichen Familie transforaiiert werden. Für 
n = 2 wird ein Kreis zu einer Cassini 'sehen Curve, (Tlr 
« = zu einer Pas ca Ischen Schnecke. 

Roberts hat’^) auch bemerkt, dass durch diese Trans- 
fonnation der Winkel nicht ge.ändcrt wird, unter welchem 
sich zwei Curven durchschneiden. Denn die trigonometrische 
Tangente des Winkels, den die Tangente einer Curve mit 

dem Radius vector bildet (Art. 95.), wird durch p ^ ausge- 
drückt und die Substitution von nda für da und von 

e 

für lässt dies ungeändert. Die als Beispiele zur Theorie 

der Inversion gegebenen Sätze liefern hiernach für die ver- 
schiedenen Werthe von n ebensoviele neue Sätze; und Sätze 
in Bezug auf die Winkel, unter welchen Curven sich durch- 
schneiden, werden leicht durch diese Methode tran.sformiert, 
wie beispielsweise die Sätze, dass ein Kreis der Ort der 
Schnittpunkte zu einander rechtwinkliger Geraden ist, von 
denen jede durch einen von zwei festen Punkten geht; dass 
eine Reihe concentrischer Kreise durch das System ihrer 
Durchmesser rechtwinklig geschnitten wird; etc. 

333. Nach einer allgemeinen rationalen Transformation 
entspreche einem System von Werthen der ein einziges 
System von Werthen der xl z. B. 

X, : Zj : x^ = Xf : Xj : X^ 

für die X, als bekannte Functionen der x,, die wir vom 
Grade m annehmen; und umgekehrt entspricht einem belie- 
bigen System von Werthen x/ ein einziges System von 
Werthen 

X, : Xj ; X, -= X,' : Xj' : X,'. 
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Dann müssen zuerst, damit eine solche Ausdrucksweise mög- 
lich sei, die X,' auch vom Grade n in den xi sein. Denn den 
n Durchschuittspunkten einer beh'ebigen Geraden 
a^x^ -|- a.jX 2 -f- 0 ^X 3 -= 0 
mit irgend einer Curve 

6 , X, -f- b., X, + h, X 3 = 0 

entsprechen im andern System nothwendig die Schnittpunkte 
der Curve 

X| -f- dj Xj -f- U3X3 = 0 

mit der Geraden 

b^x^' + b.^x.; -f 630:3 = 0, 
deren Anzahl daher gleichfalls n sein muss. 

334. Wir untersuchen hiernach die Bedingungen, 
unter welchen die vorausgesetzte gegenseitige 
A usdrückbarkeit der x, und x! möglich ist. Im All- 
gemeinen entsprechen dem Punkte 

t t f ^ 

des einen Systems die gemeinschaftlichen Punkte der Curven 

j . .^^2 ■ *^^3 ■ ö j . £^2 • ®3 

im andern System; ihre Anzahl ist n*, wenn die X, allgemeine 
Curven ihrer Ordnung sind. Wenn jedoch p den drei Curven 
X, = 0 gemeinsame Punkte vorhanden wären, so würden nur 
m’ — JO mit den a, veränderliche Durchschnittspunkte der- 
selben existieren, die also dem gegebenen Punkte im andern 
System enstprechen. Und für p = — 1 wäre nur ein 

einziger veränderlicher Schnittpunkt vorhanden; oder mit 
andern Worten, wenn alle Durchschnittspunkte der Curven 

I . d f . tl'2 . O3 

bis auf einen bekannt sind, so sind die Coordinaten dieses 
letzten Durchschnittspunktes eindeutig bestimmt und somit 
rationale Functionen der a,-, d. h. der x/ und wir erhalten 
Ausdrücke von der Form 

X, : X, : X, = X,' : X ^' : X/. 

3.3.Ö. Dass die Curven X, = 0 gemeinsame Durchschnitts- 
punkte in der Zahl — 1 haben, ist also die eine lh?dingung 
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einer andern Bedingung. Das Bystem der Curven 

A.| (I 2 ^2 “f“ ®;i ^ 

muss von demselben Grade der Allgemeinheit sein, wie das 
System der Geraden 

a^x; + a^x^’ + a^^x.; = i), 

welchem es ents}>richt, d. h. eine Curve des Systems muss 
Äwei weiteren Bedingungen unterworfen werden können, ohne 
überbestimmt zu sein, zwei Bedingungen, welche die beiden 
Constanten a, : «j : fl., bestimmen. Die Zahl der Bedingungen, 
welchen die Curven X,- = 0 unterworfen werden, muss we- 
nigstens um zwei kleiner sein als die Zahl derer, welche zur 
Bestimmung einer Curve n'*’'' Ordnung hinreicht. Wenn z. B. 
die Curven X, = 0 Curven dritter Ordnung sind, und wenn 
wir die Bedingung stellen, dass sie acht verschiedene Punkte 
gemein haben sollen, so haben sie nach Art. 29. auch einen 
neunten Punkt gemein und können daher keinen variabeln 
Durchschnittspunkt besitzen, so dass die Construction des 
vorigen Artikels ihren Zweck verfehlt. Wir können jedoch 
den Bedingungen des Problems genügen, indem wir an- 
nehmen, dass die Curven dritter Ordnung X,- = 0 einen ge- 
meinsamen Doppelpunkt und vier einfache gemeinsame Punkte 
haben. Denn diess zählt für sieben Bedingtingen, da ein 
gegebener Doppelpunkt deren drei repräsentiert (Art. 41.), 
und es sind daher zwei weitere Bedingungen nöthig, um 
irgend eine Curve des Systems 

Xj “j— (I 2 X*2 -f- == 0 

zu bestimmen. Dagegen zählen die gemeinsamen Punkte für 
acht, weil ein Punkt, der in zwei Curven zugleich ein Doppel- 
punkt ist, für vier unter ihren Schnittpunkten zählt. Und so 
können wir auch allgemein die X, = 0 nicht als Curven 
Ordnung annehmen, welche n‘ — 1 verschiedene gemein.same 
Punkte haben, weil sie, sobald n grösser ist als zwei, dann einen 
weiteren gemeinsamen Punkt haben müssten und keinen ver- 
änderlichen Schnittpunkt haben könnten. Wir können aber 
den Bedingungen des Problems genügen . indem wir die 
X, = 0 als Curven denken, die «, einfache, doppelte, a.j 
dreifache Punkte, etc. gemein haben, so dass diese »P — 1 

Bitlraoiit Höhere Curren. 24 
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UurclisclmitLspunkten ilquivnlent sind und dass zugleich die 
Zahl der Bedingungen, welche dieser Festsetzung entsprechen, 
um zwei kleiner ist als die Zahl derer, welche eine Curve 
m'"' Ordnung bestimmen. Indem wir erinnern, dass ein ge- 
gebener vielfacher Punkt Ordnung ^ (r + I) Bedin- 
gungen äquivalent ist, und dass ein solcher Punkt, wenn er 
zwei Curven als » facher Punkt gemeinsam ist, unter ihren 
Schnittpunkten für r- zählt, erhalten wir die zwei Gleichungen 
1) «, 4- 4«, + 9«., + ••• + >’«r = jp — 1, 

2) «, + 3«, -f (;«,+ . .. + ir(r+ l)«. = in(« + 3)-2. 

Verdojqtelt man die zweite und zieht man davon die erste 
ab, so erhält man eine mit Vortheil an Stelle von 2) zu ver- 
wendende Gleichung, nämlich 

3) a, + + 3«3 -4- fßr = 3 (w — 1). 

Und wir erhalten somit so viele Arten der Trans- 
formation durch Curven n"^’ Ordnung als es Lösungen 
dieser Gleichungen durch ganze positive Werthe 
der a, giebt, immer vorausgesetzt, dass die Zahl der höheren 
vielfachen Punkte, welche die Curven X,- == 0 nach denselben 
besitzen, den bei Art. 43. gefundenen Grenzen unterworfen 
bleibt. 

335. Die Gründe des vorigen Art. beweisen genau ge- 
nommen nur, dass in der Gleichung 2) die rechte Seite nicht 
grösser sein kann als der angegebene Werth; wir können 
jedoch zeigen, dass sie auch nicht kleiner sein kann, denn 
wenn wir ein Glied — t addieren und die Gleichung 2) dann 
von 1) abziehen, erhalten wir 

4) -f 3«,, 4 i >• (»• — 1) «r = -i (m — 1) (n _ 2) 4- /. 

Indem wir erinnern, dass ein dreifacher Punkt drei 
Do])pelpnnkten und ein rfacher ^ r (r — 1) Doppelpunkten 
äquivalent ist, sehen w'ir, dass die linke Seite der Gleichung 
die Anzahl von Doppelpunkten ausdrückt, welcher die viel- 
fachen Punkte einer der Curven des Systems 

a, X, 4* «j 4“ «3 -^3 = 

gleichwerthig sind. Und weil in Art. 42. gezeigt ist, dass 
diese Zahl ^ (« — 1) (« — 2) nicht übersteigen kann, so muss 
t = 0 sein und die Gleichung 4) drückt aus, dass jede der 
Curven des Systems 
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o I -f- fi., Xn Ä.^ = 0 

die Maximalzahl von Doppelpunkten enthält, oder mit andern 
Worten, dass sie unicursal oder vom Geschlecht 
Null sind. 

Es ist iiberdiess evident, dass diess so sein muss, weil 
diese Curven geraden Linien des andern Systems entsprechen 
und nicht nur jede Gerade sondern jede Unicursalcurve in 
eine Unicursalcurve transformiert wird; denn wenn die Coor- 
dinaten eines Punktes rationale Functionen eines Parameters 
sind, so müssen die Coordinaten der entsprechenden Punkto 
als rationale Functionen dieser Letzteren auch rationale 
Functionen desselben Parameters sein. 

33G. Wir haben gesehen, dass für n grösser als zwei 
die Gleiehungen 1) und 2) nicht befriedigt werden können, 
wenn die gemeinsamen Punkte der Curven X,- = 0 nur ein- 
fache Schnittpunkte sind. Wir werden in gleicher Art zeigen, 
dass für n grösser als fünf ein vielfacher Punkt 
von höherer als der zweiten Ordnung vorhanden 
sein muss, etc. Ist r der höchste der vorkommenden Indices, 
so multiplicieren wir die Gleichung 3) mit r und ziehen die 
Gleichung 1) von ihr ab, und erhalten 
(,. _ 1) a, + 2 (r- 2) ß, -f 3 (,• - 3) «, + ••• (r - 1) . 

= (n - 1) (3r -«-!). 

Da hier jedes Glied der linken Seite positiv ist, so kann 
r nicht kleiner sein als (n -{- 1). Wir können r gleich 
dieser Zahl nehmen, wenn ^ (n -}- 1) ganze Zahl ist oder 
mit andern Worten für ein n von der Form 3p — 1 können 
wir r = p machen; alsdann müssen aber alle die Zahlen 
ß, , ßj, ••• ßr — 1 verschwinden und die Curven haben nur die 
pfachen Punkte gemein; wir haben nach 3) pcip = 3 (3p — 2), 
welches (den Fall p = 6, ß,, = 8 ausgenommen) durch keine 
ganzen Werthe von ß, befriedigt werden kann, sobald p die 
drei übersteigt. Ausgenommen also für w «= 2, .5 und 8 
muss r immer grösser als ^(n-f-1) sein. 

337. In derselben Art wird eine Relation begründet, 
aus welcher wir jetzt eine wichtige Folgerung ziehen wollen, 
nämlich den Satz, dass die Summe der drei höchsten 
Ordnungszahlen der vielfachen Punkte w über- 

21 * 
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schreiten muss. Seien r, s, f die drei iiöclisteu unter diesen 
Ordnungszahlen, so zwar dass s^r und f^s ist, so ent- 
stehen aus den Gleichungen 1) und 3) durch üebertragung 
der Glieder, welche r und s entsprechen, auf die andere Seite 
die Gleichungen 

+ 4«., + ... -f 1 - r* - 

n I — h 2 Cf. 2 “I“ ... f == 3 w — 3 t .s , 
und wir erhalten wie vorher eine Grenze für den niedrigsten 
annehmbaren Werth von / aus der Bemerkung, dass der Rest 
wesentlich positiv ist, den die um die erste verminderte f fache 
zweite Gleichung lässt. Unsere Absicht ist nun, zu zeigen, 
dass n — r — s zu klein ist, um ein Werth von t zu sein, 
oder dass in diesem Falle immer 

— 1 — r* — s- > < (3n — 3 — • r — s) 
ist. Setzen wir r -f- s = « — i, so wird diess 

2rs — 1 + 2nt- > f (2n - 3 -f <); 

und da nach der Voraussetzung r und s nicht kleiner sind 
als t, so wird der kleinste Werth, welchen die erste Grösse 
liaben kann, gefunden, indem man r und s gleich t setzt, 
wodurch die Ungleichheit entsteht 

(2 ^ 2nt — 1 > /’ -f 2nt - 3<, 
welche augenscheinlich richtig ist. 

338. Cremona hat für alle n bis auf n = 10 die an- 
nehmbaren Lösungen des betrachteten Systems von Gleichun- 
gen angegeben und wir wollen einige seiner Resultate ent- 
wickeln. Es ist aber bereit« genug gesagt, um zu zeigen, 
dass wir immer Functionen X, vom m'‘" Grade in den x, 
wählen können, so dass die Gleichungen 

ü/j . SCfj . * ^^2 * ^^3 

drei Curveu repräsentieren, welche gewisse feste für — 1 
Schnittpunkte zählende Punkte — wir werden sie Haupt- 
punkte nennen, — gemeinsam haben und einen variablen 
Funkt bestimmen, dessen tioordinaten in Function der z,- 
ausgedriickt das umgekehrte System von Gleichungen 
fT| * z<^ t z<^ ■ .A , . 

liefern. Wir haben vorher gezeigt, dass die X' Functionen 
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Grades in den x/ sind und es ist offenbar, dass sie gleich 
Null gesetzt gleichfalls Curven darstellen, welche eine gewisse 
Anzahl fester Punkte so gemein haben, dass den erörterten 
Bedingungen 1) und 2) Genüge geleistet wird. Es folgt aber 
damit nicht, dass dieselbe Lösung des Systems der beiden 
Gleichungen in dem einen und in dem andern Falle Anwen- 
dung findet, oder mit andern Worten das Curvenuetz (Bündel, 
Gebilde zweiter Stufe) 

“l -^1 + -^2 + “3 -^3 = 

welches den geraden Linien des einen Systems und das Curven- 
netz ' 

"1 + <*3^3 = 

welches den geraden Linien des andern Systems eutsi)richt, 
haben nicht iiothwendig dieselbe Vertlieilung der vielfachen 
Punkte. 


339. Wir sahen iin Kalle der quadratischen Tran.sfor- 
mation, dass jedem der drei Hauptpunkte des einen Systems 
ini andern System nicht ein Punkt, sondern eine Gerade ent- 
sprach und wir erweitern diesen Satz jetzt zu dem andern, 
dass im Allgemeinen jedem der Punkte «r eine Uni- 
cursalcurve Ordnung entspricht. 

Offenbar wird das System von Gleichungen 
: x.^ : X.,' = X, : X., : X^ 

illusorisch, wenn wir den Punkt x/ suchen, welcher einem 
den Curven X, = 0 gemeinschaftlichen Punkte x, entspricht. 
Sei zuerst dieser Punkt ein einfacher Schnittpunkt derselben, 
so erhalten wir die Coordinaten x/ eines ihm unendlich nahe 
benachbarten Punktes, respective proimrtional zu den Grössen 




dx, + dx, + 

äx -I- dx 4- 




dx. 


dx, ^ dx, 

wir erhalten somit für jedes in andrer Richtung vom Punkte 
Xi ausgehende Element einen andern entsprechenden Punkt 
Xi. Wenn aber drei Curven einen gemeinschaftlichen Punkt 
haben, so geht ihre Jac obi’sche Curve durch diesen Punkt, 
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wie man iiachweist, indem man die Gleichungen X,- = 0 in 
der Form 


gx, 

»X, 

dx, 

d^i 


Xf -j- 

+ 


cX, 

()x, 

()X, 


, dX, 

”1" p, ^3 
CXj •’ 


X; -|- X^ = (*, 
rx, - ' CX, ‘ ’ 


, ?X, , cXi 

+ ix, 


= 0 


schreibt und zwischen denselben die x, eliminiert. (Vergl. 
„Kegelschn.“ Art. 360.) So erkennen wir, dass, wenn wir dx, 
und dxj aus den vorher für die x,' erhaltenen Ausdrücken 
eliminieren, dx, auch verschwindet, und dass somit alle die 
Punkte, welche den in x, beginnenden Elementen oder kurz 
dem Punkte X, entsprechen, in der geraden Linie 


, /dX, dX, _ 8X, 

‘ vgx, CX, CX, dx, r 

, /ax, dx, _ ?x, dj(,\ 

' '•* Vfx, ix, ix, ix,’ 


liegen. 


+ ^3 ( 


8X, 

CX, 


8x, 


ix. 



.340. Wir verfahren ganz ähnlich, wenn der den Curveu 
X, = 0 gemeinsame Punkt ein vielfacher Punkt ist. Sei der- 
selbe beispielsweise ein Doppelpunkt, so verschwinden die im 
vorigen Art. für die x,' gegebenen Werthe; wenn w’ir aber 
die Differentiale durch obere Indices, die zweiten Differentiale 
durch doppelte obere Indices bezeichnen — wie früher durch 
untere, nur dass wir denselben noch das trennende Komma 
beifügen, um die Verwechslung mit Exponenten auszu- 
schliesssen — so sind x,', x,' x,' respective proportional den 
Grössen 


X,'.‘dx,* + X,*->dx./ + X,*.='dx,» + 2 AV-»dx,dx, 

-f- 2 X,®>‘dx, dx, -j- 2X,’-*dx, ÄXj, 

X„>.*dx,2+ ... + 2Xj'-»(5x,dx,, 

Xä'-'dx,’ -f ... + 2X,'-’'dx,dXj. 

Die Elimination der dx, zwischen diesen Gleichungen 
führt auf die Beziehung der x, zu den X,, welche wir suchen. 
Aber die vorhergehenden Au.sdrttcke sind in der That nur 
scheinlror ternär, sie sind in Wirklichkeit binär; denn für 
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eine Function U und die frühere Bezeichnung der Differen- 
tiale ist 

+ U.nXt^ + + 2 Un-^X-iX^ -f .. = 0 

die Gleichung des Tangenteupaares im Doppelpunkt der Curve 
11 = 0 und somit auf die Form 

U^, (j^i — -F (.T, — «(./•;,) — nx^) 

Ujj (xi — nx.j)'^ == 0 

zurückfilhrbar. Fis sind daher zwischen den drei durch das 
Vorige gegebenen Gleichungen nur zwei Grössen 
dx, — möxj, dXj — ndx, 

zu eliminieren und man darf ohne das Resultat zu ändern dxj 
gleich Null setzen und dx, und dxj eliminieren. Damit er- 
halten wir aber sofort allgemein für einen r fachen Punkt die 
Xi j)roportional zu den Grössen 

(«, . dx,, dx.^)'-; (ft', ... 5 d_X|, dx.^F; (ft", ... 5 dx,, dx.,)--; 
und indem wir nach der in Art. 44. erklärten Methode dx, 
und dxj zwischen den entstehenden Gleichungen eliminieren, 
finden wir die x/ als rationale Functionen eines Parameters, 
als die Coordiuaten eiiies Punktes in einer Uuicursalcurve 
von der Ordnung r. 

341. Die Curveu des einen Systems, welche den Haupt- 
punkten des andern entsprechen, .sollen die Haupteurven 
des Systems genannt werden und wir wollen zeigen, dass 
ihre Gesammtheit die Jacobi'sche Curve dos 
Systems der Curven 

bildet. Denn die J a c o b i 'sehe Curve ist der Ort der neuen 
Doppelpunkte in solchen Curven des Systems, welche einen 
Doppelpunkt enthalten ausser den vielfachen Punkten, die 
allen seinen Curven gemeinschaftlich sind. Da aber jede 
dieser Curven bereits in diesen Hauptpunkten die Ma.ximal- 
zahl von Doppelpunkten hat, so kann sie einen neuen Doppel- 
punkt nur durch Zerfallen in Curven niederer Ordnungen 
erhalten und diess wird nur -geschehen, wenn die gerade 
Linie des andern Systems, welche ihr entspricht, durch einen 
der Hauptpunkte hindurchgeht. In diesem Falle zerfällt die 
Curve 
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«, X, + (IjXj + «3 X3 = 

in die feste Curve r“' Ordnung, welche diesem Hauptpunkt 
entspricht, und eine andere Curve von der Ordnung w — r, 
welche mit der gegebenen durch gehenden Geraden ver- 
änderlich ist. Für zwei Unicursalcurven , deren Ordnungs- 
zahlen r und r die Summe n haben, ist aber die Gesammt- 
Vielfachheit, welche aus den Singularitäten der Curven und 
aus ihren Durchschnittspunkten entspringt, gleichw'erthig mit 
i (r _ 1) (r - 2) -t- i {/ - 1) (/ - 2) + rr' 

oder 

i (n - 1) in - 2) -f 1 

Do])pelpunkten. So erkennen wir, dass die zusammengesetzte 
Curve, welche einer durch den Hauptpunkt gehenden Ge- 
raden des andern Systems entspricht, ausserhalb der Haupt- 
punkte einen neuen Doppelpunkt besitzt, welcher ein Durch- 
schnittspunkt der fe.sten dem Hauptjiunkt entsprechenden 
Haupteurve mit der veränderlichen llestcurve ist; der Ort 
solcher Punkte ist daher jene feste Curve. Da.«s in der That 
die Summe der Ordnungszahlen aller dieser Haupteurven die 
Ordnung der Jacobi’schen Curve des Systems 
flj X| d ,2 X <2 U3 X3 = 0 

ausmacht, ist schon in der Gleichung 3) ausgedrilckt, nämlich 
«I 2«, -|- Sttj -f- . .. -j- r «r = .3 (ji — 1). 

Aus der allgemeinen Theorie der Jacobi’schen Curve, 
in die wir im nächsten Kapitel genauer eingehen werden, 
ergiebt sich, dass das System der Haupteurven durch jeden 
Punkt ß, zweifach, durch jeden Punkt ß, fünffach und durch 
jeden Punkt ßr (3r — l)fach hindurchgeht. Andere Sätze 
über die Anordnung der Haupteurven in Bezug auf die Haupt- 
punkte brauchen wir nur anzuzeigen. Wenn wir z. B. eine 
gerade Innie in einem System nehmen, die nicht durch einen 
Hauptpunkt ßr geht, so kann die entsprechende Curve 

Xj -j- (i^ Xj -{- ßj Xj = 0 

keinen gewöhnlichen Punkt mit der Haupteurve ßr gemein 
haben, die Durchschnittspunkte von beiden müssen ausschliess- 
lich Hauptpunkte sein. Auf diesem Wege können wir sehen, 
da.s8 jede Hauptgerade durch zwei Hauptpunkte geht, deren 
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Ordnuugssiimme der Vielfachheit » ist, und jeder Haupt- 
kegelschuitt durch fUuf Hauptpunkte von der Ordnuugssumme 
2n, etc. 

342. Wir sind nun in der Lage, die Charaktere der 
Curve zu bestimmen, welche einer Curve S von der Ordnung 
k entspricht und von der wir voraussetzen, dass sie nicht 
durch einen der Hauptpunkte geht. Wenn wir in eine 
Function vom Grade k für die Veränderlichen x/ die X, ein- 
setzen, so erhalten wir oflFenbar eine Function vom Grade 
nk', und wenn die Curven X, = 0 einen Punkt A gemein- 
schaftlich haben, so schneidet die ihm in der andern Figur 
entsprechende Gerade die Curven 6" in k Punkten, welche 
sämmtlich A entsprechen und daher einen /.'fachen Punkt 
bilden ; und ebenso entspricht jedem der Hauptpunkte «r ein 
rA'facher singulärer Punkt. Wenn die Originalcurve keine 
vielfachen Punkte enthält, so hat die transformierte Curve 
keine solchen ausser in den Hauptpunkten. Die transfor- 
mierte Curve ist also von der Ordnung nk, welcher als 
Maximalzahl der Doppelpunkte 

^ {nk — 1) {nk — 2) 

entspricht; die Hauptpunkte ihrer Figur sind vielfache Punkte 
in ihr, zusammen gleichwerthig mit 

i «,/: {k — 1) + i 2/; (2/: — 1) -f ... + J a,. rk {rk — 1) 
oder 

i (®i + -f- r*«r) — i /■ («I + + ••• ”t" '■“r) 

oder in Folge der Gleichungen 1) und 3) mit 
^(„2_ _ 1)A- 

Doppelpunkten. In Folge dessen ist der Defect der trans- 
formierten Curve 

^ nk {nk — 1) — { («’ — 1) F — \{n — 1) /'} 

= - 1 ) (^- - 2 ) 
d. h. dem der Originalcurve gleich. 

Wenn aber die Originalcurve vielfache Punkte ausser den 
Hauptpunkten ihres Systems hat, so entsprechen denselben 
in der transformierten Curve vielfache Punkte von derselben 
Ordnung und die Defecte oder Geschlechter der beiden Curven 
sind auch dann einander gleich. 
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Wenn die Originalcurve durch einen der Hauptpunkte 
«/ geht, so ist für jeden einzelnen Durchgang die ent- 
sprechende Curve «r ein Theil der transformierten Curve und 
die Ordnung der eigentlichen transformierten Curve wird ent- 
sprechend reduciert. Es tritt auch eine entsprechende Re- 
ductiou ein in der Zahl der Durchgänge, welche die trans- 
formierte Curve durch diejenigen Hauptpunkte macht, welche 
«r enthält. Die Wirkung ist auch jetzt, dass die Gleichheit 
der Defecte beider Curven erhalten bleibt. Wenn z. B. die 
• Originalcurve durch einen der Punkte «, geht, so erhält die 
transformierte Curve als Theil eine Gerade und die Ordnung 
der Kestcurve wird von nk auf nk — 1 vermindert; es ent- 
springt daraus eine Verminderung um nk — 2 in der Maxi- 
malzahl der Doppelpunkte. Geht nun diese gerade Linie 
durch zwei Punkte a„ u, so wird die Zahl der Durchgänge 
der Restcurve durch diese Punkte um je Eins verringert und 
die äquivalente Anzahl der Doppelpunkte um sk — 1 und 
ik — 1 re.spective oder ebenfalls um nk — 2 weil 
s -f- t = II ist. 

Wir ersparen das Eingehen in weitere Einzelheiten, weil 
wir sofort auf einem andern Wege zu denselben Ergebnissen 
gelangen werden. 

343. Jede Cremoua’sche Transformation kann 
durch eine Folge von quadratischen Transforma- 
tionen ersetzt werden. 

Betrachten wir die allgemeinste Transformation, bei 
welcher den geraden Linien der einen Figur in der andern 
Curven n"’’’ Ordnung entsprechen, w’elche «, einfache, a.^ 
doppelte Punkte, etc. mit einander gemein haben. Wir haben 
in Art. .337. gesehen, dass es drei unter diesen Punkten 
giebt, deren Ordnungszahlen der Vielfachheit mehr als n zur 
Summe geben. Wählen wir diese als Hauptj)unkte und voll- 
ziehen eine quadratische Transformation, so wird die Ordnungs- 
zahl der transformierten Curve 

2» — r — .s — t 

nothwendig kleiner als n. In derselben Weise vermindern 
wir durch eine weitere quadratische Transformation die Ord- 
nungszahl der Curve und setzen diess Verfahren so lange 
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fort, bis wir {ferade Linien als entsprechend den Curven n'’"' 
Ordnung erhalten. Da wir in Art. 327. bewiesen haben, dass 
durch eine beliebige quadratische Transformation das Ge- 
schlecht einer Curve nicht geändert wird, so zeigt die gegen- 
wärtige Entwickelung wieder, dass diess auch durch eine 
Cremona’sche Transformation nicht geschieht. 

Der folgende besondere Fall erläutert die Methode und 
kann zugleich zeigen, wie man die Anordnung der Haupt- 
curven verfolgen kann. Wir betrachten die Transformation, 
bei welcher gerade Linien in Curven fünfter Ordnung über- 
gehen, die in J,, A., drei einfache Piuikte, in B.,, Bj 

drei doppelte Punkt und in C einen dreifachen Punkt gemein 
haben. Nehmen wir C, 7t,, 7t, als Hauptpunkte, so ver- 
wandeln sich durch eine quadratische Transformation die 
Curven fünfter Ordnung in solche von der dritten, welche 
Ttj' als Doppelj)unkt und die Punkte A^', AI, A.^, C als 
einfache Punkte enthalten. Nehmen wir sodann AI, Bl, C 
als Hauptpunkte einer neuen quadratischen Transformation, 
so gehen die Curven dritter Ordnung in Kegelschnitte über, 
die durch die Punkte A/', A ", Bl' gehen; eine letzte Trans- 
formation mit diesen Punkten als Hauptpunkten führt daun 
auf das Gebilde zweiter Stufe aus geraden Linien zurück. 
Wir können in derselben Weise untersuchen, wie die geraden 
Linien oder allgemeiner wie Curven }>'" Ordnung im ersten 
'System transformiert werden, die a,fach durch den Punkt 
j4i , etc. gehen. Nach der ersten Transformation haben wir 
C =2/. — c — 6, — t,; 
c = k — 6 , — 

hl = k — c — b.^, bl = k — c — b,, bl = 2 > 3 ; 

Nach der zweiten Transformation, bei welcher Al, Bl, C 
die Hauptpunkte sind, haben wir 
k" = 3 A‘ — 2 c — «3 — b, — i»j — : 

c" =2k — c — «3 — 6, — Aj — 63; 
bj • k c b^ , b; k — — ” c — —— ^3 > b, * ' ■ Ä c b^, 

tt ” — k — c — A3, a," = Oy, al' — - Oj. 

Endlich nach der dritten Transformation mit den Haupt- 
punkten AI', AI', Bl' 
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/•" = 5^• — 3c — 2i(| — 2ftj — 2b^ — a, — — « 3 ; 

c" = 2k — c — i, — &2 — fc., — «3; 

rt,'" = 2k — c — Z(| — — ^3 — flj , 

rtj'" = 2/i — c — ii| — &3 — ^»3 — n, , a ”' = k — c — 63 ; 

h.j'" = k ~ c — b,, h"' = k — c — bj, 

<( 3 '” — iik — 2 c — ?<, — hj — bj — ff, — rtj — ffj. 

Wenn wir k = \ und die übrigen Zahlen gleich Null 
setzen, so sehen wir, dass gerade Linien in Curven fünfter 
Ordnung übergehen, die einen dreifachen Punkt, drei doppelte 
und drei einfaclje Punkte gemein haben. 

Um ferner die Correspoiidenz der Hauptpunkte zu zeich- 
nen, bemerken wir, dass in der ersten Transformation dem 
Punkte C die gerade Linie //,' entspricht, dieser sodann 
in der zweiten Transformation ein durch 
C, A,", B’\ J?/', B" 

gehender Kegelschnitt, und endlich diesem Letztem eine 
Curve dritter Ordnung, welche B^'" zum Doppelpunkt und 
die übrigen sechs Punkte zu einfachen Punkten hat. 

Die folgende Reihe von Beispielen giebt die Wirkungen 
der verschiedenen Arten der Oremona’schen Transforma- 
tionen bis zu » = 6 an. Die Werthe zeigen auch die den 
Hauptpunkten entsprechenden Curven auf; z. B. im 3. drückt 
der Werth 

c = 3A; — 2c — £ (a) 

aus, dass dem Punkte (7 eine Curve dritter Ordnung ent- 
spricht, die C zum Doppelpunkt hat und durch die Punkte 
A geht. 


Beiap. I. 

(11.) « = 2, «, 

= 3. 



k' 

= 2k — a, — (1, 

— «ji 

, a^k 

- «t — n« . 


= k ff 3 ff , , 


Ä’—a,“ 

- <1,. 

Beiap. 2. 

(III.) n =• 3 , 0| 

= *, 

«j =*» 1. 


P = 3k - 

-26 — ff, — ff, - 

- «»- 

-04. 


b' = 2k - 

-6 — ff, — ff, — 

" ,i - ' 


■ k — b — 0|, etc. 

Beiap. 3. 

(IV., 1) « = 4 , 

ff, = 

6, «, = 

0, ofa = 1. 

— ik — 3 c- 

- Z in),c — 3k 

— 2e ■ 

- I (a). 

ffi‘ = i’ — c — ff|, elc. 

Beiap. 4 . 

(IV., 2) n = 4 , 

«1 

3 . u, = 

3 . 


k' = !/• — -iZ {1/ — 1 (o), b' = ik — Z (b) — a, — n,, 
bf =■ du , = k — b, — 6,, a,' = de. 
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Beisp. 5 . (V., 1) n •=■ 5 , «, = 8. h, =» 0 . «, = 0 , n-, = I. 

A:’ = 5A' — 4 (/ — Zia), d' t= 4i' — :ti/ — Z{(ti, n,' = /■—(/ — <f,. 

Beisp. ß. (V., 2 ) n = .'i, K| = .8, cfj = 3 . ffj = I. 
k' = bk — c — 2 Z(b) — Z(a), c == ak — 2c — 1 ( 6 ) — I'«), 

b,' = 2 k — c — «1 — Z (6), a,' = k — c — 6,. 

Beisp. 7 . (V., 3 ) n = 5 , a, = 0 , «, = 0. 

k' = bk — 2Z(6), 6|' = 2Ä- — 6, — 6, — 6, — 65 — 65, etc. 

Beisp. 8. (VI., 1 ) >1 = C, c, = 10, Cj = 1. 
k' = 6 k — 5 e — ^(0)1 e = bk — 4 e — Z(a), a = k — e — a,, etc. 

Beisp. 9, (VI., 2) n = ß, «, =■ I, = 4. tr, = 2. 

k' => 6k — 3 I(c) — 2Z^6) — a, c,' =« Hk — 2c, — c, — Z(6) — a, 
b," = 2k — Z(c) — 6, — 6j — 64, a ^ k — Z(c). 

Beisp. 10. (VI , 3 ) n = 6, «I = 4 , o, = t, «, = . 3 . 

*' = et — 3 l(c) — 26 — I(n), <r = 4 t - 2 I(c) — 6 — Z(a), 

6,' = 2t — Z(c) — 6 — rt|’, 6/ = etc., 63' = etc. b,‘ = etc. 
o,' = t — c, — c„ o,' = etc., a,' = elc. 

Beisp. 11. (VI., 4) n — ß, «, - 3 , «, = 4, «3 = 0, a, = 1. 
t' = 6t — 4 ä — 2 Z(6) — Ji(< 4 ), C|’ == 3 t — 2</ — Z(6) — o, — Oj, 
c,” ' etc., c,' = etc., 6' = 2t — d — 1(6), a,' == t — d — 6,, 
a,' = etc., a,' = etc., a/ — etc. 


Transforniation einer gegebenen Curre. 

344. Die im letzten Abschnitt entwickelten Bedingungen 
sind nothwendig für die allgemeine rationale Transformation 
zwischen zwei Ebenen, bei der irgend einem Punkte der 
einen Ebene ein Punkt der andern entsprechen soll. Aber 
sie sind nicht nothwendig zur rationalen Transformation, 
wenn wir nur die Transformation einer gegebenen Curve 
S = 0 untersuchen wollen. Wenden wir auf die Curve 
S = 0 eine Transformation 

. 3 /., . '■ *^1 ■ * ^^3 

an, in welcher die X,- Functionen n"” Grades in den a;,- sind, 
die nicht nothwendig den Creraona’schen Bedingungen 
genügen, so entspricht offenbar jedem Punkte der ersten Ebene 
ein einziger Punkt der zweiten Ebene, weil die x,' als ratio- 
nale Functionen der x,- gegeben sind. Nach der vorhergehen- 
den Theorie würden aber, wenn die Curven X, = 0 einfache 
Punkte in der Zahl a, , doppelte in «j, etc. gemein haben, 
einem Punkte der zweiten Ebene 
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n’ — «I — 4«., — ... 

Punkte der ersten entspreclien und diese Anzahl — wir 
wollen sie 0 nennen — wird im Allgemeinen von Eins ver- 
schieden sein. Der Ort der Punkte der zweiten Ebene, welche 
den Punkten der Curve S entsprechen, wird eine zu S ent- 
•sprechende Curve .S' sein und jedem Punkt P der ersten 
entspricht ein bestimmter Punkt 7'' der zweiten. Aus dem 
Gesagten geht aber hervor, dass dem Punkte P' in der 
ersten Figur ausser P noch 0 — 1 andere Punkte entsprechen ; 
jedoch liegen diese Punkte gewöhnlich nicht in S, so dass 
die Curve der ersten Figur, welche der S" der zweiten ent- 
spricht, aus der Curve S und einer andern Curve besteht, 
die der Ort jener 0 — l Punkte ist. Und wenn wir nun die 
Punkte der Curve <S betrachten, so erhellt, dass ebenso wie 
jedem Punkte P in S ein einziger Punkt i*" in iS" entspricht, 
auch umgekehrt dem Punkte P in S ein einziger bestimmter 
Punkt P in S entspricht. 

Obwohl also die Gleichungen 

x,' : ajj' : = X, : Xj : X, 

an sich nicht hinreichen, um rationale Ausdrücke für 

, ^1 J ) ^3 > 

in Function der x,' zu liefern, so thun sie dies in Verbindung 
mit der Gleichung S = 0. Wenn wir zwischen diesen 
Gleichungen die Xi eliminieren, so erhalten wir eine Gleichung 
S' = 0, welche die Bedingung für die Verträglichkeit der 
Gleichungen des Systems ist. Und wenn diese Gleichung 
erfüllt ist, so können die Werthe der x,- rational bestimmt 
werden, welche allen Gleichungen des Systems genügen. 
(„Vorlesungen“ VI.) Wenn also eine gegebene Cune S — 0 
durch die Substitution 

X,' : x^ : x.{ = X| : X,, : X, 

transformiert wird, so kann im Allgemeinen eine rationale 
umgekehrte Ausdrucksform 

^ . X'^ ^ j . ■ Al^ 

erhalten werden. 

Beisp. Sei gegeben 

Xi : JT, : 3’, = J*, -p :r,* : J*, .T, -p .r, o", : x, 3*j -p x, a*, ; 
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80 dass geraden Linien der zweiten Ebene Kegelschnitte der ersten 
ente])rechen, die nur die beiden Punkte 

a", — X| == 0, Xj = X, = 0 

mit einander gemein haben. Einem l'unkte der zweiten Ebene ent- 
sprechen daher im Allgemeinen zwei Punkte der ersten. Die allge- 
meinen Ausdrücke der x, in Function der x.” können leicht gebildet 
werden, indem man bemerkt, dass 

.T, —X, X, —X, 

respective proportional sind zu 

.T| Xf , X, — X3 , 

was geometrisch aussagt, dass die Punkte x, und x,' als in derselben 
Ebene liegend betrachtet und auf dasselbe System von Fundamental- 
elementen bezogen mit dem Einheitpunkte iu einer Geraden liegen. 
Mit andern Worten, die Gleichungen werden für 

X, = X,’ -f 1, Xj = X,' -f 1, X 3 = Xj' -j- t 
mit denjenigen Werthen von 1 erfüllt, welche der Gleichung 
2i‘ -f- i (X,' -f X,' + Xj') -f X,' Xj' = 0 
genügen. Man siebt, dass jedem Werthsystem der x,' zwei verschiedene 
Werthsysteme der x, entsprechen. Diess ist aber nicht mehr der Fall, 
wenn wir die Transformation einer gegebenen Curve betrachten. 
Nehmen wir die gerade Linie der ersten Ebene 
i, a-, -H I3 Xj = ü, 

BO ist die Beziehung zwischen einem Punkt dieser Geraden und dem 
entsprechenden Punkt der zweiten Ebene durch die Gleichungen 

*( = X,' -|- A 

mit der Bedingung 

(I, + i. + «,) i =- - (Si a-,' -f I, X,' -f i, X3') 

ansgedrückt. 

Sei ferner S ■=« 0 ein Kegelschnitt der ersten Ebene und durch die 
Substitution von 

Xi = X,' -p A 

in seine Gleichung erhalte man (vergl. „Kegelsch.*' Art. .W.) 

A»-f PA -f 6'; 

so ist die dem Kegelschnitt S' = 0 entsprechende Curve eine Curve 
vierter Ordnung, deren Gleichung man durch Elimination von A zwischen 
A» -t- PA -P S' = 0 lind 
2 A» -P A (X,' -P X 3 ’ -p X,') -p X,' Xa' = 0 
erhält. Und der Ausdruck der Xi in Function der X|' wird gebildet, 
indem man für A die gemeinschaftliche W'urzel dieser Gleichungen 
nimmt, welche durch die Gleichung 

{2P — (X,' -P .X,' -f X,') } A -p 2S’ — X,’ Xj’ -= 0 
bestimmt ist 
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345. Die Unveräriderlidikeit des Geschlechtes besteht, wie 
wir schon aus Art. 83. wissen, für jede Transformation, bei 
welcher einem Punkte der einen Curve ein einziger bestimmter 
Punkt der andern Curve entspricht. 

Es wird wie in Art 342. bewiesen, dass bei der Trans- 
formation einer Curve S von der Ordnung (i mittelst der 
Gleichungen 

I I . y 

in denen die X, Functionen vom Grade p sind, die Ordnung 
der transformierten Curve 

pp — «, — 2ßj — etc. 

ist, für a, , etc. als die respectiven Anzahlen der ein- 
fachen, der doppelten, etc. Punkte, welche den Curven 
Xi — 0 gemeinsam sind und zugleich in S = 0 liegen; denn 
die Punkte, in denen eine beliebige gerade Linie die trans- 
formierte Curve schneidet, entsprechen den Punkten, in denen 
die Curve 6’ = 0 von der Curve 

5 , X , -(- $2 -^2 + ^3 ^3 = ^ 

geschnitten wird. 

Wir untersuchen nun, wie durch diese Transformation 
die Ordnung der transformierten Curve so stark als möglich 
reduciert werden kann. Wie in Art. 3.35. können die X, = 0 
nur zwei Bedingungen weniger unterworfen werden als der 
zur Bestimmung einer Curve p'" Ordnung hinreichenden An- 
zalil, d. h. 

ip(p + 3)-2 

Bedingungen; und wenn wir diese Curven durch eine mög- 
lichst grosse Anzahl der Doppelpunkte von S hindurchföhren, 
.so verfügen wir über jene Bedingungen so, dass die Ordnung 
der transformierten Curve am meisten verringert wird. Sei 
D der Defect der Curve S, also die Zahl ihrer Doppelpunkte 
i (P'* - 3p) — + 1 

und nehmen wir zuerst an 

p = p_ 1, 

so können wir die X',- diircli 

i (.“■ 4* p) — 3 
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Puuktt’n hiuduri'lifnhmi; wir wählen als solche die säinnit- 
licheu Doppel|iunktc und dazu 

2ii 4- /> — 4 

uiulere Punkte der Curve »S. Schreiben wir daher 

c<i = 2 fl -f- — 4, a.j = i (u' — ;»«) — JJ -j- l, fl — II — 1, 

so erhalten wir für die Ordnung von .S” den Werth 

fl fl — R, — 2«., = 7> 4" -• 

Nehmen wir ferner 

fl = u — 2, 

was also voraussetzt, dass fi grösser als zwei ist. Indem wir 
ganz in der vorigen Weise verfahren, erkennen wir, dass 
^ (g’ — 3 g) — i) 4" 1 ) — f* 4" — 4 

gewählt werden muss und dass die Ordnung der transfor- 
niierten Curve noch immer -j- 2 sein wird. 

Nehmen wir endlich 

p =. fl — 3, 

sf) wählen wir 

«. = U/^-- 3g) _ 7t 4- l, «, = 7t - 3, 
vorausgesetzt, dass 7t grö.sser ist als zwei; wir finden dann 
die Ordnung der transformierten Curve gleich 7t4- !• 

Da die transformierte (hirve, wie wir bewiesen haben, 
mit der Originalcurve denselben Defect hat, so lautet unser 
Ergebniss dahin, dass eine Curve von der Ordnung g mit 
ilem Itefect 7t oder mit 

i (g'-> - 3 g) _ 7t + 1 

Doppelpunkten immer in eine Curve von der Ordnung 7) -f- 2 
mit dem Defect 7t oder mit | (7t- — 7t) Dojipelpunkton 
transformiert werden kann; und insbesondere wenn 7t grösser 
als zwei ist, in eine Curve von der Ordnung 7t 4- 1 mit 
i — ■ 37t) ItüppcljHinkten. 

Ist aber das Ceschlecht 7t grösser als g oder die Ord- 
nungszahl g grösser als fünf, so kann man durch 
p = fl — 4, 

«, wie früher und 

«, == 7t — p — t 

überführen in eine Cure von der Ordnung 7t — 1 mit 

.SftlmoQ, Höhere t.'urTen. 
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4 - 1) (7> - (!) 

Doppelpunkten. “) 

Die Atuvenciiing derselben Transforunitioii auf die trans- 
formierte Curve giebt eine Curve der nämlichen Art wieder. 

•So kann also eine Curve für 7) = 0 in einen Kegel- 
schnitt und dieser durch eine Cremona’sche Transformation 
weiter in eine Gerade, für 7> = 1 in eine Curve dritter Ord- 
nung, für J) = 2 in eine Curve vierter tirdnung mit einem 
Doppelpunkte, für J) = 3 in eine allgemeine Curve vierter 
' trdnung, für J) = 4 in eine Curve fünfter Ordnung mit zwei 
Do))iiel]uinkten, etc. transformiert wenlen; für 7) = 7 aber 
entweder in eine Curve achter Ordnung mit vierzehn oder 
eine (birve sechster Ordnung mit diei Doppelpunkten, etc. 

34(i. Der Fall der Cnicursalcurven hält uns nicht auf; 
es ist /> = O und die transformierte Curve ein Kegelschnitt, 
die Coordinaten xi sind, wie wir wissen, als (juadratische 
Functionen eines l’araineters ö ausdrückbar, so dass die Co- 
ordinaten Xi, welche rationale Functionen der xi sind, als 
rationale Functionen dargestellt werden können. 

lletrachten wir den Fall J) = 1; die transformierte Curve 
i.st eine Curve dritter Onlnnng und zwar, was zu bemerken 
wichtig i.st, von einer absoluten Invariante, die von der ge- 
wählten Transformation unabhängig ist; d. h. das Dopjiel- 
verhältniss der vier Tangenten ist unabhängig von ihr, welche 
von einem Funkte der Curve aus an sie gehen. (.Art. 230.) 
Es besteht daher ein ents)irechender .Satz für jede Curve 
vom Oeschlecht Eins. "^) Diese Curven haben eine absolute 
Invariante. Die (’oordinaten eines Funktes der Curve können 
als rationale Functionen eines Farameters 0 und von j/ 0 
ansgedrückt werden, wo 0 eine Function vierten Grades von 
6 ist. Es ist hinreichend, diess für den Fall der Curve dritter 
Onlnnng zu zeigen, weil die .r, als rationale Functionen der 
Xi' dargestellt werden können; für diesen Fall ergiebt es sich 
aber direct, indem man den Funkt .r, = a\, = 0 in der Curve 
gelegen denkt und dann .r._, = 6.j-| ('insetzt in die Gleichnng 
der Curve, die Verhältniss(> j-, ; x., : x^ werden uninittelbar in 
der bezeichnelen Form erhalten. Und die W’erthe von 6, für 
welche 0=0 ist, sind diejenigen, welche den vier Tangenten 
Von X, = a;, = 0 an die Curve ents])rechen. 
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Die Coortlinaten eines Punktes einer Ciirve vom Geschlecht 
Eins können also als rationale Eunctionen von 6 mul /'0 
ausj^edrückt werden und man kann durch eine lineare Trans- 
formation von 0 d. h. durch Einführung einer zweckiiiässig 
bestimmten Function 

(rtO -f b) : (r0 + (I) 

für 0 die (Jrösse } Q auf die Form 
^(1 - 

bringen, welche für 0 = sinam n nichts anderes ist als oosam 
»I A am II, so dass wir sagen können, die (kK)rdinaien einer 
Curve vom Geschlecht Eins können als elliptische Functionen 
eines Parameters ii ausgedrückt werden. 

.‘547. Es giebt eine analoge Theorie für das (iesclilecht 
zwei, wo die Curve auf eine t!nrve vierter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt zurückführbar ist. Wenn wir den Doppeliiunkt 
dieser Letzteren als a', = a\, — 0 wilhleii mul ;r., = 0a’, setzen, 
so können wir die Verhältnisse der a; als rationale Functionen 
von 0 und j/0 dar.stellen, wo 0 eine Function sechsten 
Grades von 0 ist; und diess ist gleichbedeutend damit, dass 
die Coordinaten als h^perelliptische Functionen der ersten Art 
von einem Parameter « ansdriickbar sind. 

Für höhere VVerthe von J) sind die (.k»ürdinaten irratio- 
nale Functionen eines Parameters und es ist nur in speciellen 
Fällen möglich, sie durch Radicale darzustellcn. 

;148. Wir wollen , ehe wir diesen Theil der Unter- 
suchung abschliesseu, eine andere Methode erwähnen, durch 
welche das nämliche i’roblein studiert werden kann. Wir 
gehen aus von den Gleichungen, setzen wir 
A^ = 0, A., = 0, yl., = 0, 

die die (,’oordinaten X; und x,' verbinden und welche in den 
einen wie in den andern homogen sind; seien ihre Grade 
in den verschiedenen \'ariabeln 

fii, (I.,, rt., und fl.,', rr,' 

respective. Wenn wir zwischen diesen drei Gleichungen die 
Xi eliminieren, so erhalten wir eine (ileichung »V = 0 vom 
Grade 

25 * 
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in den ;r,, und diircli Eliiuimiiion der .iv eine Gleiehung der 
.S” = 0 vom Grade 

«3 + 

in den xi. Die Bedingungen »S' = 0, ,S' = () müssen erfüllt 
werden, damit die Gleichungen ' 

yl, = 0, A., = 0, yl., = 0 

zugleich bestehen können; aber für jedes System von ^^’e^then 
der Xi, welches der Gleichung S — 0 genügt, lässt sich ein 
VVerthsystem der xi linden, welches die Gleichungen yl, = <) 
und ilaher auch die Gleichung .S'' — 0 befriedigt. 

Die '/alil der Dopjieljuinkte der Curve 6' = U kann nach 
den jMetboden <ler Algeln-a untersucht werden, und das Ue- 
suliat, das wir erhalten, ist 

^ rt./rtj' {U;0'i I) M|- \ 1) rt.j* 

+ i — 1) 

+ - n c«;«,' — i) - i («,' -- 1) {»,' — 2)} 

+ — 1) G'i'"/ -- 1) -- i G'/ — 1) («•/ — -l} «:t«l 

~l“ |G*:t — ^1 G* ' ' V) i GC| l)(/l3 — 2) J 

man erhält den entsprechenden Ausdruck für die Zahl <ler 

Doppcipuiikle in S' — G durch Vertauschung der gestrichenen 
Buchstaben mit den imgestrichenen. VV'ir tinden endlich den 
Defect in jedem Falle gleich \ (Q 2) für 

ß -f- -j- -f- 

+ + + . . 

— 3 [n^a.,'a3 -f- . . -f- + • •)• 

Beide ( 'iirven sind also vom nämlichen Geschlecht. 


Eiits|ireclieii von Punkten tu einer »regelienen Curie. 

349. Das bisher Gesagte mag hinreichen, um die Theorie 
des rationalen Entsprechens zu erklären. Im Folgenden 
untersuchen wir das allgemeine Entsprechen zweier Punkte 
derselben Curve, bei welchem jeder Punkt den oder die ihm 
entsprechenden andern bestimmt. Nehmen wir an, eine ge- 
gebene Bage von ]‘ entspreche a Lagen von J-*’ und einer 
gegebeuen Lage von « Lagen von J'’, so soll dicss Ent- 
sprechen ein («, e‘) Ents])rechen oder eine («,«’) Correspou- 
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ilenz lieissen. Für «=■«'= 1 ist diose Hezieluiiig die eiucr 
rationulen 'rransforniution. 

Als ein einfaches Beispiel des Entsprecheus in einer 
C'urve von der Ordnung n nehmen wir an. dass die Funkte 
I‘ und 1' mit einem festen Funkte 0 in einer geraden Linie 
liegen; dann entsprechen dem gcgehciieu i’ p — 1 verschie- 
dene faigen von V uml dem gegeheneu P' p — 1 Lagen von 
P, oder die so festge.setzte Beziehung ist eine (p — 1, p — 1) 
(,'orrespondenz. ln Art. .'129. stiessen wir auf diese besondere 
Bczieliiing im Fall eines Kreises. Dieses Entsprechen ist 
rational im Fall des Kegelschnittes p = 2. Wenn der Funkt 
O iu der hetrachteteu Curve liegt, so entsprechen einer ge- 
gebenen Lage des einen Funktes p — 2 Lagen des andern; 
oder allgemeiner, wenn () ein vielfaclier Fimkt vom Grade p 
in der Curve ist, so entsprechen einer gegebenen Lage des 
einen l’unktes p — p — 1 Lagen des andern und das Ent- 
sprechen ist ein (p — p — 1 , p — p — 1) Entsprechen. Wir 
erhalten in dieser Weise ein (1, 1) Entsprechen von Funkten 
in einer Curve dritter Ordnung, indem wir 0 willkürlich in 
<ler Curve wählen, oder in einer Curve vierter Ordnung mit 
Doppelpunkt, indem wir U im Doppelpunkt annehmen; aber 
wir können kein (1, 1) Ent-sprechen in einer allgemeinen 
Curve vierter Ordnung auf diesem W'ege hersteilen. 

M;')0. Im vorher betrachteten Beispiel war das Ent- 
sprechen ein symmetrisches, man gelangte von P zu F durch 
dieselbe Construction wie von 1' zu P und überdiess war 
a = n . Als Beispiel eines nicht symmetrischen Entsprecheus 
betrachten wir das, bei welcbem P als Tangentialpunkt von 
P gegeben wird. Dann ist für gegebenes P der Punkt P 
einer von den Schnittpunkten der Tangente in P mit der 
Curve, d. h. einer gegebenen Lage von 1‘ entsprechen p — 2 
[jagen von P; wenn aber P' gegeben ist, so ist P einer der 
Berührungspunkte der von P an die Curve gehenden Tan- 
genten und einer gegebenen Lage von P entsprechen somit 
i' — 2 Lagen von P für v als die Chvsse der Curve. \Vür 
haben also ein (e — 2, p — 2) Entsprechen. Vielleicht ist 
es uunöthig zu bemerken, dass jt — a sein kann , ohne dass 
das Entsprechen ein symmetrisches ist. 
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‘5Ö1. Im Falle einer Uiiicursalcurve, wo einem gegebenen 
Funkte der Curve ein einziger Worth des Parameters 0 ent- 
sjiricht, und einem gegebenen Werthe von 6 ein einziger 
Punkt der Crirve, können wir in Ausdehnung des Begriffs 
der Correspondenz von einem (1, 1) Entsprechen der Punkte 
und der Parameter sprechen. Fis folgt daraus, dass, wenn der 
Punkt F n Lagen hat, sein Parameter 6 durch eine Gleichung 
vom Grade « gegeben sein muss, dass also, wenn die Punkte 
P, F ein Entsi)rechen («,«’) haben, die Kelation zwischen 
ihren Parametern 0, 0' durch eine Gleichung von der Form 

( 0 , 1 )“ ( 0 ', 1 )“' = 0 

gegeben sein muss, eine Gleichung nämlich, welche für ge- 
gebenes 0 vom Grade «' in 0' und für gegeljeues 0' vom 
Grade a in 0 ist." 

3')2. Füll Punkt kann sich selbst entsprechen und heisst 
dann ein Verbi n d u ngs pu nkt; wenn z. B. die Punkte P, P 
mit einem festen I’unkte 0 in gerader Linie liegen, so ist 
der Berührungsjiunkt einer von O ausgehenden Tangente der 
Gurve ein Verbindungspunkt und wenn diese Punkte die 
einzigen Verbinduiigspunktc sind, so ist ihre Anzahl = v. 
l)ie einzigen andern Punkte, welche auf den ersten Blick als 
Verl)iudungspunkte erscheinen könnten, sind die Dojipelpunkte 
und .Sj)itzen derCurven; denn wenn P ein Doppelpunkt oder 
eine Sjiitze ist, so schneidet die Gerade O P die Curve in P, 
in demselben Punkte als einen der (i — 1 Durchschnitts- 
]iunkte und in g — 2 andern Punkten, oder die Gerade aus 
() nach dem Doppelpunkt oder der Spitze schneidet die Curve, 
ebenda zweifach und in ft — 2 andern 1‘unkteu. Aber im 
Falle lies Dojipelpunktes gehören die beiden in ihm liegenden 
Schnittiuinkte zu verschiedenen Ae.steu der Curve, sie fallen 
zwar zusammen, aber sie sind keine aufeinander folgenden 
Punkte; im F’allc der Spitze sind sie solche. Wirklich nimmt 
im Falle einer Uiiicursalcurve der Parameter 0 im Doppel- 
punkt zwei verschiedene Werthe an, denen die nämlichen 
Cixndinaten entsjirechen, während für die Sjdtze jene beiden 
^Verthe einander gleich werden. Mit noch andern Worten, 
die Gerade von O nach einer Sjiitze ist obwohl keine eigent- 
liche Tangente der Curve doch in einem hühern Sinne eine 
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Tciiigeiite der L'tirve als die Gerade von 0 Jiacli einem üopjiel- 
piiukt. W ir si-Iiliesscn also, dass der Dopiielpuiikt kein V'cr- 
bindungspuiikt ist, wälirend die Spitze es in einem besondern 
Sinne ist. Ausser den Sjiitzen sind die Berührungspunkte 
der Tangenten aus 0 die eigentlichen V'erbindungspunkte in 
der Ourve. 

Indem wir zur LTnicursalcurve und zur Gleichuug 

(9, 1r (0', 1)“’ = 0 

zurückkehren, so haben wir in einem V'erbindungspuukt 
6 = 6' und erhalten daher zur Bestimuiung dieser Punkte 
eine Gleichung 

(9, l)- + «' = 0, 

d. h. wenn die J’unkte F, F ein Entsprechen («, a) haben, 
so ist die Anzahl der Verbindungspunkte gleich n -j- 
(Art. 83.) Die Anwendung des Satzes auf den Fall, wo P, V 
mit einem fe.sten Punkte 0 in gerader f/inie liegen und das 
Entsprechen ein (p — 1, P — 1) Entsprochen ist, giebt 2(p — 1) 
Verbindungspunkte; unter ihnen ist die Zahl der eigentlichen 
Verbindungspunkte = v und die der be.sondern als die der 
Spitzen = x oder wir müssen, wie es in der That für eine 
Unicursalcurve der Fall ist, die Uelation haben 

i< + X = 2 (p — 1). 

In dem andern Falle, wo F ein Taugentialpunkt von F 
ist, sahen wir das Entsprechen als ein (v — 2, p — 2) und 
die Zahl iler \"erbindungspunkte muss also p -f- v — 4 sein; 
nun sind aber in diesem Falle die eigentlichen Vorbindungs- 
punkte die IiiHexionspunkte und die besondern die Spitzen, 
die Gesammtzahl derselben also gleich i -|- x und wir er- 
halten den Satz * 

i X ^ -j- V — 4 oder 

t = 3 (p — 1) — 2x, 

was wirklich für eine l'nicur.salcurve mit x Sjiitzen der Fall ist. 

353. Wenn wir den Punkt F als gegeben denken, so 
kotnuit die geometrische Construction zur Bestimmung von 
F im Allgemeinen darauf hinaus, dass eine gewisse von P 
abhängige Curve 0 durch ihre Durchschnitte mit der ge- 
gebenen Curve die F angiebt. Iti manchen Fällen ist F 
irgend einer der fraglichen Durchschnittspunkte, in andern 
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Füllen Hegt eine gewisse An/ahl von ihnen im Allgemeinen 
im gegebenen Punkto P viml diese werden ausgeschlossen. 
So ist in dein Falle, wo P und P mit 0 in einer Geraden 
liegen, diese Gerade OP die Curve 0 und sie schneidet die 
gegebene Curve in dem einfachen auszuschliessenden Punkte 
P und in ft — 1 andern Punkten. Und wenn P ein Tan- 
gontialijunkt von P ist, so ist die Tangente in P, welche 
die gegebene Curve daselbst in zwei nicht zählenden Punkten 
schneidet, die Curve 0 und es giebt ft — 2 zählende Punkte 
als entsprechend. 

Die Curve 0 kann aber ferner die gegebene Curve in 
Punkten von zwei oder mehreren verschiedenen Classen von 
I’unktcn schneiden, so da.ss nur die Punkte von einer derselben 
Lagen von P sind. So ist es im letzt vorhergehenden Bei- 
spiele, wenn wir die Punkte 2' und 1"" vertauschen oder P 
als den Berührungspunkt einer von V an die Curve gehenden 
Tangente betrachten ; die Curve 0 ist das System der v — 2 
Tangenten, welche von P an die Curve gehen. Jede dieser 
Tangenten schneidet die Curve in 2', welcher einfach zählt, 
im Berührungspunkt 2^, der zweifach zählt, und in ft — 3 
andern Punkten F‘, welche wie wir sagen wollen zu P 
cotangeutial sind, so dass FF' die Curve in einem von F 
und P' verschiedenen Punkte F berührt. Oder was dasselbe 
ist, die Curve 0 von der Ordnung v — 2 schneidet die ge- 
gebene Curve in dem für v — 2 zählenden Punkte F, in 
V — 2 Punkten P', deren jeder für zwei zählt, und in 
(V — 2) (fl -r- 3) Punkten P', die einfach zählen. Die Corre- 
spoudenz (P, F) ist, wie wir sahen (ft — 2, v — 2), die Corre- 
Spondeuz (P, F") ist ofienbar (n — 2 ft — 3, n — 2 ft — 3). 

354. Der Satz für eine Unicursalcurve führt zu einem 
analogen Satze für eine allgemeine Curve; man erwartet, dass 
die Anzahl der Verbindungspunkte die um ein Vielfaches des 
Defects vermehrte Summe von « und «' sei; etwa 
• — « -f- «' -f- /i'. 21 ). 

Das letzte Beispiel zeigt jedoch, dass es nöthig ist, die Curve 
0 und die verschiedenen Classen von Schnittpunkten zu 
unterscheiden, die sie mit der betrachteten Curve hat. Der 
allgemeine Satz sagt daher aus, dass für eine Curve von 
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RCffcbeiiein Pefect I) , wenn , V, . . . die entspreclienden 
Punkte von i' sind und wenn 1\ P' eine («, a) Correspon- 
denz mit « als Anzahl der Verbindungspunkte haben, 1\ F" 
eine (ß, ß") Correspondenz mit h Verbindungspunkten etc., 
und wenn die 0, die durch ihre Schnittpunkte mit der ge- 
gebenen Curve die Punkte P, P', . . . bestimmt, dieselbe in 
in dem Punkte P als A facb, in jedem der Punkte P' als 
fach und in jedem der Punkte P' als q fach zahlend schnei- 
det, etc., die Uelation besteht 

p{a — « — «') -4- q {h — ß — ß') = k. 21), 

wobei in jeder der verschiedenen ('orres{)oudenzen die spe- 
ciellcn Verbindungspunkte, wenn solche vorhanden .sind, 
gezählt werden müs.sen. 

VV ir erörtern diess an den schon ('rwiihuten Ih’isjjielen. 
Wenn P und P mit 0 in einer (teraden liegen, so erhalten wir 

1) V X = 2 {(I — l ) 2 P. 

Wenn P' ein Tangentialpunkt von P is(, so folgt 

2 ) t + X = g + e — 4 -f iy>; 
und in dem Palle wo P ein Tangential[)unkt von F ist und 
wo b, ß, ß' sich auf die- Correspondenz P, 1‘" der Cotangen- 
tialen beziehen, 

b — 2 (g — 3) (v — 2) -|- 2 (rt — « — «') = (e — 2) 21), 
wo nach dem vorigen Beispiel 

rt — rc — n — i -|- X — (ft + f — 4 ) = 4 P 
ist; somit 

— 2 fg - 3) (e - 2) = (e - 6) 2P. 

Die eigentlichen Verbinduugs()unkte b sind hier die Be- 
rührungspunkte der l)oiij)eltangenten, deren Zahl 2t ist; 
aber als specielle Verbindungspunkte zählen die Spitzen jede 
(e — 3) fach, wie wir annehmen müssen, und das Ergebniss 
ist also 

3) 2t = 2(g — 3) (e — 2) + (e — 6) 2P - (e — .3) x. 
Die Gleichungen 1), 2) und 3), welche die ('lasse, die 
Zahl der Inflexionen und die Zahl der Doppeltangeiiten einer 
Curve von der Ordnung g aus Ö Doppelpunkten und x ISpitzeii 
augeben, stimmen mit den Plüeker'scben Gleichungen über- 
ein; man bestätigt sie am leichtesten, indem mau die in 
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Art. 8.-}. gegebenen Ausclriicke der versehiedenen Crössen in 
g, V und « =;5i' -f- * an wendet. 

Wenn in einer Curve die Punkte P und F eine 
(I, 1) Correspondenz haben, die Punkte (F, P") eine eben- 
sülebe, und so fort bis zu den Punkten Pi“-i}^ p«)^ s„ habeji 
otfenbar auch die Punkte F, P-) eine (l, 1) Corre.spondenz. 
Lnd umgekelirt, die Punkte F, F"\ wekbe sich (1, 1) ent- 
sprucben, können als mit einander verbunden durch die Reihe 
der vermittelnden Punkte F, F ', . . . hetrachtet werden. 

Im hall einer Curve vom Ge.schlecht Null I)ringt die 
(I, I) Correspondenz der Punkte F, F auch eine solche 
C'orrespondenz der beziiglidien Parameter 8, 0' mit sich: 
iiäiiilicli von der Form 
, (0, i)fe', i)==() 

oder was da.sselbe ist 

rt09' 4- be + cG' + f/ = U, 

d. Ii. die Parameter 0, G' .sind projectivusch von einander ab- 
liängig. Die 'rranslbrination bringt von drei willkürlichen 
Parametern ab. 

Denken wir die Curve als Kegelschnitt, so ist bekannt, 
das.s für ein (1, 1) Kntsi.rechen der Punkte F, F die Gerade 
11 einen Kegelsclinitt umbüllt, der mit dem 'gegebenen 
Kegelschnitt eine dopjielte Rerülmmg hat; ein .solcher Kegel- 
.schintt hangt als der Redinguiig der Doppelberührung unter- 
liegend wirklich von drei Bedingungen oder Parametern ab 
Wenn wir aber die Punkte A, I! willkürlich wrdilen und 
sodann zwei Punkte F, Q des Kegebschnitt-s mit A in gerader 
Linie annehnien, P aber in gerader Linie mit 7/^, so haben 
die Punkte F, F ein (1, 1) Ent.siirecheii, welches scheinbar 
von vier Parametern abhäi.gt; es folgt darau.s, dass die 1‘unkte 
-1 und 7.’ ohne V erlust an .\llgemeinheit einer einfachen Be- 

Kjjf I* 

(liiigung unterworfen werden können. 
La.ssen wir die (ku respoiidenz F, F 
mittelst des von derGeraden 7’7' iim- 
büllten Kegelschnitts gegeben sein, 
und nehmen w ir auf der Berühnings- 
sehue willkürlich den Punkt A an, 
zit^hen F A, das den Kegelschnitt in 
<t schneidet und QF, welches in der Sehne den l’nnkt 77 
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bestimmt, so ist mittelst iler Punkte A, 11 die (1, 1) Corre- 
sj)omlenz auch bestimmt, aber A ist als ein bestimmter Punkt 
in der PerOhrungssehne, sagen wir als ihr Schnittpunkt mit 
einer festen Geraden gegeben und 11 wird nach dem Wirigcn 
gefunden und wir haben also die durch diese zwei Punkte 
vermittelte Corresjmndenz ganz ebenso , als wenn A in der 
IJerührungssehne willkürlich gewählt wäre. 

Ein im Vorherigen mit enthaltener Fall ist es, wenn die 
(1, 1) Correspondenz von iV P' so beschatten ist, dass die 
Gerade Fl*' durch einen festen Punkt C geht; der umhüllte 
Kegelschnitt ist als Liniengebilde betrachtet hier der zwei- 
fach genommene Punkt C, als Punktgebilde aber das Paar 
der von C an den gegebenen Kegelschnitt gehenden Tan- 
genten; d. h. die Berührungssehne ist die Polare von C und 
die Construction ist die nämliche rig. i?i. 

wie vorhin, indem wie man leicht 
sieht die Punkte A, 11, C ein Tripel 
conjugierter Punkte in Bezug auf >. 

den . Kegelschnitt bilden ; die / .• ' 

Originalcorrespondenz der Punkte \ — 7 •• 

P, P als in einer Geraden aus C y 

gelogen, wird durch eine Corre- 

s|>ondenz mittelst der Punkte A und 11 i'rsetzt, die mit C 
ein Tripel harmonischer Pole bilden. 

Die vorhergehenden Eigenschaften stehen in Beziehung 
zu dem Problem von der Einschreibung eines Polygons in 
einen Kegelschnitt, falls seine Seiten entweder durch gegebene 
Punkte gehen oder Kegelschnitte berühren niüs.sen, die selbst 
mit dem gegebenen in (loj)pelter Berührung sind. 

.'Intl. Jn einer Curve dritter Ordnung (P=l) haben 
wir eine ( I, 1) Corre.sjiondenz, die von einem einzigen Para- 
meter abhängt; aber es giebt zwei Arten dieser Correspondenz, 
nämlich 1) die, dass die Punkte P, P mit einem Punkte A 
der Curve dritter Ordnung in gerader Linie liegen, und 2) 
so, dass P mit Q in einer (jeraden aus dem l’unkte A der 
Curve liegt, indess Q und P in einer Geraden durch den festen 
Punkt 11 der Curve enthalten sind. Die letztere Beziehung 
ist auch nur scheinbar von zwei Parametern abhängig; denn 
für C als einen bestimmten Punkt der Curve dritter Ordnung 
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uud )nittelst der tieradeii A C, welche die Uurve noch in 0 
und JJ 0, welche sie noch in 1) schneidet., wird derselhc corre- 
, spondirende Punkt P’ zu P erhalten, 
indem man l‘Dlt und IICV zieht, 
d. h. mittelst eines einzigen Punktes 
C 1). Ks ist in Wahrheit olleiiljur, 

\ dass von i' ausgehend und i' als 
j 8chnitt von (J>Ji mit IIC constiuie- 
n rend, die Curve dritter Ordnung durch 
die l’unkte A, li, C, /t, O, P, Q, li auch durch den Punkt 
r geht, •SO dass die Punkte A, Jl und die Punkte C, 1) zu 
demselben Punkte D führen. 

Oer in der vorigen Construction enthaltene Satz kann 
in folgender .\rt au.sgesprochen wenlen; Wenn in ^ler Curve 
dritter Ordnung die Punkte A, II, C, D so liegen,. dass die 
Oeraden AC,liD sich in einem Pnidite O ilerselben schnei- 
th,*n, .so giebt es unendlich viele der Curve eingeschriebene 
\’ierecke PQl^Il, deren Seiten durch A, Jl, C, J) rc.spective 
gehen; jeder Punkt P der Curve kann als Ecke eines .solchen 
Vierecks angenommen werden. 

357. Denken wir allgemeiner in die Curve dritter Onl- 
nung ein ungeschlossenes Polygon l'Q ... X von 2« — 1 
Seiten eingeschrieben, dessen Seiten durch feste Punkte der 
Curve gehen, so ist das Entsprechen der Punkte F und X 
ein (1, 1) Entsprechen der ersten Art, d. h. die letzte Seite 
XP schneidet die Curve dritter Ordnung in einem losten 
Punkt. Wir qrhalten damit unendlich viele der Curve dritter 
Ordnung eingeschriebene 2 h ecke, deren Seiten durch feste 
Punkte der Curve gehen. Und diese festen Punkte sind will- 
kürlich bis auf einen, der durch Construction eines solchen 
1‘olygons bestimmt wird. 

Wir können diese Theorie durch die Ausdrucksweise der 
Punkte der Curve dritter Ordnung mittelst l’aranieter nach 
,\rt. 347. erläutern. Das (1, 1) Entsprechen zwischen zwei 
I’unkteu einer Curve dritter Ordnung erfordert einen ratio- 
nalen Ausdruck für die Parameter sinam u, cosam u, A am 
u in Function der sinam u, cosam u, Aam u und diess so- 
dann erfordert eine Gleichung von einer der beiden Formen 
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u -j- u = const. oder n — ii' == const. 

Wenu aber drei l’uiikb* i' P und A in gerader Linie liegen, 
so findet im Allgemeinen eine Uelation 
M + “ + rt = A 

statt, für A als eine von der absoluten Invariante der Curve 
dritter Ordnung abhängige Constanto- Eine Oleicliung von 
der Form u -f- »' = const. fordert also, dass 7' und V mit 
einem festen Funkte ,1 in euier geraden Linie liegen. Wenn 
aber die Gleichung n — u — const. besteht, so denken wir 
die Constaute in der Form der Differenz h - - a gegeben, und 
können dann schreiben 

« -j- t> -(- « = A, n -}- »F A; 
daraus aber ergiebt sich die geometrische Bedeutung dahin, 
dass P und Q mit einem festen Funkt A und V> 
einem festen Funkt 77 in gerader Linie liegen. 

Wir können offenbar für die Funkle A, II zwei andere 
(’, J) substituieren, vorausgesetzt, dass wir haben 
h — a = e — (I, oder « -f- r = /; -f- 
d. h. vorausgesetzt, ilass die Geraden AC und Ji D sich in 
der Curve durehschueiden. ir hal)en so die vorher erhal- 
tenen Hesultate wieder gefunden. 

3Ö8. Für eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doiipel- 
punkten (77= I) existiert eine gleiehe Theorie des Ent- 
Sprechens (1, 1); für eine solche mit- einem Doppelpunkt 
— wiril durch diesen Letzteren ein (1, 1) Entsprechen 
vermittelt, das von keinem Farameter abhängig ist, indem 
die Gerade 1‘1‘ sieh um den Doppel|iunkt dreht. 

Es giebt eine interessante Theorie der (2, 2) Correspon- 
denz in einer L'nicursalcurve und insbesondere in einem 
Kegelschnitt; die Farameter, welche die Lage der Funkte 
P, bestimmen, sind dann durch eine Gleichung von der 
Form 

(0, 1)» (0', 1)’ = 0 

verbunden. Für Kegelschnitte erhalten wir die Fon celet’schen 
Sätze in Bezug auf die ein- und uuigesehriebenen Folygone.’’') 
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Allgemeine Theorie der Curven. 

.‘159. Wir wollen in ilieseni Kaj)iiol die allgemeine Theorie 
der Curven im Sinne des Kap. 11. weiterniliren und beginnen 
mit der Theorie der Doi)peltangenten einer durch die all- 
gemeine Cleiehung n"“ Grades durgestellten Curve, welche 
wir in Art. 78. vertagt hatten. IV ir wollen zwei Methoden 
erklären, durch welche man die Gleichung einer Curve bilden 
kann, ileren Durchschnitispunkte mit einer gegebenen Curve 
die lleriihrungspunkte ihrer Doppeltaiigenten bestimmen. 

lo .'\rt. ti-1. wurde die Theorie der Tangenten einer (hirve 
vermittelst der Gleichung A = 0 studiert oder der Gleichung 

X'-v ^ A— • ftA ir + /l— V-A-i/' -f . . . = p, 

welche die Coordiiiaten der Funkte bestimmt, in denen die 
Verbindungsgerade zweier gegebenen Funkte «lie Curve schnei- 
det. l\'ir sahen dort, dass für einen Funkt x! der Curve und 
einen beliebigen Funkt Xi der in ihm die Cnrve berührenden 
Tangente die Itclationen 

V = 0, A {/' == 0 

und wenn diese Tangente in drei auf einander folgenden 
Funkten schneidet, zugleich die Itelation A- U' — 0 bei vier 
auf einander folgenden Scbnittjuinkten auch A’ ff = 0 er- 
füllt ist und so fort. 

NVeiin die Tangente im Funkte ,r/ die Curve noch in 
einem aiulern Funkte berührt, so muss die durch W - 0 und 
All' = reducierte Gleichung A = 0, die nun vom Grade 
{n ~r ist, gleiche Wurzeln haben und wenn wir die Dis- 
criminante dieser Gleichung durch Y repräsentieren, so mu.ss 
die Relation T = 0 durch die Coordinaten .r,- und xi erfüllt 
werden. 
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]in Falle der liiHexioiispuukte, wo die zwei liedinguiigen 
A ir = U, A’ LT = 0 

bestehen, welche respective vom ersten und vom zweiten 
Grade in den Xj sind, und doch beide für jeden beliebigen 
Punkt der Tangente befriedigt sein müssen, ist ofl'enbar, wie 
wir in Art. 74. entwickelten, dass AU' — 0 die Gleichung der 
Tangente ist und dass A'^ U' den Factor A U' enthält, ln der- 
selben Art muss im Falle einer Doppeltangente ¥ die Grösse 
A f/'als Factor enthalten und durch Aufstellung der Bedingung, 
unter welcher diess der Fall ist, erhält man die Bedingung, 
unter welcher der Punkte/ der Berührungspunkt einer Dopjiel- 
tangente ist. Da die in Art. 74. benutzte specielle Methode 
aul den allgemeinen Fall nicht anwendbar ist, so gebrauchen 
wir die folgende von Gayley herrührende Methode. Ks ist 
zweckmässig mit dem nachstehenden Lemma zu beginnen. 

3{ji). M'enn die (üeichungen von zwei Gurven f/ = 0 
und F = 0 die Variabein Xi in den Graden a, h respective 
und die x/ in den (iraden >i, h' enthalten und wenn di«; ah 
Schiiittj)unkte dieser Gurve sämmtlieh mit zusammenfallen, 
so wird iler Grad der weiteren Bedingung verlangt, unter 
welcher sie andere gemeinschaftliche Punkte hal>en, was 
otfenbar nur dann der Fall sein kann, wenn U und V einen 
gemeinsamen Factor besitzen. Wir bemerken, dass in diesem 
Falle eine beliebige Gerade 

1,3-, + i,Xj -f IjX.j = 0 

einen den Gurven U = 0 und F = 0 gemeinschaftlichen 
Punkt enthalten muss, nämlich den Punkt oder die Punkte, 
in welchen sie die durch Verschwinden des gemeinschaft- 
lichen Factors dai'gestellte Gurve schneidet. Daraus folgt., 
dass das Uestdtal der Elimination zwischen {/==(), J'=() 
uud der linearen Gleichung in diesem Falle gleich Null sein 
muss. Diess Besultat enthält die im Grade nh, die .r,’ im 
Grade ah' -}- uh und die Goefficienteu von U und F in den 
Graden h und a respective. Da aber ilas Eliminationsresultat 
erhalten wird, indem mau tlie Substitutionsresultate der (,'o- 
ordiuaten der Durchschnittspunkle von U und F iu 
g.a-, -f i,x., -{- t,x^ 

mit einander multipliciert, so ist sie in diesem Falle von der Form 
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Die Hedinf^ung 

?,x,' + ..=0 

zeigt al>er mir iin, dass die willkürliclie Linie durch den 
Punkt x/ gehe, in welclieni Falle sie allerdings einen gemein- 
schaftliehen Punkt der beiden Curven unter allen Umständen 
enthält. b)ie Evistenz eines gcnieinsehaftlichen Factors von 
II und V wird also nur durch das Verschwinden des andern 
Theils der Itcsultante, also durch 17 = 0 bedingt und wir 
sehen, dass diese Bedingung die niclit melir enthält und 
vom Grade 

a V a () — (i h 

in den x/ sowie von den Graden h uml a respective in den 
Coefficienten von U und )' ist. 

3Ü1. Wenn wir die beschriebene Methode auf die Unter- 
suchung der liiHexionspunkte anwenden, d. h. auf die Be- 
stimmung der Bedingung, unter welcher A V und A* IT einen 
gemeinsamen Factor haben, so ist 

0=1, rt' = »» — 1 , h = 2, F = n — 2 
und die erhaltene Formel giebt für den Grad von TT in den 
die Zahl 3(»i — 2), die früher gefundene ürdnung.szahl 
der II esse 'sehen Determinante; auch ergiebt sich, dass TT vom 
zweiten Grude in den (,'oeflicienten von A V und vom ersten 
in denen von A'* T7' ist, also da beide die Uoefficieuten von 
V sind, vom drittcMi Grade in den ( ’oeflicienten von F, was 
ebenfalls dem Früheren entspricht. 

Für den hall der Dopj>eltangenten reduciert sich die 
Gleichung A = 0 auf ilie Form 

{ -f . . . -f = 0 

und ein Glied ihrer Discriminante i.st z. B. 

{AUry-^ U’‘-\ 

(I. h. diese h'imotion 1' ist vom Grade (« -(- 2) (« — 3) in 
den X,, von dem Grade (h — 2) (n — 3) in den x/ und von 
2{n — 3) in den Ckieflicienten der üriginalgleichung fl == 0. 
Wir können dann ferner zeigen, da.ss alle ychnittjiunkte von 
3' = 0 und A U' = 0 mit x/ zusainmenfallen ; denn die 
Gleichung des Systems der «'■ — v — 2 Tangenten vom Punkte 
u'i wird nach der Methode des Art. 78. in der Form 
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k-A V + Y (A* uy = 0 

gefunden und dies« System kann von AU' = 0 in keinem 
andern Punkte als a',' geschnitten werden, so dass wir durch 
Einsetzen von A U' = 0 in die letzte (jleichung erkennen, 
dass A U' — 0 weder )'= Ü noch A'^ Z/' = I ) in einem andern 
als dem Punkte a',' schneiden kann. Wir können daher die 
Methode des Art. 360. anwenden, indem wir 

a , a = 11 — 1 , /; = (m 2) (ii — 3), 

0' — (m — Ü) (n — 3j 

setzen, also 

aU + all = (»2 + 2n — 4) (m — 3). 

VV'ir erhalten somit den (Irad von TT in den xl gleich 
(„ + 3) (n - 2) (» - 3). 

Es ist auch vom Grade (« 2) (n — 3) in den Coefficienten 

\oa AU' und vom ersten Grade in denen von l', somit vom 
Grade (« -(- 4) (n — 3) in den Coefficienten der Original- 
gleichung. Die Dojipeltangentencurve TT = 0 .schneidet die 
Originalcurve U == 0 sonach in 

n ( w ‘A) {n — 2) (n — 3) 

Punkten und da zwei dieser Punkte zu je einer Doppeltangente 
gehören, .so ist die Zahl der Doppeltangeuten 
= i w (n — 2) (n^ — 9), 
wie in anderer Art in Alt. 82. gefunden ward. 

362. Die Methode des Art. 360. erlauht aber auch durch 
die wirkliche Diirchriihmng der angegebenen Operationen die 
Bildung der Bedingung TT = 0 selbst. Sind die x/ wie vor- 
her die Coordinaten des Punktes der Cnrve, so haben wir im 
Falle der luHcxion zwischen 

S,.r, -f |,.r, + = 0, A Z7' = 0, A'^ U' = 0 

zu eliminieren und die letzten Gleichungen lauten in ent- 
wickelter Form mit Weglassung ilcr Striche bei den Z// und U’u 

Z/,x, -f r/jX., -f Z/3X1 = 0, ZZ„X|* + Z/.^jX./ -f Z7.,.,x/ 

2 Z/.j3X._,x., -j- 2 Z/3|X.,x, -f- 2 Z/,.^x,x.^ = 0. 

Wir Wüllen dabei, um numerische Factoreu zu vermeiden, 
die Originalglcichuug Z7 = 0 mit Binomialcoefticienten ge- 
schrieben und die gemeinschaftlichen Factoreu nach der 

äalmon, Höhere ('nrven. 20 
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Differentiation entfernt voraussetzen, so Juss die U, die ersten 
Differentiale von U' durch n dividiert, die Uik die zweiten 
Differentiale von II’ dividiert durcli w (>i — 1) bedeuten und 
die Euler’schen Gleichungen von den hoiuogeueii Functionen 
lauten 

U.^x.l -}- V-kX-i — U , 

= {7,, etc. 

Die Bedingung, unter welcher zwei Gerade von den Coordi- 
naten 17, und 5/ sich in einem Punkte eines Kegelschnitts von 
den Coefficienten 1/,* schneiden, kann in Form einer Deter- 
minante 


Uu, 



U„ 

5. 



Ujj, 

u», 

u„ 



^ 13 ; 

V,,, 


Ü3, 

5.3 

= 0 


u, , 

^3 ) 

0 , 

0 


) 


1 :. , 

0 , 

0 1 



geschrieben werden, weil diese Determinante identisch ist mit 
dem Resultate der Substitution der Coordinaten des Schnitt- 
punktes der Geraden, d. h. 

in die Gleichung des Kegelschnitts. Diese Determinante kann 
aber nach den Euler'schen Gleichungen dadurch reduciert 
werden, dass mau die ersten drei Reihen und Zeilen mit 
a:,', xj, x^ respective multipliciert und von der vierten Reihe 
respective Zeile subtrahiert. Für 

-f = R 

wird sie dann zu 
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und wenn wir nach Clebsch 


das Zeichen 



für die mit 


ir multiplicierte üetenniiiante brauchen, in der die (jruppe 
der II esse 'sehen Detenuinante mit dem Saum der hori- 
zontal und vertical versehen ist, und in consequeiiter Erwei- 
terung bei zweifachem Saum, so dass tlie ursprüngliche 


Determinante 

begründet 


bezeichnet, so haben wir also die (»leichung 




ir-H. 


Wenn also die x/ das V^erschwinden von bedingen, so 
folgt, dass die Gleichung = 0 sich auf H = 0 re- 

duciert, wie bekannt. 

.303. Um durch dieselbe Methode die Gleichung der 
Doppeltangentencurve zu finden, haben wir das Resultat der 
Substitution von 


für Xf, x.^, X., re.spectivc in die Discriniinante der reducierfen 
Gleichung A = 0 (Art. .3.09.) zu entwickeln und wir werden 
zu diesem Ende die Resultate dieser Substitution in die ver- 
schiedenen Coefficienteu dieser Gleichung, nämlich in A'* U', 
A’ U', etc. oder wie wir abkürzend schreiben wollen, in 
A’, A'*, etc. aufsuchen. Im vorigen Art. ist das Resultat der 
Substitution in A'^ entwickelt und Hesse''") hat gezeigt, dass 
das Resultat der Substitution in A* von der Form 


Pc u -f Q, a,x; + |.,x/ + 

ist, welches sich für x/ in der Curve auf Qitli- reduciert. 
Seine Methode zeigt, dass, wenn diess für zwei auf einander 
folgemle A*“‘, A* gilt, es auch für A* + ' wahr ist und sie 
erlaubt uns P*+i, mittelst der vorausgehenden (joefti- 

cienten auszudrücken. Wir erinnern, da.ss nach der Definition 
A*+ ‘ = A (A*) ist, wo A die Operation 



I d I fl 

+ dx,' + fU - 


bezeichnet, in der jedoch die x,- und die .x,' von einander 
unabhängige Grö.ssen sind. In dem hier betrachteten Falle ist 


X, = Uj Ik — Ut, 


• 26 ’ 
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und also eine Function der a;/; man hat daher die Operation 

A so zu vollziehen, dass die Differentiation die x,' nur trift't, 

insofern sie explicite erscheinen, und 'nicht insofern sie in 

den Xi enthalten sind. Bezeichnen wir die Operation 

(/ , ff l ff 

X, J Xn J ? -4” \ i 'J 

* «X| ' ^ dXf ' •* f/Xj ' 

ohne diese Einschränkung durch y, so haben wir für die 
Operation an irgend einer Function S nach der allgemeinen 
Kegel zur Ableitung der Differentiale nach den x/ in der 
Voraussetzung, dass die Xi Veränderliche sind, aus den Diffe- 
rentialen in der Voraussetzung, dass sie Constanten sind- 


ei A CI I , US , dS 

V.S = A cS + vx, + V^, + 

3ü4. Der nächste Schritt ist die Berechnung der Werthe 
der Ergebniss der Operation y an einer Function 

S ist offenbar die Determinante 


S, , 6.J , /S 3 I 

f/,, U,, 

j ^2 1 S:i I 

und daher für die Function a;, oder — f^ 3 S 2 insbesondere 


(« - 1) 


f/, , U, , u, 

§1 > 5'.l > I 3 


wo der Factor j» — 1 aus der Annahme entspringt, die \vir 
machten, dass die Differentiale der f/,- die (n — 1) fachen 
Uu seien. 

Wir reducieren nun die eben geschriebene Determinante 
in folgender Weise. Sie ist 


1, 


U,. 


u.„ 


IL 


0, f7|2l3 C/jjl:! ^33^3 

0, U^ , Uj f Uj 

0, 


u, 

13 


^3> f^\3r ^-^23» ^33 I 

? 2 , U^3, fJ-n, ü-n 

0, r/,, r/„ u, I 

0, S., ^2, S:, i 
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23 


u.. 


33 


I 3 > ^13 > ^5 

(62^2 “f" £3^3)» ^< 1^1 > ^12^1» ^ 13*1 

0 , 5, , S,. , h, 

li Si^l ) ^^11^1) ^^13^1 


I 2 

1, 

0 

= li 


U, 

U, 


12 


13 

, I, 

U^■2, U-ii, 


^22 > ^23 

^23 ) ^33 

I.. , g:, 

i , 

^131 ^23) ^33 ' “I“ •*-! \t /• 

Si . Sj , S3 j 


Hezeieliiieii wir Q') durch Z und durch Z, die halben 

Difl'prentiale dieser Function nach den so differieren diese 
Letzteren nur im Vorzeichen von den als Factoren von li 
in den Werthen der yx, nuftretenden Determinanten; wir 
erhalten daher 

V (S) _ i (S) - (,. - I) J! (I, 'I + I, g, + I, g) 

+ (» - 1) (|:) (*,' g + g + !!■)■ 

Ist insbesondere 5 = A*( F) für V als eine Function 
vom Grade n' in den x,', so ist wegen 


nothwendig 


dxi 




V(A*e) — A*+'(V) 


- * <“ - 1 ) « (ä:. ,>,• + 2;. g + 2:. g.) i*-(V) 

+ ‘ (» - I) (|:) (*; /-■ + < /, • + < „y A>- ( V). 

Da aber A* ~' V eine in den x/ homogene Function vom 
Grade n — A + 1 ist, so reduciert sich das letzte Glied auf 

*(„_ 1) 1) («■) A*-«(n 

365. Es ist zweckmässig, hier die Abkürzung if> für die 
Operation 


dxi 


> +Z. 


2 


4- Z 


einzuführen, und wir bemerken noch, dass 
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1’{V) 


I ^12 > ^ 1.1 > 

?/| 2 ) U<2i, Vji, Vj 

V 

.13 > .3 


^ 13 > ^13 > ^3 

. >, ?2 , 6:, , 0 I 

ist, wofür wir aucli schreiben dürfen Q '). 

Wenn man in der vorigen Determinante 
Vi und fler 0 die Grö.ssen 


an Stelle der 


^ 12^3 ^^ 13 ^ 1 ) ^ 32^3 ^ 23 ^ 2 ) ^ 23^3 ^ 33^21 

und so zerfällt sie in zwei, welche je 

zwei gleiche Reihen enthalten und verschwindet also, d. h. 
das Resultat der Operation tl' an x^ verschwindet. Wenn 
man daher die Ojieration tp an einer Function jiusführt, die 
die Xi enthält, so ist das Resultat das nämliche, ob man diese 
Grössen als Constanten betrachtet oder nicht Die Gleichun«' 
des letzten Art. giebt daher in ihrer Anwendung auf die 
Grössen A* etc., welche wir zu berechnen wünschen 

A*+‘ = V (A*) + k (w — 1) Elf! (A*~*) 

— k (n — 1) (n - k + 1) ZA*->. 

866. Aus dem so eben gefundenen Ausdruck ergiebt 
sich nun, dass für 

A‘-‘ = Pa-. U+Qk-i E^ und A*= P*ff-f QuE^ 
für A* + ’ die gleiche Form folgt. Denn wir haben nur diese 
W'erthe von A*“', A* in die Gleichung des letzten Art. ein- 
zusetzen und 3vir müssen dabei bemerken, dass y {U) und 
V (Ji) verschwinden, wie sogleich durch Einsetzung der Ui 
oder der für die in 

6. , 6'j , Ä3 

Ui, u„ u, 

5| ; ^2 } ^3 

folgt. 

Es ist also 

A (v*) = f/y (Pa) + iP V (Va). 

Indem wdr <lann 

nUi, nUj, nUi und 

für S|, (Sj, Ä’3 in substituieren, folgt 
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uiul daher 

t (A*-‘) = Ui- (P*_i) + RU’ (V*-i) 
i/P + 2PZ(?*-.. 

Verbinden wir endlich die im Ausdruck des Art. 3H5. 
für A*+* vorkoranienden Glieder, so erhalten wir 

A* + ' = PP*+, + R^(,h+, 

mit 

P*+, = V (P*) - (» -!)(«- k + 1) I P* - . 

-)- /i (h — 1) 7i(i’ (P*-r)> 

und V* - 1 = V (V*) — (« — 1) (» — A — 1)1 V< I 

+ /.• (» — I) Rt (V*-i) — »»(«— 1) / P*_, i/. 

3t>7. Aus diesen Formeln können wir nun die Wertlie 
von P^, etc. entwickeln. Man hat zuerst 1\ =0 ^, == 0 
und (nach Art. 362.) 

1\ = _ I, V, = - H- 

also 

P 3 = - A (Z), ft = - A (H). 

Wenn die Curve eine Curvc dritter Ordnung ist, so wird 
A* die cubische Function selbst und der so eben für ft ge- 
fundene Werth erhält die folgende geometrische llcdeutung: 
Wenn eine Gerade 

-f- |.,X 3 = 0 

eine Curve dritter Ordnung schneidet, und von den Schnitt- 
punkten aus die je vier Tangenten an die Curve gezogen 
werden, so liegen die zwölf Berührungspunkte derselben in 
der Curve vierter Ordnung 

i /3 , 

ft, ft, ft i= 0 ; 

denn diese Bedingung muss, wie wir gesehen haben, für 
• jeden Punkt der Curve erfüllt werden, de.ssen Tangente sich mit 
g,x, -f -f ^ 3^:3 = 0 

in der Curve schneidet. Dasselbe Resultat folgt auch un- 
mittelbar aus Art. 184. 

Um nun zu ft weiter zu gehen, so haben wir nach Art. 366. 
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V, = - V + -5 (»» - 1) (" - 4) 

-■d{n-\) Iti'(H) + 3n{n- 1)1H 

= — V (Ai/) + 6 (« — 1) (m— 2) lü— 3 (m - 1) llil^H. 

Aber in üebcreinstimmung mit dem Resultat von Ende 
Art. 364. erhalten wir für 1: = 1 und n als den Grad der 
Hesse sehen Determinante oder 3 (n — 2) 

y (Ai/) = A*i/ — (n — 1) liii) (i/) -j- (» — 1) n Zi/ 
uud somit 

Q^— — A’i/ + (n — 1) n ZH — 2 (n — 1) Ri>H. 

368. Damit haben wir die Mittel zur Bildung der Doppel- 
tangentialcurve für eine Curve vierter Ordnung. Nach der 
in Art. 363. erklärten Methode war zuerst die Discriminaiite 
von A = 0 oder von 

rla +tt|ts i’-'f + i-^4 

zu bilden und nach Substitution von etc. für 

a:, , etc. müssen mit Hilfe der Curvengleichung die g, entfernt 
werden. Indem man die Substitution vor der Bildung der 
Discriminante macht, wird die Gleichung 

+ ns .3 

und ihre Discriminante weicht nur durch einen numerischen 
Factor'von — 3^?^^ ab, einer Function, welche die $,■ 
noch im zweiten Grade enthält und daher eine weitere Ue- 
duction erfordert. Dazu ist die folgende Formel nützlich. 

3(>n. Wenn wir das System der Hesse’.schen Determi- 
nante mit drei Reihen und drei Zeilen säumen, so ist die 
entstehende Determinante offenbar dem Producte der beiden 
horizontal und vertical hiiizugetretenen Determinanten bis auf 
das Zeichen gleich. Insbesondere also, wenn F, IF Functionen 
von den Graden n, n' sind, so ist 


1 

Uu, 

Un, 

Un, 

1,, 


1 



i/jj, 




u,\ 

A (F) A (fF) = 

h , 

U,,, 

^33 > 
^3 > 

^ 3 , 

0, 

0 , 

U. 

0 




W^3, 

0, 

0 , 

0 ' 

1 

U, , 

u,, 

U, , 

0, 

0 , 

0 i 
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Uu, 





0 


Un, 

U 21 , 




0 


Un, 

U 23 , 

^-^ 33 ; 

^3 , 

V. , 

0 



S -. , 

Sh , 

') , 

0 , 

— R 





0 , 

0 , 

— n" W 


0 , 

0 , 

0 , 

-R, - 

n V, 

— U 


A ( A ( ir) = n n V W (^') — n Vll (”^') 


und wenn die x,' der Gleichung t/'=0 genügen, so ver- 
schwindet das letzte Glied. Es ist also insl>esondere 


(A vy = «'' f^Q;) - 2« VR (^^;) + ip(^, 

oder in der vorher gebrauchten Bezeirhnungsweise 

Qy = {Aliy = nUPZ — 2 nHUi< (//) + R''- 

wo das letzte Glied das Resultat hezeichnet, welches man er- 
hält, indem man in Z anstatt der 5, die Diflerential- 
coefficienten von H setzt. 

In ganz derselben Art erhalten \vir eine Keductions- 
forrael für A* V , indem wir in der vorhergehenden Deter- 
minante 


d 

dx. 


dXf’ t/x, 


für F,, F,, F;, und für , I-Fj, IF. 


setzen und die Operation an F vollziehen, 
in der Iteduction statt n V und n" F 


1 , rr j, rr 3 

Wir haben daun 


f (l I / d I * (t 

"^1 < 1 ^. + rfx . + "^3 

und die Formel wird 

A3 F = n (n' - 1) r («' - 1) R + R^ ) F, 

worin das letzte Symbol das Resultat bezeichnet, welches 
man erhält, indem- man in Z anstatt der Differentiations- 
symbole einsetzt und die entsprechenden Operationen an F 
vollzieht. 

Indem wir nun den so für A^ll gefundenen Aicsdruck 
in den im Art. 388. für gegebenen Werth einsetzen, er- 
halten wir 

Q,^~n (n - n) ZH+2 (»' - n) Rtl>(i[) - ü* (^)h. 
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Und weil H ist, so erhalten wir allgemein 

(«' - n) V/ - n Q, Q, = K'- j(» - «) (") - ) // j . 

Ini Falle der Curve vierter Ordnung, wo m = 4, »t' = 0 ist 

- 3 V, Q, = iu I (") - ?,H (;J; ) u } 

und demnach die Gleichung der durch die Berührungs- 
jiuukte der Dojipeltangenten gehenden Uurve 

d. h. für Z als die Function — das adjungierte System der 
U,k als U,* l>e/,eichncnd — 

u„S,’ + u,,i;^ + U3,g;^ 

+ 2U,3l,l:, + 2ü,3l,g, + 2U,,6,|, 
in entwickelter Form 


dx,* + dx,‘ ^ ‘■'a:' < 1 : 


dxJ 


, HU dH I dH dH . dH dH 

+ d£, dx, + ^ ^1.1 dxi dx, + ^'2 diy Tx^ 


= 3 //jü„:;’"+u ,3 + 


d*H 


d'H 


^ ' 2.1 dxj ' dx, dx, ' '2 dx, dx'j 

eine Curve von der Ordnung vier/ehn. 


1170. Die erhaltene Gleichung kann mit Hilfe des in 
Art. 1556., 1. der ,,Kegclsch.“ entwickeltem Ausdrucks der 
Bedingung transformiert werden, unter welcher die Polarlinie 
eines Punktes in Bezug auf einen Kegelschnitt einen andern 
Kegelschnitt berührt. Für 

+ =6 

als den einen und 

«ii'a;,’ + = 0 

als den andern Kegelschnitt haben wir 

(<7j., fl .|3 (2*11 ~p 2*1} “1“ 2*13 **:))* “!"••• 

“ { ®ll (2*2 /®:i. 3 2*33*) "4“ • • • } {2*11 -*^1* "f" • • • } > 

für /*’ als einen contravarianten Kegelschnitt. Und in der- 
selben 3\rt ist 
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(flj.;«,,' — a,,;-) (a,,x, + 0 , 3 X 2 + o, 3 X.,)* 4 - . . . 

= { o„ {a.,.;a ,,3 — fl,;’) + . . } {o,,x,- . . . } — F. 
Wenn wir nun die o,* als die Um der vorigen Entwickelung 
und ebenso die o',* als die zweiten Differentialcoef'ficienten 
der Hess eschen Curve denken, so sind, weil n der Grad 
der letzteren Function ist, die 

^11 “t“ ^ 1 ? “I“ ^13 ^3) 

die {n — 1 ) fachen der ersten Differentialcocfficienten und 

(«••■i«33 — «m’) + « 13 '«:.)^ + etc. 

ist das {n — 1 )’ faclie der Covariante, welclie wir 0 genannt 
hat>en. Wir köntien ebenso durch 0' die entsprechende Cova- 
riaiite bezeichnen, in welcher verglichen mit 0 die Diflerential- 
coefficieuten der Üriginalcurve und der Hesse 'sehen Curve der- 
selben vertauscht sind und deren Verschwinden die Mcilinguug 
liefert, unter welcher die gerade Folare eines Punktes in Hezug 
auf die Curve die conische Polare desselben Punktes in Bezug 
auf die Hesse'sche Curve berührt. In derselben Art ist 

, 0 |i' K2«33 — a«’) + etc. 

die Grösse (b und + etc. gleich n [n — 1) 11. Wir 

erhalten daher die identischen Relationen 

(m' - 1 )» 0 = n (n - 1) i/<b - F, 0 ' = U<t>' — F, 
also (n — 1 )^ 0 — n {n — 1 ) i /0 = 0 ' — FO'. 

In dem besondem Falle der Curven vierter Ordnung aber 
wegen m' = 6 . 

250 — 30 ÜO = 0' — U<t>'. 

Die Berührungspunkte der Doppel tangenteu mit der Curve 
sind also nicht bloss ihre Schnitte mit der vorher erhaltenen 
Curve 

e_3i/o = o 

sondern auch mit der Curve 

150 _ 0' = 0 

und mit der dritten 

0'_45ÜO = O. 

Man sieht, die Doppeltangenteucurven können in Function 
der Covariante F ausgedriiekt werden. 

371. Wir wollen zur fünften Ordmmg fortschreiten. 
Wir haben {Art. 366.) 
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<?. = V(<?.)-4(n-l) (n-5)Z(?3 
+ 4 (m - 1) Ki' ((?,) - 4n (« - 1) 
und erlialten mit Anwendung des zuletzt erhaltenen Werthes 
von und mit den Abkürzungen 0 für und <t> für (j*) H 
= — w' {n — »)) i/A (Z) - n (w' — «) ZA {H) 

+ 2 (n — H) 7^A^' (77) — 7i'*A («D) + 4n (w — 1) 7/A (Z) 

+ 4(n — 1) (n — 5) ZA77 — 4 (n - 1) Ril>{AH) 

= - 2 (7(2 — 13 w + 18) 77AZ — 2 {n- — 3 + 8) ZA (77) 
+ 4 (»« — 3) 7.'A (v>77) — 4 (>j — 1) 7i> (A77) — IPA (<D). 
Für »i = 5 also insbesondere 

= 4477A (Z) - 36ZA (77) + 87/A (U'77) 

— 167/ 1/- (A 77) — 7/’A (O). 

Es ist auch in diesem Falle 

- 36Z77 87/7/' (77) — 7/^<h, 

AH, Q, = - 77. 

Um dann die Gleichung der Doppeltangenteiicurve wirklich 
zu bilden, hat man den Ausdruck 
(27 Q, Q, - 5 <?, = 5 (4 - 9 Q, Q,) {h - 12 (;^3 

zu berechnen, welcher die im sechsten Grade enthält und 
aus welchem daher mit Hilfe der Gleichung der Curve die 
sechste Potenz von 7/ herausdividiert werden muss. In Folge 
einer früheren Formel haben wir aber 

4 V.,* — = 7/' (40 — 97/<h). 

Man kann auch leicht zeigen, dass 

- 5Q,Q, und - 12 7,^3 V., 
je durch 7/ theilbar sind; aber die weitere Keduction ist nicht 
gelungen. 

Alle diese Herechnungen können übrigens durch die 
Methoden der iSymbolik vollzogen werden. 

372. Eine andere Methode’*') zur Lösung des Problems 
der Doppeltangenten wird durch den in den Art. 184., 236. 
bewiesenen Salz an die Hand gegeben, wonach der Punkt, 
in welchem die Tangente einer Gurvc dritter Ordnung die- 
selbe ferner schneidet, durch den Schnitt der Tangente mit 
der Linie 
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x^ 4 - r^H.^ = 0 

bestimmt ist. Man wird in analoger Weise die Gleichung 
einer Curve von der Ordnung n — 2 zu bilden suchen, welche 
durch die (h — 2) Punkte geht, in denen die Tangente einer 
(yurve n'" Ordnung sie noch schneidet. Wenn die Gleichung 
dieser Tangcntialcurve bekannt wäre, so würde man nur die 
Bedingung zu bilden haben, unter welcher die gegebene 
Tangente diese Curve berührt, um darin die Gleichung der 
Curve durch die Berührung.spunkte der üopj)eltangenten zu 
erhalten. 

Das früher über die Ordnung die.ser Curve Bewiesene 
erlaubt uns zu erkennen, welches die Ordnung der Tangenlial- 
curve in den x/ und in den Coeflicienten sein muss. Die 
Bedingung, unter welcher die Linie 

U,X, 4 ll-jX-i 4 = 0 

eine Curve (n — 2)“' Ordnung berührt, ist von der Ordnung 
(« — 2) (n — .3) in den Ui und von der Ordnung 2 (« — 3) 
in den Coeflicienten dieser Curve. Wenn also die Coefficienten 
in der Gleichung der Tangentialcurve die xl in der Ordnung 
Q die Coefficienten der Originalgleichuug in der Ordnung q 
entlialteu, so wäre die Curve der üoppeltangenten von der 
Ordnung • 

(n — 1) (n — 2) (n - 3) 4 2p (n — 3) 
in den xi und von der Ordnung 

(„_V) („_.3)42p («-3) 
in den Coefficienten der Originalgleichung. Da dieselbe nun 
in Wirklichkeit von der Ordnung 

(„ _ 2) (« - 3) (« 4 3) 

in jenen und von der Ordnung (« 4 4) (n — 3) in diesen 
ist (Art. 361.), so folgen für p, p' die Werthe 

p == 2 (m — 2), p' = 3; • 

oder die Tangentialcurve ist von der OrdnunJj 2(n — 2) in 
den xi und von der dritten Ordnung in den Coefficienten 
der Originalcurve. 

Wir wissen ferner, dass für xi als einen l’unkt der 
Ilesse’schen Curve die Tangentialcurve diesen Punkt selbst 
enthält, so dass die Substitution der xi für die a:, die Gleichung 
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der Tangentialcurve auf II — 0 reducieren muss, diese Ueber- 
leguug und die bekannte Form ihrer Gleichung in dem Falle 
der Curven dritter Ordnung führten zu der Verniuthung, dass 
dieselbe im Allgemeinen die (» — 2)''' Polare von X,' in Be- 
zug auf die Hesse’sche Curve oder A"~'^ H = 0 sein werde; 
denn diese Function giebt die richtigen Ordnungen in den 
Xi und Xi und in den Coefiicienten , und die entsprechende 
Curve geht durch den Punkt xi, sobald derselbe in der 
Hesse’schen Curve liegt. Wir untersuchen daher ini nächsten 
Art., ob die Curve A"~‘‘‘{II) = (> durch die Punkte geht, in 
welchen die Curve von ihrer Tangente ausser dem Berührungs- 
punkte geschnitten wird; und obgleich die Antwort vernei- 
nend ausrällt, so leitet doch die Methode der Untersuchung 
zur wahren Form der Gleichung der Tangentialcurve. 

H73. Wir denken für Carte.sische Coordinaten den 
Anfangspunkt in der Curve und die A.\e der y als die ent- 
sprechende Tangente und setzen die Gleichung der Curve 
nhy + ^ n (m — l) {c„x‘ + 2c^xy + c,y'‘) 

+ ä's ”(« — 0 (»' — + 3</,ar’f/ + 3(/.,a-j/’-f-(/3i/>)4-etc. = 0. 

Wir bemerken sofort, was in der Folge nützlich sein wird, 
dass die Gleichungen der verschiedenen Polaren des Ursprungs 
in Bezug auf die Curven aus der so geschriebenen Gleichung 
hervorgehen, indem man einfach « — 1, n — 2, etc. für ti 
in dieselbe einsetzt. Damit nun die Curve durch die Tan- 
gentialpunkte gehe, so muss ihre Gleichung von solcher Form 
sein, dass sie für y — 0 sich auf 

i n {v — 1) e„ + V {n — 1) (»i — 2) d„x + etc. = 0 
reduciert. 

Wir bilden nun die Gleichung der Hesse sehen Curve 
uiid vernachlässigen,' weil wir ihre Polarcurven für den An- 
fangspunkt der tloordinaten zu bestimmen und in ihren 
Gleichungen y = 0 zu setzen haben, von vorn herein die- 
jenigen Glieder in ihr, welche y enthalten. Die zweiten 
Ditlerentialcüefficienten der Originalgleichung sind 

f'u = ^0 + + H« — 2) (n — S) e^x- + etc., 

+ (»' - 2) + i (»' — 3) + etc.. 
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f/j, = ^ (« — 2 ) (n — 3 ) c^x"- 4 " etc., 

^3:1 = /' + (« — 2 ) C| X 4- i (« — 2 ) (m — 3 ) (/, x‘‘ 4- etc., 

f^i3= (Ji — 2) c„a; 4- i (»» — ii)(« — 4- etc., 

= e, 4- (« — 2 ) d^x 4- ^ (w - 2 ) (h — 3 ) c,x- 4 - etc. 

Die Gleichuug der Hesse'scheu Curve ergiebt sich also in 
der Form 

4- (« - 2) 4- / i (» - 2 ) (»I - 3 ) e„fd 

+ («-!) (« - 2 ) 0 -^ 4- { (« - 2 ) (« - 3 ) {v - 4 ) f.h-’- 

4- (« — 1) (« — 2)2 V 4- (w — 1 ) (w — 2) ()i — x'*4- etc. =0, 

wo abkUrzend gesetzt ist — weil diese Werthe für uusern 
Zweck unwesentlich sind — 

2 P = 4- 2tc,</„ - 2 hc,d„ 

2<;> = </„c,'-2c„c,d, 4-c.’rf.,, 

3 Ü = c„c,f/„ — (/of,5 4- 2c„/>c, — 2 coftr,. 

Von Wichtigkeit ist. dass die Gleichung sich in Gruppen von 
Gliedern theilt, die dieselbe Function von u als numerischen 
t'oefficienten haben, so dass wir, um die Gleichung der 
Hesse’scheu Curve von der ersten, zweiten, etc. I’olare der 
gegebenen Curve in Bezug auf den Coordinatenaufangspunkt 
zu bilden, nur w — l, n — 2, etc. für n in der obigen 
Gleichung zu setzen haben. 

Da nun die geradlinige Polare des Anfangspunktes für 
eine Curve n'' "' Ordnung 

*<u + *4 + ö durch ritt,, 4- »4 == G 

dargestellt wird, so ist sie für die H e s 3 e ’.sche Curve von der 
Ordnung 3 (fi — 2 ) nach der vorigen Gleichung durch 

3cj 4- = 0 

ausgedrOckt, wenn wir ein Glied in 1/ als unwesentlich in 
der gegenwärtigen Frage weglassen; und da diese Gleichung' 
n nicht enthält, so sehen wir, dass die Polaren eines Punktes 
der Curve in Bezug auf die Hesse sehe Curve der Curve 
selbst oder einer ihrer Polarcurveii die Tangente in dem näm- 
lichen Punkte schneiden. In der That ist die Polare in 
jedem Falle dieselbe Linie. Für n — 3 ist 3 c„ 4 - < 4 a: das 
Resultat der iSubstitution ;/ = ü in die Gleichung der t.'urve, 
d. h. die Polare in Bezug auf die Hesse'sche Curve ist die 
Tangential-Linie, wie wir früher gesehen halten. 


Digitized by Google 



416 


Die Gleichuu^f des Polurkegelschnitts des Änfangspiiuktes 
in Bezug auf eine Curve n"'' Ordnung ist 

i n (« — I) i(„ + (w — 1) u, + 1 I.J = 0 
und daher die vom Polarkegelschnitt des Anfangsj>unktes in 
Bezug auf die Hesse’sche Curve 

^ (n — 2) (ilH — 7) e„/>2 + (n — 2) (ün — 7) 

{i{n — 2) (« ~ :-5) („h'‘ + (n _ 1) (» — 2) P}x^^O- 

und man sieht sofort, dass derselhe im Falle der Curve vierter 
Ordnung nicht die Tangentialcurve sein kann, weil sie die 
Gru|)|)e der Glieder P enthält, die in <ler Gleichung der 
Curve nicht analog auftrelen. 

Aber wir können leicht eine Gleichung bilden, die diese 
Glieder nicht enthält. Bezeichnen wir durch = 0 die 

soeben erhaltene Gleichung, und sei A‘^H\ der Polarkegel- 
schnitt des Anfangspunktes in Bezug auf die Hesse’sche 
Curve der ersten Polare des Anfangspunktes, so wird nach 
dem Vorhergehenden A’//, aus A‘‘H abgeleitet, indem man 
n — 1 für « schreibt. Dann bestätigt man leicht, dass 
(h — 2) A‘H — (n — I) 

= (« - 3) 6* {6c„ -f 4d„x + e„x- } . 

Wenn aber die gegebene Curve von der vierten Ordnung ist, 
so ist die rechte Seite das Besultat der Substitution von 
t/ = O in <lie Gleichung derselben; und daher ist 
A’/f— 3A*7/i =0 

die Gleichung der 'rangentialcurve der Curve vierter Ordnung. 

In derselben Art finden wir die Gleichung der dritten 
i’olare des Anfangsjninktcs in Bezug auf die He.sse’sche 
t’urve 

i (iin - 6) (;5h — 7) (3n - S) r„//’ 

-f- 4 (” — (3w — 7) (3»( — 8) 

-f- ^ (»I — 2) (h — 3) (3w — 8) ejrx' 

-f (»t — 1) (»I — 2) (3 h — 8) 

-f H» 2) (h -3) 

+ (p — 1) (« - 2)* Qx:' + (H _ I) („ _ 2) (« — 3) lix^, 

und A-'7/|, A®77,, etc. werden aus ihr durch die Substitution 
von n — 1 , n — 2, etc. für n gebildet. Und wir be.stätigoi 
sodann, du.ss 
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(« - 8) (n - 4) AUf—2{n - 1) (« - 4 ) A^7/, 

+ in — l) {n — 2) AUI, 

= 2(w — 4) (10<;„ -|- -f öruX* + fx^) 
ist. Für w = ist aber die rechte Beite das Ke.sultat der 
Kubstitiition von _»/ = 0 in die Originalf^leicliung und es folgt 
daher, dass die Tangentialcurve für die Curve fünfter Ord- 
nung durch 

A'Jl — 4A’//, -f (>AUI, = 0 
ausgedrückt wird. 

h’ür n = (5 ergieht siel) in dersell)on Art 
A*H ~^}A>H^ + lOA'W., = 0. 

Auf diese Weise gelangte der Verfasser durch Induction zu 
dem Bchlusse, dass die Oleichung der Tangentialcurve im 
allgemeinen Fall sein müsste 

A«-»//— (n — 1) A — ä//, 

-j- J (h — 1) (n — 2) A" * //., — etc. == 0; 
und dieser Schluss ist sodann durch (Jayley unahhiingig 
he.stätigt worden. 

374. Was oben gefunden wurde, das.s die Polargerade 
des Anfangspunktes in Bezug auf die Hesse 'sehe Curve die- 
selbe ist, wie die in Bezug auf die II esse 'sehe Curve irgend 
einer der Polarcurven der Originalcurve, kann leicht direct 
bestätigt werden. Wir haben 

äx, d <7,1 ilx, 

oder mit den Abkürzungen U,, für f/j-j 


dH 

dx, 




mit analogen Ausdrücken für die nach Xj und Xj genoniinenen 
Differentiale. 

Es ist zu bemerken, dass dieselben in iler abgekürzten 
Form 

dU d (dj \ 

dx, dx, 

geschrieben werden können. Nun werden die Differential- 
coefficienten der ersten Polare 

X,' r, + ./■•/ u.i -f- Xj V-, = 0 

Salniou, rar»en. ^7 
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dcrseliien zu vollzielMiiide ()|)(?ration 


X 


' tlx, 


I ' i f 

+ (/.,v + "'s 


dx. 


gebildet, die bei Einsetzung der a:, durch die .r/ der Multijdi- 
cation mit den Factoren n — 1, » — 2, etc. für jeden äqui- 
valent ist. Da aber derselbe muneri,sche Factor jedem Glied 
im Aii.sdruck für angehört, so repräsentiert 
a'i 11 ^ -j- x.jll.^ + x^lI.^ = 0 

dieselbe (Jerade, ob die Polare in Bezug auf die Ilesse’sche 
(Jurve des Originals oder seiner ersten Polare gebildet wird. 
Derselbe Schluss ist auf die übrigen Polarcurven anwendbar. 

Gehen wir zum Polarkegelschnitt weiter, ^\’enn wir die 
.soeben für //, etc. gegebenen Au.sdrücke ditferentiieren , so 
bestehen die Ditferentiale aus zwei Gru[)]K;n von Gliedern, 
nämlich dem Ditferential in der Voraussetzung, dass die U,* 
constant sind, und der die Ditferentiale dieser tJrö.ssen ent- 
hidtenden Gruppe. Wenn wir zur .Abkür/.uug die Diiferen- 
tiationssynibole nach x, , x.^, x, durch t',, d.j, r >3 bezedchnen, 
so haben wir 

d,Ul = r,’ { + LV,V + ■ . • } 

+ — '‘Ay + ■■)u, 

wo die Accente in der letzteren Gruppe von Gliedern erst 
nach der Entwickelung anzufügen sind, und z. B. das Glied 

V d» U 


3i dn"'* für f?",, 


dx,dXf* dx, da-,’ 


steht. Wir können für diese Gleicliung die kurze Symbolform 


anwonden. In Folge dessen kann die Gleichung des Polar- 
kegelschnittcs eines Punktes in Bezug auf die Hesse’sche 
Curve in der Form V -|- W = 0 geschrieben werden, für V 
als Zeichen einer (iruppe von Gliedern, in deren jedem ein 
viertes Differential mit dem Product von zwei zw'eiteu Differen- 
tialen multipliciert ist, und W als Symbol für eine Gruppe, 
wo ein zweites Ditferential zu dem Product zweier dritten 
Ditferentiale als Factor tritt. Wenn wir nun die Ilesse’sche 
Curve der ersten l’olare nehmen, .so werden, wie oben fest- 
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gestellt ist, die zweiten, dritten und vierten Differentiiile mit 
M — 2, M — ;5, n — 4 respertivc inultij)liciert und das Er- 
gcbniss ist 

A’i/, = (« — 2) (n -4) V+ (« — 3)’ W = 0, 

•nlso für n — 4 reduciert auf die letztere Grujipc von Gliedern. 
Die Gleichung der Tangentialcurve einer (’urve vierter Ord- 
nung ist also von der Form F -f- “»<1 kami ent- 
sprechend fransformiert werden. So kann man sie in der 
Fonn schreiben 


( äx; "f" Ilx,’ rf.r,')‘ 

Die Gleichung dc^r Curve durch die Berührungs|)unkte der 
Doppeltangenten wird aber endlich gebildet, indem man die 
Bedingung schreibt, unter welcher die Tangente 


U^x^ - 4 - U.jX.^ = 0 

den eben geschriebenen Kegelschnitt berührt, und sie enthiUt 
drei Gruppen von Gliedern, nach *ler Form der Berührungs- 
bedingung 

I + Ä-0 + FZ' = 0 


für die Gleichung S -|- kS' = 0. Der Function Z entspricht 
hier die Covariante 0', und es ist bestätigt, dass die beiden 
andern Grupjien von Gliedern auch in der Form 0 kll<t> 
ausdrückbar sind. 


375. Pole und Polaren. Wirstellen hier zuerst einige 
Eigenschaften der .lacobi’schen Curve eines Systems von 
drei Curven zusammen. Dieselbe ist der Ort der Puidite, 
deren gerade Polaren in Bezug auf die drei Curveu sich in 
einem Punkte schneiden, und ihre Gleichung ist daher für 
II = 0, 0 = 0, «J = 0 als die Gleichungen der Curve 

I ««,, u.j, I 

J — , Vf, Vj, t’3 I = 0. 

I I 

In Art. 192. zeigten wir — denn ilie angeführten Grün«le 
beziehen sich nicht bloss auf Curven dritter Ordnung — für 
Curven von einerlei Orduung.szahl , dass die .lacobi’sche 
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(’urve der Ort der Ooppeljiiinkte der (lurven des 
Oebildes zweiter Stufe 


ist. 


kn -f- A'r k"w = 0 


\V e 11 u die drei C u r v e ii einen g e in e i n s a ui e n P u n k ^ 
haben, so liegt derselbe auf ihrer Jacobi’schen 
Curve, und wenn sie insbesondere von einerlei 
Ordnungszahl sind, so ist er ein Doppelpunkt ihrer 
Jacobi’schen Curve.'*’') Denn was das Erstere Iwitrifft, 
so folgt für ft, ft', ft" als die Ordnungszahlen aus den 
Oleiclniugeu 

ir,«, 4* Tjit., = ft«, a:,«, -|- = ft'«, 

x^w^ + X.^ w.^ a;.,«)., = ft" 10 

sofort 

Jx, — fiu («2««;, — + ft'r (««2«;, — «e.,«,) + ft 'w — h.,«,) 


oder schreiben wir 

Jx, = fiAii -f- (i'Jiv -f- ft"C'»e; 
d. h. J verschwindet mit dem gleichzeitigen Verschwinden 
von U, V und U'. 

Und für das zweite folgt aus der Diöerentiatiou nach x^ 


. I fl tf fl A. , / 

+ '*'1 fix, = f*“ 


dx, 


dB 

fix. 


+ ft"»«’ 


flC 

dx. 


4- ftAu, 4" p 4" ft'Oto, 


und da 

yl«, 4" + Ctc, = J 

ist, so verschwindet für ft = ft' = ft" das Differential für 

alle die VVerthe, welche it, r, w und folglich J gleich Null 
machen. 

So ist ferner 


und da 


X, 


d.J 

fl .1-, 


dA , .dB , 

f*" M 


r/.E, ~ f ' «/.r, 

4- ftyl«2 + ft' />*t>2 4- ft"Cfej, 


dC 

fix. 


ylttj 4" = 0 

ist, so verschwindet dicss für jede Werthegrnppe, welche «, r, 
w, J zur Null macht, sobald ft = ft' = ft" ist; in derselben 
Art verschwindet aber auch der drith? Diflerentialcoefficient 
von J für denselben Punkt. 
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Wenn nur zwei der Curveii von einerlei Ord- 
nungszahl sind, so berührt die dritte Curve die 
Jacobi’sche Curve der drei in iliren gemeinsamen 
1‘ unk teil. Denn die oben geschriebene Gleichung wird für 


fl = fl 

r . dJ (lA , dB , dC 

•^+ dV, di; + d.r. '^’dx, 

+ + (ft’’ — f*) C'w, 

und für einen gemeinsamen Punkt also reduciert auf 
J,x, = (fl" - fl) Cu-,; 


da mau nun in gleicher Weise erhält 


JjX, = (fl" — fl) Ctv.j, JjX, = (fl" - fl) Civ.^, 
so repräsentieren die beiden Gleichungen 
J^Xf + JjiCj + = 0 und te,x, + -f- = 0 

die nämliche gerade Linie. 

Wenn in diesem Falle der gemeinsame Punkt 
ein Doppelpunkt in der Curve te = 0 ist, so ist er 
auch ein solcher in der Jacobi'schen Curve des 
Systems und hat als solcher dieselben Tangenten 
wie für die Curve ec = 0.**) 

Die für , J.^, so eben erhaltenen Werthe ver- 
schwinden, wenn ic,, w.j, w-, verschwinden. Diflerentiieren 
wir aber wiederholt, indem wir die Glieder unterdrücken, 
welche, weil sie «, c, w, J, J^ oder ic, enthalten, verschwin- 
den, so erhalten wir 


d*J 

dx,’ 


Aber aus den Werthen von A und B ergiebt sich 


dx, + dx, == '* ~ 

durch Elimination von x,, Xj, a;.| zwisclien den Gleichungen 

X,M, ^1 *'’l + 

x,tv, + XjiCj + X;,w-i = n 

erhält man aber 

»I K«’!:! — i'it '«'(■i) + t'i — w,T«.,) 

= M'ii (UjV^ “ ^^’ll 

und somit 

= If*" - 2p) C'ic,,, 
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mit älinlichen Wertlieii für die übrigen zweiten Differential- 
ecjefficienten von J, die also sitnimtlicli zu den entsprechenden 
von w proportional sind. Die beiden C'urven J = t) und 
w == 0 liaben also die nrmiliehea Tangenten in ihrem gemein- 
samen Do])pelpunkt. 

376. Man bewei.st ferner wie in Art. 191., dass es 
(g-i)* + (^-i)(ji - i) + (^'- ly^ 

Punkte giebt, deren gerade Polaren in Bezug auf 
zwei Curven « = 0, v — 0 sich decken; durch diese 
Punkte muss oöenbar die Jacobi’sche Curve gehen, welche 
diese beiden mit irgend einer dritten Curve bestimmen. Und 
in Art. 97. ward gezeigt, dass die Jacobi’scho Curve die 
Curve u =• 0 in denjenigen Punkten schneidet, welche Punkte 
der Berührung von u = 0 mit Curven des Büschels 
t) -f- A M.’ = 0 

sein können. Daraus folgt unmittelbar, dass der Ort von 
Punkten, welche Berührungspunkte der Curven 
des Büschels Ordnung h-1-Am* = () mit Curven 
des Büschels von der fi'"* Ordn ung v A'(,'* = U eine 
Curve von der Ordnung '2n 2^' — 3 ist, deren 

(ileiehung in jeder der äquivalenten Formen geschrieben 
werden kann 

l(|, Mj, «3 I M|, «2, M.| ; 

V* u*, u *, u * — (’ «,*, U.,* 1=0, 

I i;,,' r.2, Vy 

! i t ! 

n* i\*, i — « «,*, v^y Vj* I = 0. 

!(,, «2, n,, i ^ H|* «2*, «:,’"] 

Ferner erhellt aus dem Vorigen, dass die Punkte, in 
welchen Curven der Systeme 

n lu* = 0, t! -f- A' ü* = 0, tv k" tv* — 0 

sich zu dreien berühren, nur unter den Schnittpunkten zweier 
Curven von <len Ordnungen 

2^ + 2g - 3, 2g -f 2g" - 3 
sein können ; da aber unter diesen die g’ Punkte u — 0, «* == 0 
und die 3(g — 1)* Punkte sind, welche die Ja co bi 'sehen 
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Curveiv gemeiu haben, die lius Hüsebel « -|-Am* = 0 mit 
uiulerii Curven bestimmt, so giebt die .Subtraetiun dieser Zalilen 
für die Zahl von Punkten, in welchen sich drei 
t'urven der Hiischel von den Ordnungen g, g', be- 
rühr e n , 

4 ifiii' -f -f — 6 (fi -f jtf' -f fl") -j- (i. 

377. Wir haben im Art. 97. gesehen, dass der Orad der 
Hedingung, unter welcher zwei t'urven u =0, « = 0 sich 
berühren, — wir wollen sagen der Grad ihrer Berührungs- 
Invariante — in den Coefticienten von v gleich 
g (ft -f- 2g — 3) — 2d — 3x 

oder gleich v -f- 2g (g' — 1) und in den Coefticienten von u 
gleich v' -f- 2 g' (g — 1) ist. 

Die Berührungs- Invariante im Falle von zwei Kegel- 
schnitten wurde in Art. 348. „Kegelsclm.“ gebildet, indem 
mau von der Discriminante von u kv als von einer Function 
von k die Discriminante bildete. Aus analogen Gründen, wie 
die dort entwickelten, kann mau schliessen, dass die An- 
wendung desselben Vorgangs auf zwei Curven von der Ord- 
nung g ein Hesultat giebt, w'elches die Berührungs-Invariante 
als Factor enthält. Ist dieselbe A und ist li == 0 die Be- 
dingung, unter welcher k so bestimmt werden kann, dass die 
Curve « -|- Au = Ü zwei Doppelpunkte hat, und dazu C' = 0 die 
Bedingung, unter welcher A so bestimmbar ist, da.ss u kv = 0 
eine Spitze hat, so ist die Discriminante der Discriminante 
von u kv als eine Function von k gleich AJPÜK Dass 
7> und C Factoreu sind, ergiebt sich, indem man u = 0 als 
eine Curve mit zwei Doppelpunkten oder als Curve mit einer 
Spitze annimmt. Dann verschwindet nicht nur die Di.scri- 
minante von u sondern auch ihre Dilferentiale nach den 
Coefticienten von u, so dass in der Discriminante von m + ^ f 
die Glieder mit A" und A' verschwinden und A- ein Factor 
der Discriminante ist; dann aber muss ihre Discriminante 
nach A verschwinden. 

Wenn z. B. « = U, v = 0 Curven dritter Ordnung sind, 
so enthalt die Discriminante einer jeden ihre Coefticienten 
im zwölften Grade und dieselben treten im Grade 132 in ihre 
nach A gebildete Discriminante ein. Aber die Berührungs- 
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iiivitriaiite tMitliält die (.'ocfficienten einer jeden im Gr^e 18, 
und die Invarianten, welche verschwinden, wenn u /t; = 0 
eine 8jiitze oder ein Paar von Doppelpunkten liat, enthalten 
die Coeflieienten jeder der beiden Functionen in den Graden 
24 und 21 respective. Denn der Grad in den Coefticienteii 
stininit mit der Zahl der Curven des Systems 

M + A t; -f" w = 0 

überein, welche die fraglichen Singularitäten haben; im Falle 
der Spitze liefern die Invarianten-Relationen Ä = 0, T = () 
eine Gleichung vom sechsten und eine vom vierten Grad zur 
Bestimmung von ?. und ii, und somit 24 Lösungen; in dem 
Falle von zwei Doppelpunkten aber können wir voraussetzen, 
dass « = 0, » = 0, tc - 0 sieben Punkte gemein haben und 
die 21 Systeme aus einer Geraden und einem Kegelschnitt, die 
ilurch dieselben gehen, geben die Antwort. Wir haben in 
dieser Art 132 = 18 + 2. 21 + 3. 24. 

378. Im allgemeinen Falle, wo die Discriminante vom 
Grade 3 (fi — 1 )• ist, enthält die Discriminante derselben nach 
A die Coeflieienten jeder Curve im Grade 

3(g- 1)* (3p* - 6p + 2) 

und die BerUhrungs- Invariante enthält sie je ira Grade 
3p ip — 1) und man findet (Art. 381.), dass der Grad der 
Bedingung, unter welcher « -f- Ae = 0 ein Paar Doppelpunkte 
hat, oder, was dasselbe ist, die Zahl der Curven des Systems 
u Av -j- Ttc = 0, 

welche zwei Doppelpunkte besitzen, gleich 

^ (p — 1) (3p’’ — 9 p* — 5 p + 22) 
i.st und die entsprechende Zahl für den Fall der Si>itze gleich 
12 (p — 1) (p — 2). In der That bestätigt man sofort 
3 (fl — 1)'* (3p'* — 6 p 2) = 3p (p — 1) 

+ 3 (p 1 ) (3 fl ’ — 9 p* — 5 m + 52) + 36 (p — 1 ) (p _ ü). 
Wenn man sodann die Discriminante von 
A« -(- A'v -f- A" (c = 0 

gebildet hat für « = 0, v = 0, w = 0 als Curven derselben 
Ürdjiung, so kann man ihre Discriminante als die einer 
Function von A, A', A" betrachten ; sie enthält die Resultante 
von H, V, IC als einen Factor und die Bedingungen für die 
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Exi.stwz von drei Doppelpunkten, von Doppelpunkt und Spitze 
und für die von einem BerUhrungskiioten als andere Factoren. 
Und jede dieser Bedingungen ist in den Coefficientcu jeder 
der ('urveu von einem Grade, welcher der Anzalil der Curven 
des Systems 

ku l'v l" w t = 0 

gleich ist, die die niiinlichc Singularität besitzen. Wenn die 
Curven sämmtlich Kegelschnitte sind, so ist die Discriminante 
von A« -|- A't' -|- X" IC nach X, X' , X" gleich All-, für A als 
Resultante von «, r, tv und ]> = 0 als die Bedingung, unter 
welcher 

Am + X'v + A"m; = 0 

zwei zusammenfallende Gerade darstellt. Die allgemeine 
Theorie bleibt jedoch zu entwickeln. 

.370. ln Verbindung mit dem Vorigen mag bemerkt 
werden, dass die ßerührungs- Invariante einer Curve und ihrer 
II esse 'sehen Determinante, weil sie in den Coefficienten der 
ersten vom Grade 3 (g — 2) (5g. — 0) und vom Grade 
g (7g — 1.5) in denen der letztem ist, vom Grade" 

ü (6g’ — 17 g -f- 9) 

in den Coefficienten der Originalcurve sein muss. Für g = .3 
ist sie die sechste Potenz der Discriminante, und wenn man 
deshalb anniinuit, dass die sechste Potenz der Discriminante 
stets ein Factor in ihr ist, so bleibt ein Factor vom Grade 
6 (g — •3)(3g — 2), dessen Verschwinden die Bedingung 
ausdrückt, unterwelcherdieCurveeinenUndulatious- 
p u u k t b e 8 it z t. 

Betrachten wir ferner die Bedingung, unter welcher die 
Curve mit ihrer Ilessc'schen Determinante, und der Curve 
der Berühruiigspunkte der Doi)peltangenten einen gemein- 
samen Punkt hat, so ist sie, als von den Graden 

.3 (g - 2)’ (g’ — 0), g (g - 2) (g’ — 9) und 3 g (g - 2) 
in den Coefficienten dieser Curven, vom Grade 
3 (g - 2) (g - 3) (3g’ + 8 g — 16) 

in den Coefficienten der Originalcurve. Für g ■= 4 muss man 
dieselbe wohl als das Produkt aus der zwölften Potenz der 
Discriminante in das Quadrat der vorher betrachteten Iiiva- 
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riiiiite aiiMebeii. Und wenn mau anuimmt, dass die uätuiicheu 
Factoren im allgemeinen Falle aullreten, so bleibt eine In- 
variante vom Grade 

3 {(I - 4) (3/r» + 5^-' - 3LV -f 18), 
welche immer dann verschwindet, wenn dieCurve eine 
Inflexioiistaiiyente bat, die sie noch anderwärts 
l)e rührt. 

380. Die lietrachtung der Jacobi 'sehen Gurve als ürt 
derjenigen Punkte, deren gerade Polaren in Ilezug auf drei 
gegebene Curven sich in einem Punkte schneiden , führt 
naturgemäss zur Betrachtung des ürte.s dieser Schnittpunkte 
der Polaren , oder, was dasselbe ist, auf die Untersuchung 
des Ortes der Punkte, deren erste Polarcurven in 
Bezug auf die drei gegebenen Curven einen gemein- 
schaftlichen Punkt haben. 

Wir werden uns auf die Untersuchung des Falles be- 
schränken, in welchem die drei gegebenen Curven die drei 
ersten Polaren einer gegebenen Curve sind, und in dem die 
Jacobi’sclie Curve derselben die Hesse’sche Detenuinante 
der letztem ist, die erwähnte ürtscuire also die Stein er 'sehe 
Curve (Art. 70.). Die zu entwickelnde Theorie ist die Ver- 
allgemeinerung derjenigen, welche wir für die Curve dritter 
Ordnung in Art. 17G f. gegeben haben.'*') 

Jedem Punkte P der Steiner'schen Curve entspricht 
ein Punkt (J der Hesse’scheu, die erste Polare von P hat 
zum Doppelpunkt und der Polarkegelschnitt von V besteht 
aus zwei geraden Linien, die sich in P durchschneiden. Be- 
trachten wir sodann zwei aufeinanderfolgende Punkte P, P' 
der Steiner’schen Curve, so ist wie in Art. 179. der Durch- 
schnitt ihrer ersten Polaren der zweiftich zählende Punkt Q 
zusammen mit den Berührungspunkten der ersten Polare mit 
ihrer Enveloppe. Die in Bezug auf die Curve genom- 
mene Polargerade eines Punktes V d er Hesse’scheh 
Curve ist somit die Tangente der Steiner’schen Curve 
im entsprechenden Punkte P. Wenn insbesondere <^^ 
ein Inflexion.spunkt der Curve ist, so ist seine gerade Polare 
die entsprechende Tangente und wir lernen, dass die Stei- 
ner’sche Curve von den 3,u (p — 2) stationären Tan- 
genten der Curve berührt wird. 


Digitized by Google 



427 


Wir sahen in Art. 70., dass die Ordnungen der 
Hesse’schen und der Stein er’sclien (’urve dureli id — 2) 
nnd 3 (ß — 2)'-’ respeetive ausgedriiekt sind. Da nun die 
Hesse'sche Curve im Allgoineinen keinen Dopjielpunkt be- 
sitzt, so sind ihre Cliaraktere die folgenden 
/t* = ;} (ja — 2), dA = 0, Xa = 0, i^A = 3 (fi — 2j (3 ja — 7), 

r/. == V (l« - 1) (ft - 3) (-V — 3), 

i/, = 9 (ji — 2) (3/1 — 8). 

In Folge der (1, 1 ) Corrcspondenz zwischen der II es se’selieu 
und der Stei ner’schon (Jiirve sind beide von demselben Oe- 
sehleelit. Und wir kennen überdiess die Classe der Stei- 
ner’schen (hirve; denn jede durch einen festen l’unkt 31 
gellende Tangente derselben muss ihren Pol in der ersten 
Polare von 3£ und zugleich in der Hesse’schen Curve halieii, 
d. h. derselbe muss einer der 3 (/t — 1) (/i — 2) Hchnittininkte 
beider Curven sein. Die PI il.cker’schen Charakterzahlen der 
Ste in er 'scheu Curve sind daher 

(i, = 3 (/I — 2y, V. = 3 (/I — 1) (fl — 2), 

*= i (ft — (ft — 3) (3/i't — 9 fl — 5), 

X, = 12 (ft — 2) (fl — 3), 

t'»= Hft- (ft — 3) (3fi’t— 3 fl — 8), i,=3 (fl - 2) (4 fl — 9). 
Das Geschlecht beider Curven ist 

= 1 + ^ (fl - 2) (fl - 3). 

Da ein Punkt nur dann ein Doppelpunkt oder eine Spitze 
der S t e i n e r’.schen Curve ist, wenn seine erste Polare zwei 
Doppelpunkte oder eine Spitze liat, so sind die eben gefun- 
denen Zahlen d, und x, die Anzahlen von ersten Polaren 
der gegebenen Curve, welche die fraglichen Singularitäten 
haben. (Art. 378.) 

382. Wenn die ersten Polaren von’ zwei Punkten A und Ji 
sich in einem Punkte Q berühren, wobei dann Q P ihre ent- 
sprechende gemeinsame Tangente ist, so fallen zwei von den 
Polen der geraden Linie A II mit dem Punkte Q zusammen 
und die ersten Polaren aller Punkte von Alt mit einziger 
Ausnahme des Schnittpunktes von PQ mit ihr berühren gleich- 
falls (^P in Q. Die erste Polare des Durchschnittspunktes 
von AB mit P(^ hat zum Doppelpunkt, so dass wirk- 
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lieh der Hesse’scheii Curve angehört und P der ihn» eut- 
Hj>recheiide Punkt in der Steiner’sehen Curve ist. 

8o ist die Stei uer’sche Curve die Eiiveloppe eiuer Ge- 
riiden, welche zwei zusammenfallende Pole besitzt, und die 
II esse 'sehe Curve ist der Ort dieser zusammenfallenden 
Pole. 

Steiner hat auch bereits die Enveloppe der Linie 
PV untersucht, welche zwei entsprechende Punkte P 
und Q verbindet, oder welche die gemeinschaft- 
liche Tangente von zwei sich berührenden ersten 
I’olaren ist; eine Curve, die wir wie im Falle der Curven 
dritter Ordnung (Art. 178.) die Cayley 'sehe Curve nennen 
wollen. Auch sie hat mit der Hesse’schen und der Stei- 
ner’schen Curve eine (1, 1) Correspoudenz und somit das 
nämliche Geschlecht wie diese. Um ihre Classe zu bestimmen, 
benutzen wir das in Art. ;553. und .4rt. 344. der „Kegelschn.“ 
begründete Princip, dass in zwei in einander liegenden gerad- 
linigen Punktreiheu oder StrahlenbUscheln zwischen deren 
Elementen eine {m, m') Correspondenz besteht, {m -f- w* ) LL*- 
mente existieren, welche mit ihren entsprechenden zusammen- 
fallen. Betrachten w'ir nämlich die geraden Linien, welche 
einen angenommenen Punkt M mit zwei con-espondierenden 
Punkten P, Q verbinden, so werden, weil die Steiner’sche 
Curve von der Ordnung 3(p — 2)''* ist, mit der fest gedachten 
Linie MP 3 (g — 2)* Lagen von P und ebenso viele von 
fi.xicrt und in gleicher Art entsprechen jeder Lage von M 
S {fl — 2) Lagen von P. Es giebt somit 

3 (ft — 2)' -}- 3 (ft — 2) d. h. 3 (ft — 1) (fl — 2) 

durch M gehende Gerade, welche zwei correspondierende 
Punkte P und enthalteji, und diese Zahl drückt daher die 
Classe der Cayley sehen Curve aus. Sie berührt ofl'enbar 
die Intlexioiistangenteu der gegebenen Curve. Inflexioneu 
sind in ihr im Allgemeinen nicht vorhanden und ihre Cha- 
rakterzahlen sind somit 

ft. = 3 (ft - 2) (5ft — 11), 1/. = 3 (fl — 1) (ft — 2) , 
i in ~ 2) (Dfi — 13) (5ft* — 19 ft -}- lü), 

X. = 18 (ft — 2) (2 fl — 5), 

T. == Uf* — Cf*'* — h 
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383. Die vorher gegebenen Definitionen erfahren ihre 
naturgemiisse Erweiterung, wenn wir die Doppelpunkte nicht 
auäschliesälich in den ersten Polaren, sondern in irgend 
bestimmten andern Polarcurven untersuchen. 

Der Ort eines Punktes, dessen >•" Polare einen Doppel- 
punkt hat, ist eine Curve von der Ordnung 3r(p — r — 1)’, 
die P' Steiner 'sehe Curve der gegebenen; und der Ort 
des Doppelpunktes ist dann eine Curve von der Ordnung 
3r’ (g — r — 1), die r'"' Hesse’sche Curve derselben. Wir 
wissen, dass wenn die Polare eines Punktes durch den 
Punkt geht, auch die (g — r)" Polare von Q den Punkt 
P enthält und finden leicht, dass auch, wenn die r*'' Polare 
des Punktes P einen Punkt Q als Doppelpunkt enthält, die 
(g — r — !)''■ Polare von Q einen Doppelpunkt P hat. Daher 
ist die r"' Steiner’sche Curve mit der (g — r — 1)"" 
llesse’schen identisch und die P' Hesse’sche mit der 
(g — »• — l)""" Steiner’schen — wie im Falle r = 1 bei den 
Curven dritter Ordnung. In gleicher Weise entsteht die 
r" Cayley’sche Curve als Enveloppe der Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte der Steiner'schen und C''" 
Hesse 'sehen Curve und die drei Curven haben auch im all- 
gemeinen Falle dasselbe Geschlecht. Von dem Falle »• = 1 
abgesehen sind diese Curven wohl noch nicht studiert worden. 

384. Wir haben in Art. 185. die Enveloppe der in Bezug 
auf eine Curve dritter Ordnung genommenen Polargeraden 
der Punkte einer geraden Linie untersucht und sie als die 
Polare dieser Geraden bezeichnet. Wenn sodann all- 
gemein ein Punkt P sich längs einer Curve S von der Ord- 
nung g' bewegt, so ist die Enveloj>pe seiner r"" Polare in 
Bezug auf eine gegebene Curve U von der Ordnung g 
eine Curve, welche wir als die »■^‘'Polare von S in Bezug 
auf U bezeichnen können. In Art. 98. sahen wir aber, dass 
die Enveloppe einer Curve, deren Gleichung die Coordinaten 
eines in einer andern Curve 8’ bewegten Punktes als Parainet<‘r 
enthält, gefunden werden kann, indem man diese Parameter 
als Coordinaten betrachtet und die Bedingung ausdriiekt, unter 
welcher die bewegliche Curve die Leitcurve 8 berührt. Dem- 
nach ist die P’’ Polare von 8 auch der Ort derjenigen 
Punkte, deren (g — r)“ Polaren die Curve 8' berü h reu. 
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Wenn wir dann den Ausdruck des Art. 97. für den Grad 
einer Berühruiif's- Invariante anwendeu, so finden wir, dass 
die r'' l’olare von S eine Curve von der Ordnung 
ft' (ft' + 2r — 3) (fl — r) 

i.st, und dass diese Zahl für jeden Doppelpunkt von 6’ uni 
2 (fl — r) und für jede Spitze um 3 (ft — r) vermindert wird; 
wenn also die Glasse von S durch v' bezeichnet wird, so ist 
die Ordnung der besprochenen Polare 

fl" = (fi — r) { v’ + 2 fl' (r — 1)} . 

Ihre Gleichung ist vom Grade r (2/t' r — .3) in den Coef- 
ficienten der Gleichung von S. So ist in dem besondern 
Kalle r — 1 die Enveloppe der ersten Polaren der Punkte 
einer Curve S identisch mit dem Ort der Pole der Tangenten 
von S und ihre Ordnung ist v' (fi — 1). Für /i' = I redu- 
ciert sich wegen v' = 0 diese Ordnung auf Null, wie bekannt, 
weil die Enveloppe dann in die (fi — 1)* Pole der Geraden 
S degeneriert. 

Für den allgemeinen Fall ergiebt sich, dass jede Doppel- 
taiigente von S durch ihre (fi — 1 )* Pole ebenso vielen üopjiel- 
puukten in der Enveloppe den Ursprung giebt, und ebenso 
jede stationäre Tangente von S ebenso (fi — 1)* Spitzen in 
der Enveloppe. Wir erhalten daher für die Glasse der En- 
veloppe den Ausdruck 

(fl — 1)2 fl’ — (fl — l)v —2(fi — 1)2 r' — d (fl — lyi, 
und weil 

V (v — 1 ) — 2 r' — 3i = fl' 
ist, die Glasse iler ersten Polare 

V" = (/I — 1) (jU — 2) j/ + (/t — 1)2 fl'. 

So ist in Bezug auf eine allgemeine Gurve dritter Onl- 
nung die erste Polare eines Kegelschnitts eine Gurve vierter 
Ordnung zwölfter Glasse; die einer andern allgemeinen Gurve 
dritter Ordnung aber zwölfter Ordnung und 24“' Glasse, weil 
die 94 Spitzen derselben eine Reduction der Glasse um 108 
hervorbringeu. 

Kür r = fl — 1 sodann- ist die Enveloppe der Polarlinieii 
der Punkte einer Gurve <8 oder der Ort der Punkte, deren 
erste Polaren i> berühren, eine Gurve von der Ordnung 
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ft' (ft' + 2 fl — ö) oder v' -}- 2ft' (ft — 2). 

Und weil die /nlil der l’olars'oraden diircli einen beliebigen 
Punkt M ebenso gross ist, wie die Zahl der Durchschnitte 
von S mit der ersten Polare von M, so ist die Classe der 
Enveloppe gleich (ft — 1) ft'. 

Und im Allgemeinen ist die Zahl der Doppel])unkte "der 
yttH Polare von S gleich der (ft — r)* fachen Anzalil der 
(ft — 1 )'•■“ Polaren eines Punktes, welche die Curve zweifacli 
berühren, und die Zahl ihrer Spitzen die (ft — »•)’ fache An- 
zahl solcher Polaren, welche die gegebene Curve oscnlieren. 

. 38Ö. Wenn tlie r*' Polare einer Curve S eine Curve li 
ist, so muss die (ft — r)'’’ I’olare von 11 als einen Thoil die 
Curve S enthalten. So ist für r — (t — 1 die Curve R die 
Envelopi>e der geraden Polare eines Punktes P, welcher sich 
in iS' bewegt; weil aber der Pol dieser Polargeraden nicht nur 
der Punkt P ist, sondern (ft — 1)- — 1 andere Punkte die 
gleiche Uolle spielen, so folgt, dass wir, wenn wir den Ort 
der Pole der Tangenten von R suchen, oder was dasselbe 
ist, die Enveloppe der ersten Polaren der Punkte von R, die 
Curve S zusammen mit einer andern Curve erhalten, welche 
der Ort der übrigen Punkte ist, die mit den Punkten von S 
dieselben geraden Polaren haben, ln diesem Falle r = ft — 1 
.sahen wir, dass die Classe von R gleich ft' (ft — 1) ist und 
schliessen nach Art. 384., dass die Enveloj)j)e der ersten 
Polaren der Punkte von R von der Ordnung ft' (ft — 1)* ist, 
d. h. dass ausser der Curve 6' eine Curve von der Ordnung 
ft' ft (ft — 2) zu ihr gehört — sagen wir als eine begleitende 
Curve. Wir sahen, dass jeder Punkt der Hesse’schen 
Curve ein Punkt ist, in welchem zwei Pole einer 'l’ungonte 
der Steiner'schen Curve zusammen fallen; es werden folg- 
lich die Punkte, in denen 6' die Hesse’sche Curve schneidet, 
Punkte in dieser begleitenden (hrve sein, welche ausserdem 
S in ^ ft' (ft — 2) (ft — 3) Paaren von cofiolaren Punkten 
trifft. 

Wenn r == 1 ist, so ist R der Ort der Pole der 'l'an- 
genten von S, und weil ein gegebener Punkt eine Polare hat,' 
so müssen wir als Enveloppe der Polargeraden der Punkte 
von R die Curve S wieder finden, ohne eine Ijegleiteude 
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(Jurve zu erhalten. Es ist jedoch zu bemerken, dass die ge- 
meinsamen Tangenten der Curve iS und der Steiuer’schen 
Curve einen Theil der Envelopj)e bilden. Nun haben wir 
gesehen, dass jeder dieser gemeinsamen Tangenten zwei zu- 
sammenfallende Punkte in ii entsprechen, und schliesscn, 
daris bei Anwendung des umgekehrten Verfahrens diesen zwei 
Punkten zwei zusanimenfallende Linien entsprechen, deren 
l’unkte sämmtlich als zur Enveloppe gehörig gezählt werden 
müssen. Ferner muss die Curve &' in dieser Envelopj)e 
(g — 1)^ fach gerechnet werden, weil jeder Tangente von S 
Pole in R in der Zahl (fi — 1)’ entsprechen und daher, wenn 
wir umgekehrt von den Punkten von R zu ihren l^olarge- 
raden gehen, jede Tangente von N uns (ft — 1)’ mal b(?gegnen 
wird. Und wenn ft" und v" Ordnung und Classe von R be- 
zeichnen, so ist die Ordnung der (ft — IV'” Polare nach dem 
Vorigen v” -f- 2 (ft — 2) ft", aber auch 

r" = (ft - 1) (fl — 2) i/ 4- (ft — I)’ ft', ft" = V (ft — 1); 

die Ordnung der Polare ist also 

3 (ft — 1) (ft — 2) j/ + (ft — 1)* ft' 
in Uebereinstimmung mit den vorigen Erörterungen, weil die 
Zahl der gemeinschaftlichen Tangenten von N mit derStei- 
ner’schen Curve nach der Classe 3 (ft — 1) (ft — 2) der 
Letztem gleich 3 (ft — 1) (ft — 2) v' ist. 

Es muss eine gleiche allgemeine Theorie der Reciprocitiit 
bestehen für R als die r" Poliire von R und R als die 
(ft — »•)''■ Polare von /{; dieselbe ist aber noch ununtersucht. 

380. Osculierende Kegelschnitte. Die Form einer 
Curve in der Nachbarschaft eines Punktes P derselljen wird 
durch den KrUmmung.skreis angegeben, aber sie gestattet noch 
eine andere Bestimniung. Wir denken parallel der Tangente im 
Punkte P eine unendlich kleine Helme und die Normale 
in P, welche ihr in iS' begegnet, und bezeichnen den Mittel- 
punkt der Helme durch ilL; dann sind die Bögen PQ und 
und PR und die Geraden iS'V» ^R GriSssen erster Ord- 
nung einander gleich, aber um Grössen zweiter Ordnung ver- 
schieden, insbesondere ditlerieren R Q, NR um eine Grösse 
zweiter Ordnung, oder die Entfernung iVil/ ist von der zweiten 
Ordnung. Indem wir aber bemerken, dass PN auch von der 


Digitized by Google 


433 


zweiten Ordnung ist, erkennen wir, dass der Winkel MPN, 
d. h. arc (tan = im Allgemeinen ein endlicher Winkel 


ist; d. h. die Gerade, welche den Berührungspunkt P mit dem 
Mittelpunkt M der zur Tangente parallelen Sehne QIl ver- 
bindet,' ist unter einem endlichen Winkel gegen die Nor- 
male in P geneigt. Im Falle des Kreises fallt PM mit der 
Normale zusammen, und der bezeichnete Winkel ist daher ein 
Maass für die Grösse der Abweichung der Curve von der 
Kreisform an der betrachteten Stelle. Wir können ihn als 
die Abweichung und die Gerade PM als die Axe der 
Abweichung bezeichnen.“’®) 

Im Falle des Kegelschnittes ist die Axe der Abweichung 
der durch P gehende Durchmesser und die Abweichung selbst 
die Neigung desselben gegen die Normale. Und wenn man 
zu einer gegebenen Curve einen im Punkte P vierpunktig 
berührenden Kegelschnitt zeichnet, so haben beide — dieser 
Kegelschnitt und die Curve — dieselbe Axe der Abweichung, 
d. h. die Centra aller in P die Curve vierpunktig berührenden 
Kegelschnitte liegen in der Axe der Abweichung für diesen 
Punkt. Ferner wird die Axe der Abweichung im Punkte P 
von der Axe der Abweichung im nächstfolgenden Punkt der 
Curve in einem Punkte geschnitten, welcher der Mittelpunkt 
desjenigen Kegelschnitts ist, der in P eine fünfpunktige Be- 
rührung mit der Curve hat, wir nennen ihn den Mittel- 
punkt der Abweichung. Dieser Kegelschnitt ist voll- 
ständig bestimmt durch dieses Centrum, durch die Berührung 
mit der Curve in P und dadurch, dass er hier dieselbe 
Krümmung mit der Curve besitzt. 

Es ist leicht zu zeigen, dass die Abweichung in P durch 
Formel 


tan ä = p — 


(l-hP»)r 

35 « 


ausgedrückt wird, in welcher^), q, r den ersten, zweiten und 
dritten Ditferentialcoefficienteu von y in Bezug auf x be- 
zeichnen. 


387. Die Axe der Abweichung ist eine Gerade, welche 
von der unendlich fenien Geraden der Ebene, aber nicht 
von den in derselben liegenden nicht reellen Kreispunkten 

S*)mon, Hbhero Curven. 28 


Digilized by Google 


434 


anhängig ist; die Sehne Qlt wird durch den Schnittpunkt 
0 der Tangente in P mit der unendlich fernen Geraden oder 
überhaupt mit der geraden l>inie IJ gezogen und M ist der 
vierte harmonische Punkt zu 0 in Bezug auf die Endpunkte 
Q und R derselben. 

Der Satz von der Lage der Centra der in P vierpnuktig 
berührenden Kegelschnitte in einer Geraden ist, weil die frag- 
lichen Kegelschnitte nicht bloss vier Punkte, sondern auch 
vier Tangenten (in der Tangente von P) gemeinsam haben, 
gleichbedeutend mit dem allgemeinen Satze, dass die Pole 
einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte einer Schaar, 
d. h. die von vier festen Geraden berührten Kegelschnitte, in 
einer Geraden liegen; dem reciprokeu von dem noch bekann- 
teren, dass die Polaren eines Punktes in Bezug auf den 
Kegelschnitt eines Büschels selbst ein Büschel bilden. 

Wenn die unendlich fernen Kreispunkte durch einen 
Kegelschnitt ersetzt werden, so existiert eine analoge Theorie 
der Abweichung nicht. 

388. Die in Art. 237. gegebene Untersuchung der Glei- 
chung des Kegelschnitts, der eine Curve dritter Ordnung in 
einem gegebenen Punkte fünfpunktig berührt, kann auf Curven 
beliebiger Ordnung ausgedehnt werden. Sei S — 0 der 
Polarkegelschnitt und P = 0 die Tangente in diesem Punkte, 
so ist die Gleichung eines in demselben Punkte berührenden 
Kegelschnitts Ä — P P = 0 für 

P= -f SjiCj -f 

mit noch zu bestimmenden Coefficienten Daun wird die 
Gleichung der geraden Linien, welche den Punkt x,' mit den 
üurchschnittspunkten des Kegelschnitts mit der Curve ver- 
binden, erhalten, indem man in die Gleichung jeder Curve 
X,' -j- kXi für Xi setzt und k zwischen beiden so entstandenen 
Gleichungen eliminiert. Das Kesultat der Substitution in die 
erste Gleichung ist 

T + { kS -f i A’ A» -f ^ PA* + etc., 

dius Resultat der Substitution in die Gleichung des Kegel- 
schnitt.s dagegen 

2 (g — 1) P — P'P -f A (S’ - PP); 
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und wenn wir das Letztere in der Form QT IV schreiben, 
so ist das Resultat der Elimination von A zwischen beiden 
Gleiciiungen durch T theilbar und der Quotient giebt 

Fe-i _ i e Fe-* S + 02 F“-3 etc. = 0 

als Gleichung der 2 (fi — 1) V'erbindungslinien von x! mit 
den 2 (fl — 1) andern dem Kegelschnitt und der Curve ge- 
meinschaftlichen Funkten. Damit der Kegelschnitt eine drei- 
punktige Berührung mit der Curve habe, inu.ss eine dieser 
Linien mit T zusammen fallen , oder die eben geschriebene 
Gleichung d. h. die Verbindung ihrer beiden ersten Glieder 
muss durch T theilbar sein, eine Bedingung, welche 0 = 2 
fordert, und da 6 = 2 (p — 1) — i*' ist, P' = 2 (g — 2). 
Hierher gehört das Problem der Bestimmung des Osculations- 
kreises, als des durch zwei gegebene Punkte gehenden oscu- 
lierenden Kegelschnittes. Wenn wir im allgemeinen Falle 
den erhaltenen Werth von 0 einsetzen und die Division durch 
T vollziehen, so erhalten wir 

— JFe-* + i F“- — I Vm-*TA* + etc. = 0, 

als Gleichung der 2g — 3 Geraden vom Punkte x! nach den 
übrigen Durchschnittspunkten des Kegelschnitts mit der 
Curve. 

Die Berührung wird eine vierpunktige, wenn diese Glei- 
chung, d. h. wenn J A^ — PS durch T weiter theilbar ist; 
und die entsprechende Bedingung wird wie in Art. 362. ge- 
funden, indem man in diese Grösse die Coordinaten eines 
willkürlichen Punktes in T, nämlich 

u,l, - 

einsetzt und sie mit Null identisch vergleicht; wir finden so, 
dass P von der Form 


.sein muss für ft als noch zu bestimmende Grösse. Darum 
schneidet die Sehne der Schnittpunkte des Polarkegelschnitts 
und eines jeden vierpunktig berührenden Kegelschnittes die 
Tangente in dem festen Punkte X, welcher in Art. 373. be- 
stimmt wurde, wo die Tangente sowohl die Polarcurve dritter 
Ordnung als auch die gerade Polare von x( in Bezug auf die 

28 * 
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Hesse’sche Curve der Curve selbst oder eine ihrer Polar- 
curven trifft. 

Bezeichnen wir dann die Gerade 



durch TT und erinnern die identische Gleichung 
A3 _ ns = ,TT, 

so wird durch Einführung des Werthes P=^TT-(-ftT die 
Gleichung durch T theilbar und giebt als Gleichung der 
‘ 2(1 — 4 Verbindungslinien von z,' mit den übrigen Schnitt- 
punkten der Curve und des Kegelschnitts 

Cj J p3 _ S) F/*-» — 4 4- etc. = 0. 

Die Bedingung der fünfpunktigen Berührung ist dann 
die Theilbarkeit dieser Gleichung durch T und wir bestimmen 
den einer solchen Berührung entsprechenden Werth von /i 
durch Substitution von 

— U, g.,, Z7,|j — f/jl, 

für x^ , X 2 , X 3 in die vorstehend geschriebenen Glieder. Aus 
der identischen Gleichung des Art. 236. können wir J er- 
mitteln und finden, dass durch die erwähnte Substitution J 
den Ausdruck erhält 

_ 3 (/r - 1) (^ - 2) I + RtiB) 

für Z,ii und als die in Art. 365. ebenso bezeichneteu 

Grössen. Die Resultate der Substitution in S, T und in 

sind respectlve 37 / V 3 und Wenn wir dann die 

Werthe des Art. 369. anwenden, so erhalten wir 

(, m = 5*{ 3 (,t - 1) (ft - 2) TU - 2 (ft - 1) 

- 4 { 9 (ft - 2)* Hl -6 {(1 — 2) -f iP0} 

- 4 { - 6(ft-2) (ft-3) lif -f- 4 (fi—3) P V'(i/) - j!, , 

woraus durch Reduction hervorgeht 

die vollständige Bestimmung des fünfpunktig berührenden 
Kegelschnitts. 
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389. Die Untersuchung ist von Cayley zur Ermittelung 
der Bedingung fortge.setzt worden, welche die Coordiuaten xi 
erfüllen mflssen, damit die Berührung eine sechspunktige sei*^), 
und wir gehen, weil die Untersuchung selbst zu lang ist, das 
Ergebuiss an, welches dahin geht, dass die x,' der Gleichung 
(ft - 2) (12ft - 27) HJ{U, H, (h) — 3 (ft — 1) HJ' 

+ 40 (ft — 2'f J {U, H, 0) = 0 
genügen müssen, in welcher J {U, H, <t>) die Jacobi'sche 
Determinante dieser drei Functionen bezeichnet und der dem 
J beigefügte Strich bedeuten soll, dass bei Bildung der Ja- 
cob! 'sehen Determinante d) in der Voraussetzung zu differen- 
tiieren ist, dass die in der Function d> auftretenden zweiten 
Ditferentialcoefficienten von H constant sind. Die geschriebene 
Gleichung repräsentiert eine Curve von der Ordnung 12ft — 27, 
deren Durchschnittspunkte mit U = 0 die ft (12ft — 27) 
Punkte sind, in denen sechspunktige Berührung 
mit einem Kegelschnitt stattfindet. 

390. Systeme von Curven. Die Bestimmung der An- 
zahl von Kegelschnitten, welche mit einer gegebenen Curve 
eine sechspunktige Berührung haben, gehört zu einer Classe 
von Fragen, welche auf die Eigenschaften solcher Systeme 
von Curven führen, die einer Bedingung weniger unterliegen, 
als zu ihrer vollständigen Bestimmung erforderlich sind; also 
für Curven von der Ordnung m der Zahl von 

J m (m + 3) — 1 

Bedingungen. Ein solches System oder eine solche Cunen- 
reihe wird durch den Index Ä' charakterisiert, wenn N die 
Zahl von Curven der Reihe ist, welche durch einen willkür- 
lich angenommenen Punkt gehen;**) so dass z. B., wenn die 
Gleichung der Curve einen Parameter algebraisch enthält, 
JV der Grad ist, in welchem dieser Parameter eintritt — ohne 
dass umgekehrt immer die Gleichung einer Curve des Systems 
oder der Reihe vom Index A' stets in dieser Form ausgedrückt 
werden kann.*”) Oder man kann sie durch zwei Charak- 
teristikeji*“) definiren, nämlich durch die Zahl fi von 
Curven der Reihe, welche durch einen willkürlichen Punkt 
gehen und die Zahl v derselben, welche eine willkürlich ge- 
wählte Gerade berühren. Durch die Symmetrie der Resultate, 
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welche sie iu dem Falle von Kegelschnitten als von Curveu 
derselben Ordnung und Classe liefert, ist diese Methode be- 
sonders beachtenswerth.'") 

391. Der Ort der Pole einer gegebenen Geraden in Be- 
zug auf die Curven der Beihe ist eine Curve von der Ord- 
nung V. Denn diess ist offenbar die Zahl der Punkte, in 
denen die Linie selbst den Ort schneiden kann. Die Enve- 
loppe der Polaren eines gegebenen Punktes in Bezug auf die 
Curven des Systems ist in gleicher Art eine Curve der fi'" 
Classe. 

Der Ort eines Punktes, dessen Polare in Bezug auf eine 
feste Curve von der Ordnung m und Classe n mit seiner 
Polare in Bezug auf eine Curve des Systems zusammennillt, 
ist eine Curve von der Ordnung v + (»i — 1). Denn wir 

bestimmen die Zahl der in einer gegebenen Geraden liegenden 
Punkte des Ortes, indem wir zwei Punkte J, A' dieser Ge- 
raden betrachten, welche so liegen, dass die Polare von A in 
Bezug auf die feste Curve mit der Polare von A' in Bezug 
auf eine Curve des Systems zusammenfällt; es ist zu ermitteln, 
in wie vielen Fällen A und A' zusammenfallen können. 
Denken wir dabei zuerst A fest, so dass seine Polare in Bezug 
auf die gegebene Curve auch fest ist und der Ort der Pole 
dieser Geraden in Bezug auf die Curven des Systems nach 
dem ersten Satze von der Ordnung v ist, so sehen wir, dass 
jeder Lage von A Lagen von A' in der Zahl v entsprechen. 
Setzen wir sodann aber A' als fest voraus, so dass seine Po- 
laren in Bezug auf die Curven des Systems eine Curve von 
der Classe g umhüllen, während nach Art. 384. die Polaren 
der Punkte der gegebenen Geraden in Bezug auf die feste 
Curve eine Curve von der Classe (/«’ — 1 ) umhüllen, so folgt, 
da.ss fl (ni‘ — 1) gemeinsame Tangenten der beiden Enveloppen 
und daher ebenso viele dem festen A' entsprechende Lagen 
von A vorhanden sind. Die Anzahl der Coincidenzen von A 
und A' ist daher v -|- g (in — 1) und eben diess ist die Ord- 
nungszahl des in Frage stehenden Ortes. 

Dieser Ort schneidet offenbar die gegebene Curve in den- 
jenigen Punkten, in welchen sie von Curven des Systems 
berührt wird und daher ist die Zahl solelier Curveu 
m' 1 1 ' -f- ft (/«' — 1)J oder m' v -f- n'ft. 
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392. Im Allgemeinen wird die Zahl der Curven de.s 
Systems, welche irgend einer andern Bedingung genügen, 
von der Form (la v ß sein und die Zahlen «, ß können als 
Charakteristiken dieser Bedingung angesehen werden. Wenn 
eine Curve durch eine hinreichende Anzahl von Bedingungen 
bestimmt ist, und diese Charakteristiken für jede Bedingung 
bekannt sind, so kann die Zahl der Curven bestimmt werden, 
die den vorgezeichneten Bedingungen genügen. Wir erörtern 
diess an dem Falle der Kegelschnitte. Die Zahl der durch 
fünf Punkte, durch vier Punkte und eine Tangente, durch 
drei Punkte und zwei Tangenten, durch zwei Punkte und drei 
Tangenten, einen Punkt und vier, endlich durch fünf Tan- 
genten bestimmten Kegelschnitte ist respective 
1 2 4 4 2 1 

und die Charakteristiken der durch jene Bedingungen respec- 
tive bestimmten Systeme sind daher • 

(1, 2), (2, 4), (4, 4), (4, 2), (2, 1). 

Die Zaiil der Kegelschnitte, welche einer Bedingung von den 
Charakteristiken «, ß genügen und zugleich durch vier Punkte 
gehen oder drei Punkte enthalten und eine Gerade berühren, 
etc. ist daher 

« -f- 2ß, 2« -f- 4ß, 4ft -f 4/J, 4a -f- 2ß, 2a + ß. 

Wenn wir diese Zahlen durch g'", v"\ p'", tf'", t " respective 
bezeichnen, so erkennen wir, dass dieselben nicht unabhängig 
von einander sind, sondern den Helationen 

./" = 2 g-", O" = 2r'", q" = I (v"' -f a'") 

genügen. 

Die Charakteristiken der Systeme, welche mit der Be- 
dingung tt, ß zusammen mit der von drei Punkten oder mit 
zwei Punkten luid einer Tangente, etc. gebildet werden, sind 
dann offenbar 

ifi'", v"), {v-, p"), (p'", Ö-"), (0", t") 
und die Zahl der Kegelschnitte dieser Systeme, welche einer 
neuen Bedingung a’, ß' genügen, ist daher 

g'"a' -|- v" ß', v" a -|- q" ß", etc. 
ln entwickelter Form erhalten wir für die Anzalilen g", v" , 
p", 0 " der Kegelschnitte, welche zwei Bedingungeii von den 
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Char.ikteristiken (<*, ß) , («', ß') erfüllen und zugleich durch 
drei Punkte gehen, oder zwei Punkte enthalten und eine 
Gerade berühren, etc. 

li" = ««' + 2 {ßa + aß') + Aßß-, 
v" = 2a« -|- 4 (j3a' -[- aß') -|- 4/3/3', 
p" = 4aa’ + 4 (ßa + aß') + 2/3/3', 
a" ^ 4aa 2 (ßa + aß ) + ßß'-, 
und wir bemerken, dass diese Zahlen durch die identische 
• Kelation 

(i" — p" — «j" = 0 

verbunden sind. 

In derselben Art sind die Charakteristiken des Systems 
der Kegelschnitte, welche zwei Bedingungen (a, ß) und («', ß') 
genügen und zugleich durch zwei Punkte gehen, oder einen 
Punkt enthalten und eine Gerade berühren, oder zwei Gerade 
besühren, (/a", v"), (v", p"), (p", a") und die Anzahlen solcher 
Kegelschnitte, die einer dritten Bedingung (a", ß") genügen, 
sind daher respective (i"a" -)- v" ß", etc. Also in entwickelter 
Fonn für /a', v', p' als die Zahlen der Kegelschnitte, welche 
drei Bedingungen («, ß), («', ß ), (a", ß") genügen und über- 
diess durch zwei Punkte gehen, etc. 

ft' = aa'a" -f 21a a ß" + 41aß'ß" + 4/3/3'/5", 

V = 2 aa'a" 41a a' ß" -|- 41aß' ß" -j- ‘^ßß ß 'i 
p" = 4««'«" -|- 41aa'ß^' -f- 21aß'ß' -j- ßß'ß". 

Daun sind die Charakteristiken des Systems, das man bildet, 
indem man den drei vorigen Bedingungen eine vierte ß'") 
hinzufügt, ft'«"' -f- v'ß"', V a'" -|- Q ß'" oder in entwickelter 
Form 

ft = ««'«"«'" + 21a a' a' ß'" + 41a a' ß" ß"' 

+ 41aß^ß"ß'" + 2ßß'ß"ß'", 

V = 2c«'«"«"' + 41aa'a"ß" + 41««' /3"^" 

+ 21aß'ß"ß'" ßß’ß" ßr. 

Und wenn wir endlich eine fünfte Bedingung («'"', ß"") hiii- 
zufügen, so ist die Zahl der Kegelschnitte, welche allen ge- 
nügen ft«"" -j- vßi’" oder 

aa' a" a'" a"" -\-^21aa' a" a"' ß"" -f- 41aa’ a" ß’" ß"" 

-f 41aa'ß "ß'"ß"" + 21aß'ß"ß’"ß"" -f ßß'ß"ß"ß"". 
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Diess giebt z. B. die Zahl der Kegelschnitte, welche fünf 
gegebene Curven berühren, indem man für «, ß, etc. die 
Classen und Ordnungszahlen dieser Curven substituiert. Und 
in derselben Weise würden wir die Zahl von Curven irgend 
einer Ordnung finden, welche durch die Bedingung der Be- 
rührung mit gegebenen Curven bestimmt sind, wenn wir die 
Anzahl derselben in jedem Falle wüssten, wo die Bedingungen 
nur das Hindurchgehen durch Punkte und das Berühren mit 
geraden Linien vorschreiben. 

393. Die im vorigen Art. betrachteten Bedingungen 
waren unabhängig von einander oder einfache Bedingungen; 
aber wir können Bedingungen bilden, die zwei oder mehreren 
einfachen äquivalent sind, wie z. B. die Bedingung, dass ein 
Kegelschnitt eine Curve zweimal oder öfter berühren soll, oder 
die, dass eine Curve eine andere osculieren oder nach einer 
andern höheren Ordnung berühren soll. Eine solche Bedin- 
gung, welche zwei andern äquivalent ist, können wir als eine 
doppelte, oder genauer die Vereinigung von beiden als zwei 
untrennbare Bedingungen bezeichnen. Man findet, dass die 
im letzten Art. erhaltenen Formeln für unabhängige Be- 
dingungen unter geeigneten Modificationen für untrennbare 
Bedingungen gültig bleiben. 

So sind für zwei untrennbare Bedingungen die Cha- 
rakteristiken fl", v", p", <s" die Zahlen der Kegelschnitte, 
welche durch die Combiuation der gegebenen zweifachen Be- 
dingung respective mit der durch drei Punkte zu gehen, oder 
zwei Punkte zu enthalten und eine Gerade zu berühren, etc. 
erhalten werden, und diese Zahlen sind immer durch die 
Relation 

^ v" + I p" — ff" = 0 

verbunden. 

Wir gehen dann genau so wie vorher zur Aufsuchung 
der Zahl von Kegelschnitten weiter, welche durch Combination 
der zweifachen Bedingung mit irgend drei andern bestimmt 
werden und erhalten so die folgenden Formeln. Wenn m“, 

r", s" die Charakteristiken einer zweiten zweifachen Be- 
dingung sind, so werden die Charakteristiken des durch beide 
Paare zweifacher Bedingungen gegebenen Kegelschnittsystems 
respective 
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»«>" - f + m"v") + (/'ft" + Q"m ) 

+ i n v" — ^ (/' v" + n" p"), 
ö"s" - ^ (ö"r" + s"p") + (v"s" + na") 

+ i p'>" — h (p"«" + 

Und für ft', i/, p' als die Charakteristiken einer dreifachen 
Bedinfjiiiig ist die Zahl von Kegelschnitten, die durch diese 
dreifache und die zweifache Bedingung (ft", v", p", o") be- 
stimmt werden, gleich 

( ft' (2 <t" — p") 4- 1 p' (2 ft" — v") 

+ Vr. ^ (/*" + P") — (f*" + ®' ) }• ■ 

394. Zwischen den beiden Charakteristiken g, v einer 
Reihe von Curven m'" Ordnung, welche einer Bedingung 
weniger unterworfen sind als der zur Bestimmung derselben 
hinreichenden Zahl, besteht eine Relation, die wir im Fol- 
genden untersuchen. Betrachten wir die Punkte A, A', etc., 
in welchen eine Curve der Reihe eine gegebene gerade Linie 
schneidet, so entsprechen, weil jede durch A gehende Curve 
die Gerade in (m — 1) andern Punkten schneidet, dem Punkte 
A die Zalil von g (»t — 1) Punkten A' und umgekehrt; die 
Zahl der Doppelpunkte dieser beiden entsprechenden Reihen 
ist daher 2g (in — 1). Dieselbe würde mit der Zahl v über- 
einstimmen, wenn die Doppelpunkte nur aus der Berührung 
einer Curve der Reihe mit der Geraden AA' entspringen 
könnten. Da es aber Curven der Reihe geben kann, welche 
zusammengesetzt sind aus einem einfach und einem doppelt 
zählenden Theile , so sind die aus ihnen durch die letzteren 
entspringenden Doppelpunkte von 2g (»t — 1) abzuziehen, 
um die Zahl v der eigentlichen Berührungen zu erhalten, 
ln dem speciell betrachteten Falle der Kegelschnitt« erhält 
man für A als die Zalil der Kegelschnitte der Reihe, die sich 
auf zwei zusammenfallende Gerade reducieren 

1/ = 2 g — A. 

395. Ein Kegelschnitt kann als Curve zweiter Ordnung 
in ein Liuienpaar degenerieren, so dass seine Gleichung in 
Linieucoordiiiateu ein vollständiges Quadrat wird und jede 
durch den gemeinschaftlichen Punkt des Liuieupaares gehende 
Gerade als eine Doppeltaiigcnte der Curve zu betrachten ist. 
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Ebenso kann ein Kegelschnitt als Curve zweiter Cliisse in 
ein Paar von Punkten degenerieren, und jeder Punkt in der 
Geraden, welche dieselben verbindet, gehört in gewissem 
Sinne doppelt zur Curve. Das Punktepaar kann als Grenz- 
form des Kegelschnittes betrachtet werden und die durch die 
Punkte gehenden Geraden insbesondere als seine Tangenten; 
der Kegelschnitt ist unter Festhaltung seiner Hauptaxe durch 
fortschreitende Verkürzung seiner Nebeuaxe in die Grenzform 
übergegaugeu, in welcher nun alle seine Tangenten unendlich 
nahe den zwei festen Punkten Vorbeigehen. 

Bezeichnen wir durch A die Zahl der Punktpaare im 
vSysteni und durch oj die der Linienpaare desselben, so ist 
fl = 2v — a, V — 2 ft — A, 3ft = 2A-j-o, 3v = 2ca-(-A. 
Weil die Zahlen der Kegelschnitte eines Systems, welche in 
Linien- oder Punkten - Paaren degenerieren, in der Regel 
leichter zu erkennen sind, als die Zahlen der Kegelschnitte 
desselben, welche einen beliebigen Punkt entlialten, oder eine 
beliebige Gerade berühren, so konnten sie in der Theorie 
der Kegelschnittsysteme von Zeuthen mit Vortheil statt der 
Chasles’schen Charakteristiken ft, v benutzt werden. Ein 
besonderer Fall bietet sich dar, wenn die zwei Punkte eines 
Punktpaares zusammenfallen, ohne dass darum ihre Verbin- 
dungslinie aufhört bestimmt zu sein, oder wenn die zwei 
Linien eines Paares vereinigt sind ohne dass ihr Schnittpunkt 
unbestimmt wird; man kann ihn als den des Linien-Paar- 
Punktes bezeichnen. 

396. Im Falle der Kegelschnitte hat das Linienpaar in 
Punktcoordinaten eine Gleichung x, = 0 und das Punkte- 
paar in Liniencoordinaten reciprok |n = 0. Wenn wir aber 
nach der Gleichung des Letztem in Punktcoordinaten fragen, 
so ist dieselbe nicht a:,* = 0, welches vielmehr nur die doppelt 
zilhlemle Verbindungslinie der Punkte des Paares darstcllt, in 
gewissem Sinne einen Kegelschnitt — ebenso wie 
+ ii»;, -f = 0 

— welcher jede beliebige gerade Linie berülirt. Die Anschauung 
der Grenzform oder des unendlich flachen Kegelschnitts führt 
zur richtigen Darstellung. Denken wir die Kegelschnitte, 
welche zwei gegebene Punkte in der Geraden a:, = 0 nämlich 
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Xj — «X3 = 0 und Xj — ßx^ — 0 
enthalten und zwei gegebene Gerade Xj = 0 , X3 = 0 berühren, 
so lassen sich dieselben durch die Gleichung mit dem will- 
kürlichen Parameter 0 darstellen 

X,* + 20X|X2 + 20 J/c(ßz^x^ 0’ (Xj — aXj) (Xj — ßx^) — 0, 
oder 

{ X, 0X-2 -f 0 l^Ctß Xj}* — 0® (« -f ß) XjXj = 0 
und für 0 als ein unendlich kleines, sagen wir der ersten Ord- 
nung, rej)räsentiert diese Gleichung den unendlich Hachen 
Kegelschnitt oder das gegebene Punktepaar. Der Vergleich 
mit der allgemeinen Gleichung 

fl,, x,’ + 0 , 2 X 2 *+ flaaXj* + 2fl2;,X2X3 + 2 «,,,x,X3 + 2«,2X,X2 = 0 

giebt 

«,, = 1 , fl .22 = 0’, «33 = 0*«/5, +3 “ — i 9’ (« + ß), 

= «i? = e, 

also für ein endliches a,, unendlich kleine Werthe erster 
Ordnung für a ,2 und «, 3 , aber unendlich kleine Werthe der 
zweiten Ordnung für a.,j, «33, Ojjj wobei dann die Ver- 
hältnisse 

so zu bestimmen sind, dass den vorgeschriebenen Bedingungen 
genügt wird. Insofern 0 unendlich klein ist ,- erscheint die 
Gleichung somit vollkommen bestimmt. Die in der Grenze 
verschwindenden Coefficienten der Gleichung des Kegelschnitts 
sind also als unendlich kleine von verschiedener Ordnung zu 
betrachten. 

Gehen wir zur Gleichung einer Curve n'" Ordnung weiter, 
so wird diese, wenn sie gewisse unendlich kleine Coefficienten 
enthält, mit dem Verschwinden derselben sich in eine zu- 
sammengesetzte Gleichung ... = 0 verwandeln und in, 

ihrer ursprünglichen Gestalt eine Grenzform der Curve dar- 
stellen. Betrachten wir die von einem willkürlichen Punkt 
zu dieser Grenzform gehenden Tangenten, so bestehen die- 
selben 1 ) aus den Tangenten von ihm zu den verschiedenen 
componiereuden Curven P = 0 , Q = 0 , etc. 2 ) aus den nach 
den singulären Punkten dieser Curven gehenden Geraden; 
3 ) aus den nach den Durchschuittspunkten der Curven P=0, 


Digitized by Googli 


415 


^ == 0; etc. uuter einauder gehenden Geraden; 4) ans den 
geraden Linien nach gewissen bestimmten Punkten in den 
verschiedenen Curveu P = 0, = 0, etc. respective, die 

wir als „freie Scheitel“ bezeichnen wollen, indess die 
Punkte unter 4) als „feste Scheitel“ bezeichnet werden 
sollen. Wir haben so eine Degenerationsfonn der Curve 
Ordnung, die als zusammengesetzt angesehen werden kann 
aus den componierenden Curven in ihren etwaigen Graden 
der Vielfachheit und aus den als Scheitel bezeichneten Punkten, 
und die daher nur unvollständig durch die Endgleicbung 
. . . = 0 dargestellt wird. Die Zahl und Vertheilung 
der Scheitel ist nicht willkürlich, sondern durch Gesetze be- 
stimmt, die sich aus Betrachtung der Grenzform ergeben. 
Entsprechend verschiedenen Formen der Endgleichung 

.. . = 0 

und der Zahl und Vertheilung der Scheitel in den compo- 
nierenden Curven gieht es für einen gegebenen Werth von 
n verschiedene Degenerationsformen der Curve. Im Falle 
einer Curve vierter Ordnung mit der Endgleichung x^y' = 0 
hat sich ergeben”’), dass neun freie und drei feste Scheitel 
existieren. Die letzteren liegen im Schnittpunkt der beiden 
Geraden x = 0, y = 0; von den ersteren liegen drei in einer 
der Geraden, sagen wir in i/ = 0, und sind drei von den 
Schnittpunkten der Curve vierter Ordnung mit ihr, indess 
der vierte dem Punkt x = 0, y — 0 unendlich nahe liegt ; 
die sechs andren liegen willkürlich in der Geraden x — 0. 
Die Zahl der untersuchten Fälle ist jedoch klein ”^) und die 
Frage nach diesen Degeneratiousformen daher wohl weiterer 
Untersuchung bedürftig. 

Auf Grund der Betrachtung der Degenerationsfonnen der 
Curven dritter und vierter Ordnung sind durch Maillard 
und Zeuthen”*) die Anzahlen solcher Curven bestimmt 
worden, welche gegebenen Elementarbedingungen genügen. 

397. Für ein System von Kegelschnitten, welche vier 
Bedingungen der Berührung genügen , ist ziemlich leicht zu 
erkennen, welches die Punktepaare und Linienpaare des 
Systems sind. Um aber die Werthe von A und cj zu finden, 
ist jedes dieser Paare nicht einfach, sondern in bestimmter 
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Vielfachheit zu zählen mul die ßestiinniuug dieser Vielfach- 
heiten bildet die eigentliche Schwierigkeit des Problems. 

Zeuthen gebraucht zu diesem Zwecke die folgende 
Ueberlegung: In dem elementaren System der durch vier 
Punkte bestimmten Kegelschnitte ist oftenbar die Anzahl der 
Linienpaare drei und die der Puuktepaare Null und wegen 
fl = 1 , V = 2 erhalten wir A = 0, oj = 3 und erkennen, dass 
ein Liuienpaar, welches vier gegebene Punkte zu zwei mit 
einander verbindet, in der Zahl der Linienpaare einfach zählt. 

Nehmen wir aber ein durch drei Punkte und eine Tan- 
gente bestimmtes System von Kegelschnitten, so haben wir 
drei Liuienpaare, nämlich je eine Verbindungslinie von zweien 
der gegebenen Punkte und die von ihrem Schnittpunkt mit 
der gegebenen Tangente nach dem dritten Punkte gehende 
Gerade; auch hier sind keine Punktepaare vorhanden und weil 
fl = 2, j' = 4 sind, so werden A = 0, ö = 0 und wir er- 
kennen, dass ein Linienpaar doppelt zählt, wenn es wie hier 
aus der Verbindungslinie von zwei gegebenen Punkten und 
der Linie vom dritten Punkt nach ihrem Durchschnitt mit 
einer gegebenen Geraden besteht. 

Nehmen wir endlich das durch zwei Punkte und zwei 
Tangenten bestimmte System, so ist nur ein Liuienpaar vor- 
handen, welches vom Durchschnittspuukt der beiden Tan- 
genten nach den gegebenen Punkten geht und ein Punkte- 
paar in der Verbindungslinie der Punkte auf den Tangenten; 
wegen fi = v == 4 ist also A = to = 4, oder ein Linienpaar 
zählt vierfach, wenn es zwei gegebene Punkte mit dem Schnitt- 
punkt von zwei gegebenen Geraden verbindet. Wir können 
es ersparen, auf die reciproken Singularitäten weiter einzu- 
gehen. 

Die Bewegung eines Kegelschnitts, welcher eine gegebene 
Curve berührt, kann als eine Drehung um den Berührungs- 
punkt oder als eine Verschiebung längs der Tangente des- 
selben bis zum Eintritt der Berührung betrachtet werden; 
man schliesst hieraus im Falle eines Kegelschnitts, welcher 
eine gegebene Curve berühren soll, dass unter den Linieu- 
paaren diejenigen (A.') einfach zu zählen sind, welche aus 
zwei gemeinschaftlichen Tangenten von zweien der Curven 
bestehen; da.ss wir die andern {li') zweifach zählen müssen. 
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welche aus einer gemeinschaftliclieu Tangente von zwei 
Curven und einer von ihrem Schnittpunkte mit der dritten 
Curve au die vierte Curve gehenden Tangente bestehen; und 
endlich vierfach diejenigen (C), welche aus Tangenten an 
zwei der Curven aus einem Durchschnittspunkte der beiden 
andern Curven bestehen. Und ebenso zählen wir unter den 
Punktepaaren diejenigen {A) einfach, welche aus Durchschnitts- 
punkteu von zwei der Curven bestehen; sodann zweifach die 
andern (il), wo eine Tangente der einen Curve durch einen 
Schnittpunkt zweier andern Curven und die vierte Curve be- 
grenzt wird; endüch vierfach diejenigen (C), welche Paare 
von Begrenzungspunkteu einer gemeinschaftlichen Tangente 
von zwei Curven in den beiden andern Curven sind. Dabei 
kann au Stelle des Durchschnitts von zwei Curven der Durch- 
schnitt einer Curve mit sich selbst, also ein Knotenpunkt 
und an Stelle der gemeinsamen Tangente von zwei Curven 
eine Doppeltangente einer Curve treten. 

398. Wir erörtern das Beispiel von der Zalil der Liuien- 
paare in dem System von Kegelschnitten, welche vier feste 
Curven berühren. 

Wir haben nn'vi'n" Linienpaare, welche aus einer der 
nn' gemeinsamen Tangenten der beiden ersten und einer der 
n"n"‘ gemeinsamen Tangenten der beiden letzten Curven be- 
stehen, und weil wir die vier Curven in drei Arten zu Paaren 
verbinden können, so ist die Zahl A' gleich Swn'w' n'". 

Ferner giebt es nnn"m"' Paare aus einer gemeinsamen 
Tangente der beiden Curven und einer aus einem Schnitt- 
punkte derselben mit der vierten au die dritte gezogenen Tan- 
gente; und da wir dieselbe Anzahl erhalten, wenn wir von 
einer gemeinsamen Tangente der zweiten und dritten oder 
der dritten und ersten Curve ausgehen, so wird 
B = ^"Lnu n" m" . 

Endlich giebt es offenbar Tnn'tn'm'" Paare von Tangenten 
der mit 0 bezeichneten Gruppe. Wir haben also 

CO = iinn'n'ti" -j- GZ«»' -f- 4 Zm«' 
und erhalten in gleicher Art 

A = 4Tnn Ul' m"' -j- i'i'Ln m m" m" -|- ’ü m iit' m" m” ] 
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und leiten endlicli aus diesen Zahlen dieselben Wertlie für 
ja und V ab, welche wir früher in anderer Weise erhielten. 

399. Wir verfahren in analoger W^ise, wenn die Be- 
dingungen des Problems fordern , dass der Kegelschnitt die- 
selbe Curve mehr als einmal oder nach einer hohem Ordnun" 

O 

berühren soll. Dabei benutzen wir die zweckmässige Be- 
zeichnung von Cayley, in welcher (1) die einfache Berührung, 
(1, 1) die einfache Berührung mit derselben Curve in zwei 
verschiedenen Punkten, (2) die dreipunktige oder die Berüh- 
rOhruug zweiter Ordnung etc. bedeuten, so dass das bisher 
untersuchte Problem von der einfachen Berührung mit vier 
verschiedenen Curven durch (1), (1), (1), (1) bezeichnet wird. 
Wir betrachten nun das System (1, 1), (1), (1), also das- 
jenige, dessen Kegel.schnitte eine Curve doppelt und zw'ei 
andere Curven einfach berühren. In diesem Falle ergiebt sich 
genau wie vorher 

A! = rn n" + nn"\ 

ferner 

JS' = t (n'm" -|- n”in) -f- nn (m — 2) n" nn" {m — 2) n 
-j- nnm" (w — 1) + nn"m' (n — 1) + n’n'm (n — 2); 

C = ön'n" + mm (n — 2) n" + mm" (m — 2) n 
m'm" ^ n (n — 1) 

für T und d als die Anzahlen der Doppeltangenten und Doppel- 
punkte der doppelt berührten Curve. Wir müssen aber hierzu 
noch die Zahl {!)') von xn'n" Linienpaaren fügen, welche 
aus einem Paar von Tangenten der zweiten und dritten Curve 
bestehen, die von einem Rückkehrpunkt der ersten Curve 
ausgehen — für x als die Zahl derselben. Dass diese Z)' 
dreifach zu zählen sind, hat Zeuthen dadurch ermittelt, dass 
er sie zuerst mit dem unbekannten Factor x in die Formeln 
einführte und sodann diess x durch Untersuchung der elemen- 
taren Fälle bestimmte, in denen die zweite und dritte Curve 
sich auf Punkte oder Linien reduciereu. Durch Verbindung 
der Zahlen 

A' + 2if -f 4C + 37>' 

erhalten wir dann 

0 ) = n’n" («- -(- Gw « — 8>* — 4m -p r -|- 4d -f- 3 x) 

-p 2 («i'«" -p m''n) (»i* -p 2 m n — j) — 4 m -p r) -p 2 m'«;"« (n — 1 ) 
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mit einem entspreehemlen Ausdruck für l. Mittelst dieser 
Formeln bildet man sodann die Werthe von (i und v, nämlich 

fl = fl'" m m" + fl" (m'ii" -j- m" n) -f- fi'n'n", 

V = v" m m" -f- v" (m'n" -|- m"n) v n n", 
für 

fl =2 m {m -f- »» — 3) + 
fl" = V — 2m {m -\- 2n — 5) -|- 2t, 
fl'" = v" = 2n (2m + m — 5) + 2Ö, 
v" = 2m (m -(- n — 3) 

Diese Zahlen drücken die Anzufil von Kegelschnitten aus, 
welche bestimmt sind rcspective durch die Bedingungen der 
zweifachen Berührung einer Curve und drei Funkte, oder zwei 
Punkte und eine Tangente, einen Punkt und zwei Tangenten, 
oder endlich drei Tangenten. 

Es ist unnöthig, den Fall (1-, 1), (1, Ij besonders zu be- 
trachten (vergl. Art. il92.) und wir bemerken nur, dass die- 
selben Principieu auf die Fälle (3), (1) und (4) anwendbar sind. 

Wir verweisen für weitere Details auf die Abhandlungen 
von Zeuthen und Cayley”^) und theilen nur noch die fol- 
gende Tafel mit, in welcher Cayley die einfacheren Resul- 
tate mit Hilfe der Charaktere m, n und a (= 3«« -(- t = 3w -)- x, 
Art. 83.) zusammengestellt hat. 

(1, 1, 1) fc’ = ^ »m’ + 2m'* n -j- 7nn‘ -p I — 3»ih 

— ^M- — m — -j- “ ( — H « -f- 13), 

v' = J -j- 2 m* M -f- »P + i — 4 m n 

— n* — Y *** — V ” "I" “ C — — 3 M -j- 2t)), 

q' = i m'-' + -f- 2»tn^ -j- ^ — \m'* — 3»wm 

— 2 m''* — — \®M -}- « ( — \ ni — 3 m -f- 13); 

(1, 1, 1, 1) (i = .jIjmP + ^mj^m -f + J «!M^ + 

— — 3>m’m — 2»mm’ — Jm^— — 21 »mm 

— W”'* “t~ 'i' wj ■'pM -p a ( — I»»'* — 3 »MM 

— Jm’ + V»» + ¥« - H‘) + 1«’. 

V = + «•’»»• -f- |»HM^ + 1*2”' 

— J mP — 2m‘*n — 3 mn* — 4 *** — W ***‘ — - 1 «<« 

— W 4* ■' Pw* + -f- tt ( — int* — 3m n 

— + V >» + V« — ^F) + 1«^ 

Salmon, Höhere Corron. 29 
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(2) fl" ä= «, v" = 2«, p" = 2«, e" = k; 

(2, 1) M = J2;/i + 12« + u {2m + « — 14), 

V = 24»« + 24» + a (2m + 2« — 24), 

Q =x 12«; + 12« + « («t + 2« — 14J5 

(2, 1, Ij ft = 24 wt’ + •‘Ißt«» + 12«’ — 168 >« — 168« 

-}- « (m‘ -(- 2«( H -f- i — 2!')»» — Y* ** + — i{ «S 

« = 12»t’ + 36 ») « 4* 24»’ — 168») — 168» 

+ « ( J )»’ + 2 ») n + »’ — V «) - 25« 4- 1 38) — ß’ ; 
(2, 2) fl = 27 m 4- 24 « — 20« 4- J 
« = 24») 4- 27« — 20c 4* i 

(3) ft' = — 4») — 3« 4- 

t/* = — 8«) — 8« 4" 6 c, 

p' = — 3») 4» 4“ 3“) 

(3, 1) ft = — 8m’ — 12»)« — 3«’ 4- 06 w) 4- o3« 

4- c (6 m 4" 3 « — ■ 3‘J) , 

■== — 3 )«’ — 12)«« — 8»’ 4* 33 ») 4* 36 » 

4- c (3)« 4-6« — 39); 

(4) fl = — 10«) — 8« 4- 8c, V = — 8w — 10« 4- 6ß. 

400. Es bleibt noch übrig, Formeln für die Zahl von 
Kegelschnitten zu geben, welche fiitif untrennbaren Bedin- 
gungen genügen, wie B. (3), d. h. die Zahl voji Kegel- 
schnitten, die eine Berührung fünfter Ordnung mit einer 
gegebenen Curve haben. Diese Zahlen werden durch Unter- 
suchung des Falles bestimmt, in welchem eine von den 
Kegelschnitten des Systems berührte Curve in zwei andere 
Curven zerfällt. So z. B. werden die in Berührung fünfter 
Ordnung mit einer in zwei Curven zerfallenen Curve stehenden 
von den Kegelschnitten gebildet, welche die gleichartige 
Berührung mit der einen respective der andern Tlieilcurve 
eingehcn und der Ausdruck für (5) muss daher eine solche 
Function von «), « und c sein, dass man hat 

d> («» 4 - «)', M -f «', c -f c') = 4) («), «, «) 4 - 4> (»)', «', ß'), 

d. h. von der Form 

a»t 4“ 4" 

Nun muss aus Gründen der Symmetrie n = h sein und aus 
der Zahl der sechspunktig berührenden Kegelschnitte für die 
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Curven dritter Ordnung können a und c bestimmt werden; 
man findet 

(5) = — 15w — 15»! -j- 9“- 
Die Kegelschnitte (4, 1) für die zusaiumeiigesetzte Curve 
werden von denen, welche dieselbe Art der Berührung mit 
den Theilcurven haben, und von den anderen gebildet, welche 
mit der einen von diesen eine Berührung vierter Ordnung 
und mit der andern eine einfache Berührung haben. Da die 
Zahl der Kegelschnitte der letzten Grnj)|ie durch die Formeln 
des vorigen Art. bestimmt ist, .so i.sl 

d> 0'* + + f' ) — ^ (>'b »b ('»‘ i ’*') " ) 

eine bekannte Function von tu, n, a. 

Mittelst des so erläuterten Verfahrens wurde von Oayley 
die folgende Tafel begründet 

(4, Ij = — 8w/’ — SOtirn — 8n- -|- 1*'4 (>ii + >0 
-j- d« (m -|" u — 11); 

(3, 2) * = 120 (w -f- n) -{- a ( — 4m — 4« — 78) -{- 3«'^; 

(3, 1, 1) = — 1«»^ — lOw’w — 10 -f- 'Ü’Om’ 

-f- Ilöwn + ' — 434 (m -(- h) 

+ ß ( J m« + (imii + i m’ - V' »M - V « + 29 1 ) — J ; 
(2, 2, 1 ) =24 -|- 54 m n 24 n- — 408 (m -j- n) 

+ « ( — 8 »t — 8 w -f 327 ) -f- «’ ( -J m + i « — 12); 
(2, 1, 1, 1) = 0»«^ -f- 30m-n -f- 30mn- -|- 6«^ 

— 17 n (»» -f- ”)* "I" 1320 (»/ -|- ») 

-[- « i 4" ”t~ i — V — ^3 wi n 

— ■’S’' (m 4- h) — 900 * 

4-ßJ (_|,„_ii„4-28); 

( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) = 

— 2 »/■•*«’ — (wj* -f- 

— 2m‘‘n‘ — (wi* + »^) — 

+ '?F ("»* + «’) + '‘Vmu - H;"’" (w + w) 

-|- K ( — ^ ni^ — iä «F» — Jwoi’ — I »ii* -f- Y 
4" 23m n 4- V”* — “t” ‘^^d) 

4- ( I (m 4- n) — 15} . 

Von Zeuthen und Cayley sind auch Formeln gebildet 
worden für die Fälle, in welchen die Berührung mit einer 
Cutre in gegebenem Punkte vorgeschrieben ist. Cayley ’s 

29 * 
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Abhandlung enthält endlich Untersuchungen über eine Formel 
von de Jonquieres*®), welche die Zahl von Ourven der 
Ordnung augiebt, die mit einer gegebenen Curve Ordnung 
t Berührungen von den respectiven Ordnungen a, b, c eingeht 
und überdiess Punkte der (!urvo enthält. Der Gegenstand 
kann seiner Ausdehnung wegen hier nicht wohl weiter ent- 
wickelt werden. 


Digilized by Google 


Literatur-Nachweisiiiigeii und Zusätze. 


Zu Kap. I. S. 1 — 14. 

1) S. 12, Art. 22 u. 23. Für diese Coonlinaten-Entwickelmig vorgleicho 
man die Abhandlmiji; des IlerauBgeber« in „Vierteljahrssohrift der 
Natnrforsch. Gosellucliaft zu Ziiricli" Bd. 1.5, j>, 132 f , sowie seine 
„Darstellende Geometrie“ Art. l.l:) f. und Art. 141. Dazu für die 
Grundidee v. Staudt „Beitrage“ 2. Heft (18.57) § 29, p. 2G1 -2ß7 
und W. Hamilton „Elements of (Jnatemions“ (London 18fi6) 
p. 21 u. (>2. 

Ein Beispiel für den Gebrauch der allgemeinen Transformatious- 
gesetze Kndet man im Text, p. .50 unter 2. 

Sonst ist das Kapitel „Von den Coortlinaten“ im Wesentlichen 
ein Beitrag von Prof. A. Cayley zum Original. 

Zu Kap. 11. S. 15-78. 

Zu Art. 31 mag ausser Art .32 das folgende Beispiel angeführt 
werden, ln jedem einem Kegelschnitt eingeschriebenen Achteck 
12 . . 8 sclmeiden sich die zwei Reihen abwechselnder Seiten 12, 
34, 66, 78 und 2.3, 46, 67, 81 ausser in den Ecken in acht Punkten 
eines neuen Kegelschnitts. 

2) S. 25. Art. 34. Euler (vgl. Abhandlungen der Berliner Akademie 

vom Jahre 1718 „Snr une contradictiou apparente ilnns la doctrine 
des lipgies courbes“) scheint zuerst die Paradoxie bemerkt zu haben, 
dass zwei Curven Ordnung sieh in einer grüssern Zahl von 
Punkten schneiden, als zur Bestimmung einer solchen Cnrve nöthig 
sind. Gramer hat dieselbe Bemerkung in seiner im Jahre 17.50 
veröffentlichten „Introdnction a 1' Analyse des Eignes courbes algii- 
briques“ Aber man hat erst in viel späterer Zeit die wichtigen geome- 
trischen Sätze erkannt, welche daraus entspringen. Von Lain^ ward 
der Begriff des Cnrvenbüschels durch «* Oruudpnnkte gebildet. 
(„Examen des diffdrentes methodes employees pour rdsoudre les nro- 
blemes de gdomdtrie“ 1818 p. 28.1 1827 gab Gergonne den Satz 

des Art. 31 („Annales“ Bd. 17, p. 220 ); um dieselbe Zeit PI Ücker 
(„Entwickelungen“ Bd. 1, p. 228 und „Gergonne’s Annalen“ Bd. 19, 
p. 97, 129) den allgemeinen Satz des Art. 30. Einige Jahre später 
wurden die Fälle der Beziehung erörtert, welche zwischen den 
Durchschnittspunkten von Curven und Flächen verschiedener Ord- 
nungen besteht wie in Art. .33; es geschah in zwei gleichzeitig zur 
Veröffentlichung eingesendeten Arbeitern durch .Tacobi („Crelle’s 
Journal“ Bd. 15, p. 285) und Plncker (ibid. Bd, 16, p. 47). Ausser 
diesen Arbeiten mag man eine .Abhandlung von Cayley im „Cam- 

’■ liridge M.ath. Journ.“, Bd. 3, p. 211 zu Käthe ziehen. 

2*} S. 31, Art 40; der Abriss von den Formen der dreifachen Punkte 
rührt von A. Cayley her. 
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3) S. 31, Art. 43. In Jpr ersten Ausgabe -war die Zalil 1 fn — 2) {« — 3) 
als Grenze angegeben. Anstatt das allgemeine Kriterium anzu- 
wenden, wurde (fic Frage direct untersuclit wie folgt: Durch den 
gegebenen vielfachen Punkt und (n — 3) — 1 andre Punkte 
der Cnrve kann eine Curve von der Ordnung n — 3 gelegt werden, 
für welche der vielfache Punkt als n — 2 gezählt und die ange- 
nommenen Punkte ^ (« 2) (»I — 3) Durchschnitte mit der Original- 

curve ausmachen, so da-ss durch Subtraction von n (n — 3) .andre 
DurchachnitUpunkte in Zahl 4 (« — 2) (*• — 3) übrig bleiben, welches 
eine Grenze für die Zahl angenommener Punkte ist, die Doppel- 
punkte sein können. Wir erhalten aber nach dem idlgeracincn 
Kriterium die niedrigere Grenze, indem wir eine Curve von der 
Ordnung ft — 3 beschreiben, welche den gegebenen vielfachen 
Punkt als (n — 4) fachen Punkt enthält, so da.ss er nach Art. 41 
für sie 4 (*> — 3) (ii — 4) Bedingungen repräsentiert und noch 2 (n — 3) 
Punkte zur Bestimmung der Curve (n — 3)*'' Ordnung anzunehmen 
bleiben. 

TTnd da der vielfache Punkt unter den Schnittjuinkten dieser nml 
iler tirsprönglichen Curve (ti — 2)(« — l)läch zählt, so bleiben 
ausser den angenommenen Punkten nur « — 2 andere Durch- 
schnitlspunkte übrig. 

S. 34, Art. 44. Vergl. die Abhandlungen von Clebseh „lieber 
die .\nwondnng der Abel’schen Functionen in der Geometrie“ in 
„Crelle's .lonrnal“ ßtl. fiS, p. 13!) f. und ibid. Bd. .'il, p. 43 f. (über 
die Curven vom Geschlecht Null). Hierzu auch Haase in Bd. 2, 
p. Ulf) der „Mathem.at. Annalen“. Die Ausilrücke Defect und l'iii- 
cursalctirve führte Cayley ein in seiner Abhandlung ,On the 
Transformation of plane Curves“ „London Mnthem -Society“ Oct. 
ise."». Siehe Note 14 unten. 

S. 39, Art. 47 entwickelt Ansichten A. Cayley's. 

4) S. 47, Art .ö4. Vergl. Gregory 's Kxamples. p. 170 f. 

ü) S. .’■>!), Art. !>!i Vergl. Gregory’s Examnles, e.hap. XI; oder dio 
ursprüngliche Quelle: Cranier’s „Introauction“. Zu Anfg. .’i ver- 
gleiche man Sidler .Trisection eines Kreisbogens und die Kreis- 
conchoide“ in den ,, Mittheilungen der naturforsch. Gesellschaft von 
Bern“ 1873. 

D.as Beispiel ö, p. .52 ist von Cayle.v. Das Beispiel zeigt sehr 
deutlich den Formenwandel einer Curve vierter Ordnung. Geht 
man von Figur 22 aus, so kann man durch Auflösung der 
Knoten die übrigen Figuren ableiten; wir wollen bemerken, dass 
die Fig. 21 mit etwas mehr nach den Coordinatenaxen hinreichen- 
den Ovalen uns ein Bild von einer Curve vierter Ordnung mit 28 
reellen Doppeltangenten gehen würde (vergleiche p. 269); die gegen 
den Punkt O hinliegenden Concavitäten der vier Ovale sind in der 
vorliegenden Figur nicht erkennbar. In ähnlicher Weise kann 
man die Fonnen der Curven dritter Ordnung schematisch ableiten 
aus der Figur von einem Kegelschnitt und einer ihn schneidenden 
Geraden. 

6) S. 53, Art. .56. Vergl. -in „Methodus Fluxiumini et Pericrum inlini- 
tariim“ (Opuscul. cd. Castillon, Bd. 1, p. 37) den Abschnitt „De 
rediictione affectarum eqiiationum“. Newton giebt .jedoch die 
Hegel in einer von der des Textes abweichenden Form. Man sehe 
auch eine Abhandlung von de Morgan in .()uarterly .louriial“ 
Bd. 1, p. 1 oder „Transactions of the Cambridge Philos. Society“ 
Bd. 11, p. 6U8. 

7) .S. .56, Art. .58. Cavley „Quarterly .loumal“ Bd. 7, p. 212 und 
„Crelle's .lournal“ Bd. 64, p. 369. Die Art. 56 — 53 rühren von 
ihm her. 
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S) S. 60, Art. .'»9-6‘J. Für die Theorie der l’olaren vergleiche man 
Grassmaiiii .Theorie der Centralen“ im 2t. Hd. von „Grolles’ 
Journal“ und Hobillier, „Thdoremes sur les polaires successives“ 
in -Gergonnes’ Annalen“ Ril. 19, p. :t0.5. Von dem Letzteren rührt 
z. K. der i?atz über die (n — 1)’ Pole einer Geraden her. Mit dem 
unendlich fernen Punkt der Axe »/ als Pol finden wir die Polaren 
der verschiedenen Ordnungen als Dianieter bei Gramer (1750) wie 
schon die gerade Polare hei Newton. Vgl. Kap. IV, Note 21. 
Unter den neueren Darstellungen heben wir hervor den 2. Abschn. 
in Cremona's „Introdnzione ad una Teoria geom. delle curve 
piane“. 

9) S. 0;$, Art. 67. Nach Poncelet ist Wa ring der Erste gewesen, der 
. die Frage nach der Zahl von Tangenten untersucht hat, welche 
von einem Punkte ans ,nn eine Gurve n‘" Ordnung gehen. („Mis- 
cellanea Analytica“ p loo.) Poncelet selbst zci^ im 8. Bd. 
von „Gergonne’s Annalen“ p. 213, dass die Berührungspunkte auf 
einer Giirvo (n -- l)‘" Ordnung liegen und dass ihre Anzahl nicht 
grösser sein kann als »i (n — 1). Danius entspirang das Poncelet’sche 
Paradoxon oder die Frage, wie die Beciproke der Ileciproken 
einer Gnrvc ti‘" Ordnung von der Ordnung 

n (n — 1) { n (II — t) — 1 J- 

auf die Ordnung zurückkame? oder, wie an die Reciproke einer 
Gurve n'" Ordnung, obwohl dieselbe von der Ordnung n (n — 1) 
ist, nur n Tangenten von einem Punkte aus möglich sind? PI Ücker 
gali darauf zuerst die vollständige Antwort (vergl. „Crclle’s Jour- 
nal“ Bd. 12. p. 107 von 1834; oder seine „Theorie der algebraischen 
Giirveii“ 18.39), indem er die Zahl der Wendepunkte direct be- 
stimmte und den Einfluss der Doppel- und Rückkehrpunkte fest- 
stellte; in V’erbinilung mit dem Prmcip der Dualitiit war damit die 
Grupjie der Plücker'schen Gleichungen in Art. 81 begründet. 

10) S. 66, Art. 70. Nach dem Vorschläge von Sylvester „On a tlieory 
of the syzygetic relations of two rational integral fnnctions“ in 
„Philosoph. Transact.“ Bd. 14.3 p. .'»l.ö. 

1 1) ibid. Nach dem Vorschläge von Cremona in seiner „Introduzionc“ 
p. 68. Steiner selbst brauchte den Niunen Kerncurve. Siehe 
..Allgemeine Eigenschaflim algebraischer Cnrven* „Grclle's Journal“ 
Bd. 47, p. 1—6. AV’ir heben hervor, wie in den Definitionen der 
Hcsse'schen und der Steiner'schen Curve durch dim eindeutige. Ent- 
sprechen ihrer Punkte auf die birationalen Transformationen hin- 
gewiesen ist, die wir später entwickeln. A’ergl. Clebsch „Ueber 
einige von Steiner behandelt« Cnrven“ in Bd. 64 p. 288 von 
„Grelles’ Journal“. 

l’.') S. 69, Art. 74. Vergl. Hesse „Ueber die Wendepunkte der Curven 
dritter Ordnung“ in „Crelle’s Journal“ Bd. 28, p. 104. Den Ein- 
Huss eines Rückkehrpunktes auf die Zahl der Inflexionen (Art, 77) 
bestimmte Cayley in „Recherches sur Pelimination et sur la 
theorie des eoiirbes“ in „Grelle 's Journal“ Bd. .34, p. 43. 

1.3) S. 76, Art 81. Mau vergleiche Plücker’s „Theone der algebrai- 
schen Curven“ 2. Abschn., insbesondere § 4. Für das Poncelet’schc 
Par.adoxon giebt Plflcker hier das Beispiel einer Curve siebenter 
Orrlming mit drei Doppelpunkten und vier Spitzen; sie ist von der 
Classc 24 und hat .A.'i Inflexionen nnd 190 Doppeltangentcn , aus 
denen .A.A Spitzen und 190 Doppelpunkte der reciproken- Curve 
luTvorgehen, deren Ordnung dadurch von 24. 23 oder f>T>i aut 
.■>52 — 2. 190 — .3. ö.’i = .6.02 — .61.5 = 7 erniedrigt wird. 

14) S. 78, Art. 83. Der Satz über die Unveränderlichkeit des Ge- 
schlechts ist enthalten in Riemann’s „Theorie der AbeFschen 
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Kiiiictiom-ii“ § 12 (^Crelle’s Journal“ Bd. 54, p. 133. 1857); ward 
aller erst durch Clehsch „üeber die Singularitilten algehraincher 
Curven“ l ihid. Bd. 04, p. H8. 1864) für die Uurrentheorie fruchtbar 
gemacht. 

Der hier mitgetheilte BeweiB ist zuerst vonBertini in „Battag- 
lini 8 Giornale“ Bd. 7, ]>. 105, bald nachher wesentlich gleichartig 
von Zeuthen in „Mathem. Annalen“ Bd. 2, p. 150 gegeben worden. 
Zeuthen bewicss in derselben Art die allgemeinere Relation 
f - f' = 2« (Z) — 1) — 2« (J)' - 1) 
für den Fall, dass « Punkte der Curvn S einem Punkte in S' und 
«' Punkte der Curve .S' einem Punkte der Curve S enteprechon 
und dass t, t' die respectiven Anzahlen der Ihinkto bezeichnen, in 
welchen zwei von diesen « oder n Punkten vereinigt sind. 

Einen directen Beweis für den Fall, wo die Curven des einen 
S.vstems, die den ge'raden Linien des andern entsprechen, keine 
andern viell'achen Punkte als Do])iielpunkte enthalten, findet man 
in Clebsch-Gordan’s „Theorie der Abel'schen Functionen“ p. 54. 

Zu Kap. m. S. 79-127. 

Für Kap. Ul ist ein Manuscript von Cayley über die Enve- 
loppen mit Einschhus der Theorie der Evoluten, Quasi-Evolnten 
und Parallelcurven benutzt worden. 

15) S. 84, Art. 86. Vergl. meine Ausgabe von Salmon's „Aiialyt 
Geometrie des Raumes“ Bd. 2, Art. 319. ln dem hier discutirten 
Beispiele bestätigt 

d 4- a = (n - 2) { 2(« - 3) + 3 } = ^ { 2(n _ 1 ) - l} { 2(m- 1) - 2 }, 
dass die Enveloppe vom Geschlecht Null ist. 

Art. 87 — 89, S. 85 — 88 rühren von Cayley her. 

15*) S. 89, Art. 90. Die Recinroke der Reciproken ist die ursprüng- 
liche Curve mit einem Factor niultipliciert, dessen Bedeutung 
Plücker nachgewiesen hat. Ersetzt man aber in der Gleichung 
der Reciproken die Variabelu durch die Diflerontialquotienten der 
Originalcurve, so ist auch dioss Resullat durch die urmirüngliche 
Function theilbar und giebt das dualistisch entsprechende Resultat, 
dass die durch den aniferu Factor dargestellte Curve die dreifach 
zu rechnenden Wendepunkte und die Berührungspunkte der Doppel- 
taiigentcn aus der ursprünglichen Curve herausschneidet. Pasch 
hat diess in einer Note im 74. Bd. p 92 von „Crelle’s Journal“ 
algebraisch dargcstcllt. Vergleiche auch Cayley’s Abhandlung 
zur Theorie der Doppeltangenten in „Philosoiihical Transactions“ 
Bd. 149, p. 193. 

15**) S. 96, Art. 98. Wir eitleren hier zur Vergleichung Bischoff’s 
Abhandlung im .56. Bd. von „Crelle’s Journal“ p. 166 und dazu 
G und elfinger’s Durchfühnmg einzelner unerledigt gebliebener 
Punkte ibid. Bd 73, p. 171. 

15*'*) S. 114, Art. 114. Die Bedingung für die concyklische Lage von 
vier aufeinanderfolgenden Punkten einer Curve kann direct aus 
dem Werthe des Kriimmuugsradius in Art. 102 abgeleitet werden, 
indem man ihr Differential unter der Bedingung 
U,(lx + U^dy = 0 
bildet und mit Null gleichsetzt. 

16) S. 115, Art, 115. Die 'nieorie der Brennlinien wunle zuerst auf- 
gestellt von Tschirnhausen „Acta Eruditorum“ 1682. Die in 
Art. 116 entwickelte Idee von t)uetelet siehe zuerst in „Nou- 
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veaux Mömoires ilo racadi?mie de Bruxelles“ Bd. .H ii. 5. Vergl. 
auch Cayley's „Menioir upoii Caustic»“ im 147. Bd der ,Philo- 
sophical Traiisactioiis“ p 273, und Emil Wevr „lieber die Iden- 
titiit der Brennliiiien mit den Evoluten der Fusspunktcurven“ in 
„Zeitschrift f. Mathem.“ 18C9, p. 37fi und „Construction de» Krüm- 
muiigskreises für Fusspunktcurven“ in „Wiener Berichte“ 1860, 
p. 169. 

17) S. 118, Art. 117. Der mitgetheilte Beweis ist von Dr. Atkins. 

18) S. 126, Art. 123. Für eine Lösunjf desselben Problems von A. 
Cayley vergleiche man die „Aunlyt. fJeom. des Kaumi^s“ Bd, 2. 

Zu Kap. IV. S. 128-153. 

19) S. 128, Art. 124. Der Satz Ist von Newton zuerst gegeben ir. 
seiner „Enumoratio lincarnm tertii ordinis“. 

20) S. 131, Art. 126. Carnot „Geometrie de position“ p. 437. Vergl. 
Plflckcr’s „System der analytischen Geometrie“ p. 44 f. Wir 
wollen anmerken, dass der Satz von Carnot uns Mittel bietet 
zur Constniction des Krümmun(jskreises einer Curvc. 

21) S. 1.33, Art. 128. In „Ennmeratio lineanim tertii ordinis“ 1706. 

21*) S. 137, Art. 132. Wir nennen hier die wichtige Abhandlung 

Stciner's „lieber solche algebraische Curven, welche einen Mittel- 
punkt haben und über darauf bezügliche Eigenschaften allgemeiner 
Curven sowie über geradlinige Transversalen der Letzteren“ im 
47. Bd. von „Crelle’s Jonnial“ p. 7—108. Verschiedene Gruppen 
der Steiner’schen Resultate sind abgeleitet in de Jonquiöres’ 
.\bhandlnng in Bd. .39, p. ,313, und besonders in Gflssfeldt's 
Arbeit im 2. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 65 — 127. Für das 
auf Curven 3, Ordnung Bez^liche vergleiche Art. 171 f. des Textes. 

22) S. 1.37, Art. 1,33. Cotes „Flarmonia niensurarum“ 1722. 

2.3) S. 1.39, Art. 1.37. Mac Laurin „De lineanim geometricarum pro- 

prietatibus generalibus tractatus“; mit der 5. Ausgabe seiner Al- 
gebra veröffentlicht, 

24) 8. 141, Art. 138. Vergl. „Quetelct, Corrospondence“ Bd. 6, p. 8. 

25) S. 141, Art. 1,39. Vergl. Plücker in „Crelle's .loumal“ Bd. 10, p. 84. 

Pie Art. 138, 139, 151 riihren von Cayley her, 

26) S. 153, Art. 147. Dieser Beweis des Miquel'schen Satze» ist von 
Clifford gegeben worden. Vergleiche „Messenger of Mathem." 
Bd. 5, p. 137, und „Educational Times“ December 1870. Die Reihe 
dieser Sätze ist unb^renzt: Einem System von 2a -|- 1 Geraden 
entspricht in dieser Weise ein Kreis. 

Zur analytischen Behandlung der Brennpunkte vergleiche man die 
Abhandlung von Siebeck im 64. Bd. von „Crelle's Journal“ p. 178. 

Zu Kap. V. S. 154 - 260. 

27) S. 1.59, Art. 1.52. Mac Laurin „De lineanim geometricarum etc.“ 
(Note 23). Eine französische üebersetzung des „Tractatus“ mit 
Noten und Zusätzen findet man in E. de Jonquiferes „Melanges 
de geometrie jmre“ 18.56, p. 197 — 261. 

Sylvester'» Theorie der Reste ist dem Autor durch ein Manu- 
»cript von Cayley bekannt geworden. Vergleiche den Zusatz 
auf S. 469. 

28) S. 168, Art. 162. Siehe „Cambridge and Dublin Mathem. .loumal“ 
Bd. 6, p. 181 (18.51), Das Kegelschuittbüschel »S — <!&'' = 0 und 
das Strahlenbüschel J — iA' = 0 erzeugen die Curve dritter Ord- 
nung A'S—AS' = 0 durch den Schnitt ihrer entsprechenden 
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Klcmentcj daraus entajiriiigt die Coustruction der Curve durcli !) 
gesehene Punkte 1, 2, ... 9: Man legt durch 1. 2, .2. t die Kegel- 
schnitte nach 5. G, 7, ft, 9 und bestimmt einen Punkt P so. dass 
das Strahlenbüsehel (P. 5 G 7 8 9) dem Büschel jener fünf Kegel- 
schnitte projcctivisch ist — als den vierten Schnittpunkt von zwei 
Kegelschnitten, wie leicht ersichtlich. Für 1, 2, ... 9 als Schnitt- 
punkte zweier Ciirven dritter Ordnung wird die Construction unbe- 
stimmt, indem diese Kegelschnitte sich decken. Sind acht dieser 
Punkte gegeben, so bestimmen wir die Doppelverhältnisse der 
zwei Gruppen von vier Kegelsidinitten 1 2 :l t (5, G, 7. ft) und 
1 2 ;t .ü (4, G, 7, 8) und dann den Punkt 9 so, dass die Stnihlen- 
büschel 9 (6, 6, 7, 8) und 9{4,G,7,8> respective die nämlichen 
Dopiielverhältuisse haben, denn dann liegen 1, 2, 3, 4, .ü und 9 auf 
demselben Kegelschnitt. 

Für die linearen Constructionen algebraischer Curven vergleiche 
man Chasles’ Abhandlungen in den „Comptes rendus“, Bd. ,86, 
.86, 41, 4,'); und E. de Jonquierea darauf gegründeten «Essai 
urs la g^miration des Conrbes gdometriques“ (ISäfti sowie die schon 
genannten „Melongcs“ von 18, ÜG, p. 182 f. Zu den allgemeinen 
Eigimschafleu , auf denen sie beruhen, die Note von Olivier im 
70. Hd. von „Crelles Journal“ p. löG. 

29) S. 176, Art. 168. Ve^leiche «Thdoremes sur lea courbes de troi- 
sifemc degr^s“ im 42. Bd. von „Crello’s Journal“ ji. 274 (18.51). Für 

ax* -f- Gci’t/* -f- cv* = 0 

als die kanonische Form der biquiidrntischen Gleichung ist die 
Discriminante .S' — 27?'* (vcrgl. «Vorlesungen“ Art. 138. p. 209) 
oe (ac — 9e*)*, und da das Zeichen der DisiTiminantc durch lineare 
Transformationen nicht geändert wird, so sind nothwendig das a 
und f der kanonischen Form bei jmsitiver Discriminante von 
gleichem und bei negativer von ungleichem Zeichen, Aber 

ax* -f- Gcx*i/* -p ey' 

zerfällt offenbar in Factoren von der Form 

(a;* -f- l p*) (a* -f- ««/•) oder (x* — li/*) (.r* — p i/*| 

d. h. die bi quadratische Gleichung hat entweder vier imaginäre 
oder vier reelle Wurzeln. Dagegen giebt die Zerrällung von 

nx* -|- Gcx'y* — ry' stet« (x* -f- ly‘) (.r* — ,uy*) 

oder zwei reelle und zwei imaginäre Wurzeln. Diess letztere 
findet also immer statt, wenn •< 27 ?’* und das erstere Ent- 
wederoder im entgegengesetzten Falle. Vcrgl. Art. 230 des Textes. 
Oremona hat in einem Beitrag zum 2. Bd des «Giornale, Battag- 
lini“ I18G4) p. 78 diese characteristischcn Unterschiede zwischen 
den Formen der Curven dritter Ordnung entwickelt. 

30) S. 177, Art.. 1G9. Die betreffenden Entwickelungen trug Dr. Hart 
zur ersten Originalausgabe dieses Werkes bei. 

31) S. 178, Art. 171. Es ist der 9. Patz des 3. Abschnittes des Tractiitiis. 

.■>2) S Ifto, Art. 171. Die im Texte befolgte Beweismethode ist von 

Dr. Hart. Der wichtige Satz rührt von Hesse her, welcher zeigte, 
dass für U = 0 als Gleichung einer Curve dritter Ordnung imd 
U = o als ihre Inflexionsdetemiinante (Art. 70) für alle Curven 
des Büschels <i U h U = o die Inflexionsdeterminante in der 
gleichen F’orm aiisdrückbar ist. Siehe .ücber die Wendepunktejder 
Curven dritter Ordnung“ in «Crelle’s Journal“, Bd. 28, p. 104 (1844). 

Der Satz über die Omppinmg der Inflexionspunkte in'tArt. I7.ö 
ist ebenfalls von Hesse gegeben; siebe «Eigenschaften der Wende- 
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punktt^ der Curven dritter Ordnung“ in „Crellc's Journal“ Bd. 38, 
n. 257. 

33) S. 181, Art, 178. Cayley boIIibI bezeichnet»! sie mit dem Biicb- 
sbiben 1‘ und nannte sie die Pipiiian. Vergl. seine wichtige Al>- 
handlung „A Memoir on Curves of Ibe tliird Order“ im 117. Bd. 
der „Philosopliital Transactions“ p. 115 — 4ir> (18.57) und dazu die 
Vorläufer derselben „Memoire sur les Conrbes du troisieme ordre“ 
und „Nouvelles Remarques sur les Courbes dn troisiöme ordre“ 
im 9. und 10. Bd. von „Liouville's Journal“ (1811—1815). 

34) S. 199. Art. 191. Für eine vollständigere Fntwickelung dieser 
Theorie sehe man Cayley's Abhandlungen ,On a case of tbe 
involution of cubic etirves“ und „On tbe Classification of cubic. 
curves“ in „Transactions of Cambridge F'hilosoph. Society“ Bd. 11, 
p. 39—12«. 

34*) S. 199, Art. 190.' Dem in Note 281 Krwähnten fügen wir hier am 
Eingang der Classification und Fomienübersicht noch Folgendes über 
die Literatur der geometrischen Constructionen der Curven dritter 
Ordnung hinzu: 1. Grassmann über die lineale Erzeugung' der 
Curven dritter Ordnung in Bd 52, p. 25t von „Crelle's Journal“ 
(1856). Ein Punkt bewegt sich so, dass seine Verbindungslinien 
mit drei festen Punkten A, B, C drei feste Germle a. b, c respec- 
tivo in Punkten schneiden, welche in einer geraden Linie liegen. 

2. Zwei involiitorische Strahlenbüschel, deren Paare sieh projcc- 
livisch entsprechen, erzeugen als Ort der Schnittininkte ihrer ent- 
sprechenden Strahlen eine durch ihre Scheitel gehende Curve 
dritter Ordnung, wenn ihr gemeinschaftlicher Stnild zu zwei ent- 
sprechenden Paaren gehört. Diese zu sehr bequemen Constructionen 
führende Erzeuguugsweise wurde durch die Untersuchung der 
bc.sondcren Curve dritter Ordnung zuerst erhalten* welche die 
Brenni>unktc einer Kegelschnittschaar bilden, zuerst von Creinona 
in einer im 23. Bd. »Ter „Nouvelles Annales“ p. 23 (1861) mitge- 
theilten Note; vergleiche Siebcck's in Note 26) oben citierte 
.\blmndliing (186,5), besonders p. 178; sodann vom Herausgeber in 
der 2. Ausgabe »ler „Kegelschnitte“. Neuerdings ist sie ausführ- 
lich behandelt worden von Schröter .Mathemat Annalen“ Bd. 5, 
p. ,50 und Bd. 6, p. 8,5. und von Durege ibiil Bd. .5, p. 8.3. Siehe 
endlich auch die vergleichende kurze Darstellung von Clebsch 
ibid. Bd. .5, p. 12.3. 

35) S. 202. Art. 197. Newton „Enumoratio lincarum tertii ordinis“ 
(1706) p. 19. 

.36) S. 202, Alt. 198. Cbasles (Deutsche .\usgabe des „Apercu histori- 
que“.) „Geschichte der Geometrie“ p. 113 und Note XX, p. .367. 

37) S. 211, Art. 206. Newton benannte die erste als inscribed, die 
zweite circnmscribed und die dritte ambigenous hyberbola. 

38) S. 217, Art. 211. Die Newton’sche Classification ist in der unter 
31) citierten Abhandlung Cayley's neuerdings gründlich darge- 
stellt und namentlich auch mit Plückcr’s Gru]ipeneintheilung ver- 
glichen worden. 

•39) 8. 220, Art. 212. Wir nennen als von selbständiger Bedeutung in 
der Reihe der Classificationen die Abhandlung von G. Bellavitis 
„Sulla classificaziono delle curve del terzo ordine“ im 25. Bd. 
(2. Thl.) der A hhandlungen der „Societä italiana delle scienze resi- 
dente in Modena“ 1851, und Möbius „Ueber die Grundformen der 
Linien der dritten Ordnung“ in den „Abhandhingcn der k. Sachs. 
Gesellschaft der Wisscnschalten“ eine Begründung der übersicht- 
lichen Eintheilung Salmon’s — obwohl aus demselben Jahre — 
aus der Natur einfacher LagenvorhiUtuisse. Vcrgl. zu derselben 
Cayley’s Abhandlung „On cubic cones and curves“ in „Trans 
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aotions of Cambridge Philosoph. Society“ Bd. 11, p. 129 — 114 
(186.1). 

401 S. 226. Art. 215. S. Lardner’s „Algehraic Geometry“ p. 196, 472. 

40“) S. 228. Art. 217. Ausführungen in einer Abhandlung von Dur fege 
im 1. Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. 509. 

41) S. 229, Art. 218. In den Abhandlungen von Cayley sind die 
Coeflicienten von //’r, r‘x, x'y, yz', zx', jcy’ respective durch 
/', Q’ CJ» ^ bezeichnet, in neueren deutschen Arbeiten ist die 
Indicesbezeichnung bei den Variabein und den Coeflicienten con- 
sequent durchgefiinrt, sodass die in Rede stehenden heissen 

“S3ll “)H> 

Jenes ist kürzer, dieses bezeichnet ohne Belastung des Gedächt- 
nisses den Platz jedes Coefficienten im entwickelten Ausdruck der 
Function. Für unsem Text erschien ein Mittelweg empfehleiis- 
werth; die gewählte Bezeichnung stimmt für die hervorgehobenen 
Glieder mit der der deutschen Arbeiten überein, wenn man n,,. a„, o„ 
durch «, h, c ersetzt und den dritten Index anhilngt; und die 
Coefficienten von ac,’, x^ lassen sich nach demselben Princip 
durch «I, h,, c, oder zu noch weiterer Verkürzung durch a,h, c 
dars teilen. 

42) S. 232, Art. 221. ln der That sind die Methoden von Aronhold 
und von Cayley nicht im Wesen, sondern nur in der Ausdrucks- 
form verschieden. Wir wollen diese hier kurz ausführen. Wenn 
die ternären Functionen dritten, vierten, etc. Grades durch 

ta,kix,XkXi, 'LaMmX,XkXix„, 

etc. bezojclinct werden, wo k, l, m alle Werthe 1, 2, 3 erhalten, 
so dass wegen a„i = a,», == o»,,, die Function mit den numerischen 
Coefheienten des Binominaltheorems erscheint, so kann man mit 
Aronhold und Clebsch sie als die Potenz des linearen Polynoms 
(o,.r, -|- a,.r, symbolisch darstellcn; symbolisch in dem 

Sinne, dass nach der Kntwickelung die Producte a.ntni, etc. durch 
die a,ii etc. ersetzt werden. Dieselbe cubische Fonu kann aber 
gleichmUssig auch durch 

(b,x, + bj.T, + b-,x,)\ (c,X| -f c,x, -4- c,xj)’, 
etc. ausgedrückt werden, weun man für die b,h,h,, c, c,c, , etc. eben- 
falls die a„|, etc. nach der Kntwickelung substituiert. Nun geht 
die Kegel zur Bildung von lnv.arianten von Aronhold dahin, dass 
man das Product einer Anzahl von Determinanten bilde, deren F.le- 
mente die Zeichen b,,b,, etc. sind, und nach der Multi- 

plication für die a, at oi, hm b„ 6p, etc. die Coefficienten a.u, etc. 
ansetze; so bildete er zuerst die Fundamental -Invariante N der 
ternären cubischen Form durch das Product der vier Determinanten 

I + a|6,c„ I ± 6,c,(/j, X + c, (/,«,. X ± d,a,b,. 

Nach der Caylev'schen Bezeichnung muss aber diese Invariante 
in der That durch das Symbol 123 . 234 . .341 . 412 bezeichnet werden. 
Denn nach dem Theoreme von den homogenen Functionen ist für 
eine Form u vom Grade n die Function 



von u selbst nur durch einen numerischen Factor verschieden, so 
dass für die Symbolform die o, nur durch 

d 

einen numerischen Factor von den DifFerentialeymboIen - - ver- 
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Bcliiedon sind; und somit dieselben fiesulbite erlialten werden 
railBSen, wenn wir mitCayley Determinanten ans den Elementen 

oder wenn wir mit Aronliold solche aus den a, bilden, ln 

dx, 

beiden Methoden wird auch von demselben Kunstgriff Gebrauch 
gemacht. Wenn mit dem Product einer Anzahl von Differential- 
syrabolen 

au der Function V operiert wird, so ist das Resultat eine lineare 
Function der Differentiale von U von einer der Zahl der Factoren 
gleichen Ordnung; wird also für eine Function der symbolische 
Ausdruck erfordert, welche Potenzen der Diff'crentialcoefficienten 
enthält, so bildet man nach Cayley zuerst mit verschiedenen Reihen 
von Veränderlichen eine Function wie 





und macht nach der Differentiation die Veränderlicheu identisch. 
Diess entspricht offenbar gennu den Aronhold’schen Reihen der 
6,, etc. Für den Beweis, dass jede Invariante in solcher Weise 
ausgedrückt werden kann, darf hier auf die Quellen verwiesen 
werden. 

4ü) S. 23t, Art. 222. Der Beweis für binäre Formen kann wie folgt 
geführt werden. Wir denken durch lineare Transformation die 
biquadratische Form in x' -|- Gnia''//* 4- übergeführt und be- 
merken zuerst, dass jede Invariante, welche für n> = 0 . verschwindet, 
auch für «• = + 1 verschwinden muss. Denn das Binom x' + i/* 

wird durch Ueberführung von x und y in x -f- ,y und x — y in 

x' + 6x*y* -|" //' "“4 durch die von x und y in x yi, x — yi 

in x' — Gx’y® + y' urageformt, so dass, wenn m ein Factor einer 

Invariante ist, auch (m’ — I) ein solcher sein muss und also die 
Invariante mit (m — m’) oder mit T theilbar wird. Ist dann eine 
Invariante in Function der allgemeinen Coefficienten o, b, c, d. e 
ausgedrückt, so muss sie, falls sie nicht für 6 = 0, c = 0, ci = o 
verschwindet, sieh auf eine Potenz von nc reducieren, weil sie eine 
symmetrische Function von a und e sein muss und nach dem Ge- 
setze vom gleichen Gewicht aller Glieder sich nicht auf die Form 
u‘ + c‘ reducieren kann. Ist nun der so bleibende Theil a*c*, so 
subtrahieren wir von der gegebenen Invariante iS* oder 


(ae — ibd + 3c*)*, 

so muss der Rest für 6 = 0, c = 0, d = 0 nothwendig verschwinden 
oder für die kanonische Form mit tn = 0 stets Null werden, er 
muss also nach dem Vorigen durch 2’ theilbar sein oder die Inva- 
riante muss von der Form S^-^-Tip sein. In derselben Weise 
zeigt man nun, dass <p von der Form 5*' -j- Ty» ist u. s. w. , so dass 
durch Wiederholung des Verfahrens die Invariante mittelst der 
Fundamental- Invarianten S und 2’ rational ausgedrückt werden 
kann. 

44) S. 239, Art. 226. In der ersten Ausgabe wurde diess durch directe 
Berechnung bewiesen und so die Werthe von S und T gebildet. 

45) S. 240 Art. 228. Vergl. Todhunter’s „Theory of Equations“ 
13. Kap., p. 104 f. Zu der hier gegebenen Darstellung der Re- 
duction auf die kanonische Form kann man vergleichen die Dar- 
stellungen derselben, welche Clebsch und Gundelfinger in Bd. 2, 
p. 382 und Bd. 6, p. 442 der „Mathemat. Annalen“ gegeben haben. 
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40) S. 248, Art. 233. Die Bchiefe Invariante der Functionen fünften 
Grades von Hermite ist ula Hesultante der kanoniachen Form 
ax'' -|- fci/^ + cz-’ mit x-{-y-\-e = 0 und threr Kanouizantc ahcxyz 
von der 18. Ordnung; denn die Substitution der drei Wurzeln der 
Letztem in die Erste und die Multiplication der Keaultate mit 
einander giebt 

a^h c* {h — c) (e — a) {« — h). 

Dieselbe ist vom Verfasser in den „Philosoph. Tranaactions“ von 
18&8, p. 4ü5 in vollatiludiger Berechnung mitgetheilt worden. Ihr 
Quadrat ist in den Fundaraeutal-lnvananten von der 4., 8. und 
12 Ordnung rational ausdrückbar. 

47) S. 2ü3, Art. 237. Vergleiche des Verfassers Abhandlung in „l’hilo- 
sophical Transactious“ 1858 p. 535. 

48) S. 257, Art 240. Für die übrigen Covni-ianten und Contravarianteii 
der in dieser Form geschriebenen Gleichung siehe „Philosophical 
Transactions“ iSCo, p. 252. Einige Bemerkungen über die Art der 
Bildung der Invarianten, etc. für die mit einer additiouellen mit 
den ursprünglichen durch eine lineare Relation verbundenen Va- 
riabein, findet man im 2. Bd. der „Annlyt. Geom. des Raumes“ in 
dem von den Invarianten der Flüchen dritter Ordnung handelnden 
Kapitel. 

43) S. 260, Art. 243. Zur allgemeinen Theorie der ternären cubischen 
Formen sind die Abhandlungen von Aronhold in den Bünden 33 
(p. 140) und .55 (p. 37) (18.50 und 1858) und Cayley's „Third 
and Seventh Memoirs ou Quautics“ in den „Philosophical Trans- 
actious“ von 1856 und 1861, und von Clebsch und Gordan )m 
1. Bd. der „Matliemat. Annalen“ p. 56, 1869, endlich von Gundel- 
fiuger im 4. Bd, derselben Annalen (p. Ul) zu Rathe zu ziehen. 
Wir verweisen auch auf Clebsch 's Anhaudlnug über eine Classe 
von Kliminutionsproblenien und zur Theorie der Polaren in Bd. 58 
von „Crelle’s Journal“ p. 273, besonders p. 284 und 291. 

Die Ausartungen der Curven dritter Ordnung — die aus Kegel- 
schnitt und Gerade bestehenden und die aus drei Geraden — sind 
von G o rdan und von Gundel finger in den „Matliemat. Annalen“ 
respective Bd. 3, ji. 631 und Bd. 4, p. 561 algebraisch behandelt 
worden. 


Zu Kap. VI. S. 2Gl-m 

S. 261, Art. 244 ist wesentlich Beitrag von Prof. Cayley. 

50) S. 278, Art. 256. Für die Theorie der Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung hat dem Verfasser ein Manuscript von Cayley zu 
(lebote gestanden. 

Plücker hat zuerst die Möglichkeit bemerkt, die Gleichung 
einer Curve vierter Ordnung auf die Form wx»z = V zu bringen; 
indem er aber als allgemeingflltig ausah, dass die sechs Be- 
rührungspunkte von je drei Doppeltangenten in einem Kegel- 
schnitt liegen, gelangte er zu einem irrigen Schluss über die Ge- 
sanimtzahr der Kegelschnitte, welche durch acht Berühmngspunkte 
von Do]ipoltangeuten hindurch gehen. Siehe „Theorie der alge- 
braischen Curven“ n. 245 f. 

51) S. 282, Art 260. Hesse „lieber die Doppeltangenten der Curven 
vierter Ordnung“ „Crelle’s Journal“ Bd. 59, p. 243 (1855), und vor- 
her Bd, 55, p. 83 und Bd. 49; Cayley ibid. Bd. 68, p. 176. 

52) S. 283, Art. 260. Eine von der Hesse'cchon abweichende Methode 
der Verbindung der Theorie der 28 Doppeltangenten mit der Geo- 
metrie von drei Dimensionen bat Geiser üu 1. Bd. der „Mathem. 
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Annalen“ p. 129 gegeben: Von einem Punkte 'der Fläche dritten 
Grades geht ein allgemeiner Berfdirungskegel vierter Ordnung an 
dieselbe, dessen 28 Doppeltangentialebenen aus der Tiuigential- 
ebene der Fläche ini Scheitel und den 27 Ebenen bestehen, welche 
ihn mit den 27 geraden Linien der Fläche verbinden. Vergleiche 
auch Hd, 72 von „Oelle's Journal“ 8])eciell hierzu p. S76. 

53) S. 287, Art. 263. Vergleiche seine Abhandlung „Ueber den gegen- 
seitigen Zusammenhang der 28 Doppeltangentcn einer allgemeinen 
Curve vierten Grades“ in den „Berliner Monatsberichten“ von 1861, 
I). 499. 

51), S. 296, Art. 270. Vergleiche jedoch ilie Noten von Brioschi und 
Cremoua in Bd. -1 der „Mathemat. Annalen“ p. 95 und p. 99. 
Die 16 Doppeltangenten der C'nrve erkennt man nach der Methode 
von Geiser durch die Voraussetzung, dass das Prcuectionscentrum 
in einer der 27 Geraden der Fläche liegt; der Durchstosspunkt 
derselben in der Projectioilaebeno i.st der Doppelpunkt, die Spuren 
der beiden Ebenen durch die Gerade, deren Kegelschnitte sie be- 
nlhren, geben die Tangenten der TJmrisscurve im Knotenpunkt; die 
Spuren der fünf dreifach berübrendeu Ebenen durch Clio Gerade 
und der Tangentialebene der Fläche im Projectionscentmm liefern 
die von ihm ausgehenden Tangenten der Ciirve. Die 16 von der 
'gewählten Geraden nicht geschnittenen Geraden <ler Fläche be- 
zeichnen durch ihre Bilder die Doppeltangenten der Umrisscurve. 
Siehe auch eine Ahhandlnng von Brill im 6. Bd. der „Mathemat. 
Annalen“ p. 66. 

55) S. 296, Art. 270. Vergleiche Casev's Abhandlung „Ün bicircular 
Quortics“ in den „Transactions of the Koyal Irish Academy“ Bd. 
24, p. 457 (1869), und Siebeck’s . lieber eine Gattung von Curven 
vierten Grades, welche mit den elliptischen Functionen Zusammen- 
hängen“ im 57. und 59. Bd. von „Crelle’s Journal“, p. 359 und 
173 respective (186<»). 

.56) S. 296, Art 270. Man sehe Chasles' „Aperyu historique“ p. 369 
der deutschen Ausgabe; (Jiietelet „Noiiveaux Mdmoirep de Bru- 
xelles“ Bd. 5; Caylcy im 1.5. Bd. von „Liouville’s Journal“ p. 354. 

57) 8. 298, Art. 272. In der That ward dieser von Dr, Hart her- 
nihreude Satz die Quelle für den allgeineineren des Art 271. Der 
für diesen gegebene Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem 
von Cayley in der Abhandlung „Un polyzomal Curves“ in den 
„Edinburgh Transactions“ für 1869 mitgetheilten. 

58) S. 300, Art. 274. Diess bewies Dr. Casey. 

59) S. 315, Art. 283. Vergleiche Stein er's „Geometrische Lehrsätze“ 
im Bd. 32 von „Crelle's .Tournal“ j>. 184 (1816). 

Dieser und die folgenden Artikel bis mit Art. 292, S. 324 wesent- 
lich nach einem Maniuscript von Cayley. 

60) S. 327, Art. 295. Diese Classe von Curven vierter Ordnung ist von 
Lüroth betrachtet .worden im Bd. 1 der „Mathemat. Annalen“ 
p. 37. Vergleiche die Abhandlung von Clebsch „lieber Curven 
vierter Ordnung“ im Bd 59, p. 125 V'on „Crelle’s Journal“. 

61) S. 335, Art. .303. Die Weiilie dieser und der beiden nächstfol- 
genden Invarianten sind von Walker für den Verfasser berechnet 
worden. 


Zu Kap. VII. S. B37 — .357. 

62) S. 340, Art. 306. Die Eigenschaften der Cycloide wurden während 
der ersten Hälfte des 17. Jahrh. von den hervorragendsten Mathe- 
matikern vielfach stndiert. Mersenue lenkte zuerst die Aufmerk- 
samkeit auf sie, aber auch Galilei scheint unabhängig ihre Ver- 
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zuiclmuiig erdacht zu haben, tialilei verglich, naclidem ca ihm 
nicht gelungen war, die Quadratur der Curve geometrisch zu eiit- 
wickcfii, ihre Flilche mit der des erzeugenden Kreises und kam 
zu dem Schluss, dass sie nahe aber nicht genau das Dreifache der 
Letzteren sei. Das Problem der Quadratur wurde dann durch 
Roberval lß;14 direct gelöst; die Methode der Tangentenbestim- 
niung durch Descartes, die Rectification durch Wren, die Evo- 
lute durch Hiiyphens und verschiedene andere wichtige Eigen- 
schaften durch Pascal entdeckt. 

C3) S. 34 ’i, Art. 307. Siehe Euler „De duplici geucsi Epicycloidum“ 
„Acta Petrop.“ 1784. 

64) S. 346, Art. 311, h. Man vergleiche die Abhandlungen von Cre- 
mona und Clebsch im Bd. (U von „Crelle's Journal“ p. Iii2 imd 
p. 1~24; dazu Siebeck „Ueber die Erzeugung der Curven dritter 
Classe und vierter Ordnung durch Bewegung eines Punktes“ ibid. 
Bd. 66, p. 314. Die Steiner'scheii Sätze findet man ini üa. Bd. 
desselben Journals p. 231. 

05) S. 347, Art. 312. Die Erfindung der Epicycloiden wird dom däni- 
schen Astronomen Hoemer beigelegt, der 1674 veranlasst war, 
diese Curven bei Untersuchung der besten Form der Zähne ge- 
zahnter Räder zu betrachten. Ihre Rectification wurde durch 
Newton im L Buche seiner „Principia“ Prop^^ 4U gegeben. 

06) S. 3 18. Art. .313. Siehe „Liouville's Journal“ Bd. la p. 15U. Ver- 
gleiche hierzu die Note von Uonnig im Qfi. BcTT von „Crelle's 
Journal“ p 52 unter Rücksicht auf die Schlussnotiz des liü. Bd. 
desselben Journals. 

67) S. 3.')1, Art. 31,5. Die hier angewendete Erläuterung rührt von 
I)r. Hart her. 

08) S. 3.52, Art 317. Die (Jleichgewichtsform eines biegsamen Fadens 
wurde zuerst von Galilei untersucht, der die Curve für eine 
Parabel ansah. Fliu deutscher Geometer Joachim Jungius zeigte 
1669 experimentell, dass diess ein Irrthum war; die wahre Form 
der Kcttenlinie entdeckte aber erst 1691 Jakob Bernoulli. Eine 
beachtenswerthe Arbeit von Wallace über dieselbe findet mau 
im LL Bd. der „Fldinburgh Transactions“ p. 625. 

69 ) S. 353, Art. 319. Siehe Bouguer in „Memoires de l’Academie“ 
1732, „Corrospondence sur l'^cole polyt.“ Bd. ^ p. 275; St. Lau- 
rent in „Gergonne's Annalen“ Bd. Ip, p. 145. 

70 ) S. 356, Art. 322. Vergleiche Cotes’ „Harmonia mensurarum“ 
p. 85 (1722). 

71 ) S. 357, Art. 323. Die logarithmische Spirale ist durch Descartes 
erdacht und einige ihrer Eigenschaften sind durch ihn entdeckt 
worden. Die im Texte hervorgehobeuen Sätze über die verschie- 
denen Arten der Selbst-Roproduction der Curve fand Jakob Ber- 
iiüulli und sie erregten seine Bewunderung. 


Zu Kap. VIII. S. 358—397. 

72) S. 3^ Art. 324, Es ist dir Steiner'sche Projection — vergleiche 
Steiuer „Systemat Entwickelung der Abhäng, geometr. Gestalten 
von einander“ (ls32j p. 251 f. — dazu Magnus’ vorhergegangeue 
Arbeit im 8. Bd. von „Crelie’s Journal“ p. 51_, sowie dessen Auf- 
gaben und Lehrsätze, p. 2211 f. Diese Construction wurde von 
Cremona in seiner ersten Abhandlung „Sülle Trasfonuazioni 
geometriche delle figure piane“ im 2. Bd. Serie) der „Mem. 
uelF Academia delle Scieuze delF Institute di Bologna“ (1863) 
verallgemeinert. (Siehe auch Note 76.) 
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721 ) S. 363 , Art. 3‘28. Vergleiche Hirst „Siill’ Inversioiie quadrica 
delle Curve piaiie“ ühersetsit von Cremona in Ild. 1 der .Aniiali 
di Matematica“, oder in Bd ^ p. 27S von „Dattaglini'B Oioruale“. 

73) S. 36:), Art. 330, L üer hier gegeheue Beweis dieses Shdner’schcu 
Satzes (vergl. „Kegelschnitte“ Art. ‘2'i2, 3 1 rührt von Ingram her. 

74) S. 3^1. Art. 3.30, IL Diess Beispiel ist entnommen aus einer Ah- 
hamllung von Stuhbs’ im 2iL Bde. des „Philosoph. Magazine“ p. IsL 

7.')) S. 3G7, Art. 33-2. Siehe „LiouviUe’s Journal“ Bd. I3j p. 200 . Ver- 
gleiche die allgemeinere Autlassiing in der Abbamlhmg von Klein 
und Lie im i» Bd. der „Mathemat. zVnnaleu“ j>. ^ hes. ji. HL 

TG) S. 370, Art. 334— .343. Man verdankt diese Theorie Cremona, 

• siehe die unter Note ^ angeführte AVihandluni' und deren Fort- 
setz.mig vom Jahre IGO.'i im ä. Bd. derselben 3lcmprie“. Beide 
Abhandlungen sind allgedruckt in „Battaglini's Oioruale“ Bd. Ij 
p. 30.3 und Bd. p. 20'.» und 3G3. 

Der wichtige Satz von der Summe der drei höchsten Ordnungs- 
zahlen der vielfachen Punkte iler Transformation ist wohl zuerst von 
Noether ausgesprochen und sofort auch zu derFolgerungdes.4rt. 343 
benutzt worden, dass jede Cremona’sche Transformation durch eine 
Ueihenfolg»!VOn quadratischen Transformationen ersetzt werden kann. 
Vgl. ilessen Abhandlung „lieber Flächen, welche Schaarcn rationaler 
Curveu besitzen“ im 3„ Bd. der „Mathemat. Annalen“ p. Dil (1870) 
und vorher (Januar) „Göttinger Nachrichten“, und verbinde damit 
die Note im ü. Bd. (i. G3.'>, welche auch den Text vervollständigt. 
Unabhängig und gleichzeitig ist derselbe Satz von Clifford ent- 
deckt worden, siehe CajTey’s Abhandlung „Ou the Rational 
Transformation between two spaces“ im 3. Bd. der „Proceedings 
of the London Mathomut .Society“ p. Ifil, wo auch in Art. 12 die 
Rediictionen für alle Fälle der Cremona’sclieii Transformationen bis 
init n = 8 mitgetheiltsiud. Später erschien ein Aufsatz von Hosaiies 
im 13. Bd. von „Crelle’s Journal“ p. OL dem die Literatur der Frage 
bis auf die grundlegende Arbeit von Cremona unbekannt geblieben 
war; er enthält denselben Satz mit selbständigem Beweis und 
überdiess den neuen Satz, da.ss die eindeutig umkehrbaren alge- 
braischen Transformationen iler Ebene nothwendig Cremona’sclie 
sein müssen. Zur allgemeinen Theorie «ler Creniona’scheii Trans- 
formationen vergleiche man auch Clebsch's Note im 4. Bd. der 
„Matheniat. Amialcu“ p. 4U0. 

77) S. .380, Art. .343. Diese Angabe rührt von Jung und Ar men ante 
her, siehe „Baltaghiii’s Oioniale“ Bd. L P- S3ä f. Sie ist uiefll 
erschöpfend, wie der Vergleich mit S. 41i lehren wird. 

78) S. 386, Art. 346. Vergleiciie Clebsch's Abhandlung: „Ueber die- 
jenigen Curven, deren Coordinaten elliptische Functionen eines 
Parameters sind“ in Bd. 61 von „Crelle's Journal“ ji. 2lii f. beson- 
ders p. 224 ■ Als Ilauptbeispiel dienen die Curven vierter Urdniiiig 
mit zwei Doppelpunkten p. 2.30—270. Vergleiche auch Note .39). 
Als eine Fortsetzung dieser Abhandlung istBriH's Arbeit „Uelier 
diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als hyperelliptische 
b'unctioneii eines Parameters ausdrücken lassen“ in Bd. G5i p. 2U9 
zu nennen — also Art. 311 betreffend. 

79) S. 397. Art. .330 -358. Die Darstellung folgte hier genau einem 
Manuscripte von Cuyloy und auch in den früheren Tneilen dieses 
Kapitels verdankt der Verfasser Vieles den Beiträgen dieses 
Oelehrtcn. 

Zu den hier hervorgehobencii Artikeln neunen wir die folgende 
Literatur; sie beginnt mit Chaslcs’ Abhnndliing „Betrachtungen 
über eine allgemeine Methode“ in den „Comptes rendus“ vom 
Sommer 1864, Bd. ^ p. 1167 und Bd. ^ p. L wo das Princip der 
Sal CD ou , llOhsre Curveu. 30 
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(-'orrpspondenz für die Punkte der f^eradliiiigen Reihe begründet, 
mul mit einer Abhandlung über Gurren, deren Punkte sich indivi- 
duell bestimmen ibid. Bd p. 5711 (IHC.G;, wo es auf Curven vom 
Geschlecht Null ausgedehnt ward. Um diese Zeit hatte sich 
Cay ley der Frage bemächtigt und gab gleichzeitig mit der vorigen 
in demselben Bande p. 5Sij in der Abhandlung über das Ent- 
sprechen bei Unicursalcunen schon die Modification des Gesetzes 
■ler Correspondenz, welche erforderlich ist, um es für Curven von 
allgemeinem Gesr-hlecht gültig zu machen; sodann aber (Mai lSß7) 
in der Abhandlung: „Second Memoir on tlie Curves which satisfy 
giveu conditions; thc Principlo of Correspoudence“, siehe ,Philo- 
sophioal Transactions“ Bd. 158. p. 145, reiche Anwendungen des 
Pnncips ^uf die Theorie der Curven, welche gegebenen Bedin- 
gungen genügen; später „Philosophical Trausactions“ Bd. u;i , 
p. 3(ill — 412 (1871) fügte er die Anwendung „On the Problem of 
the In- and Circumscribed Triangle (Poivgonj“ hinzu. 

Mit Uebergehung einer Anzahl von Anieiten, die sich auf jene 
stützen, heben wir die Abhandlung von Brill im E. Bd. der 
,jMatliemat. Annalen“ p. üd hervor, in welcher der allgemeine 
Correspondenzsatz bewiesen ist; wir verweisen auf denselben , da 
er leicht zugänglich ist. 

Für die Steiner'schen Polygone auf Curven dritter Ordnung und 
der Curven vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten vergleiche 
man insbesondere Clebsch im ßd. Bd. von „t'rulle's .loiimal“ und 
Ed. W'eyr ibid. Bd. 7^ p. 87j zu dem ersten auch Du re ge im 
17. Bd. der „Zeitschrilt f. Mathem.“ p. 4.'(.H. 

Zu Kap. IX. S. ;i98— 4,')2. 

80) S 40.3 , Art .4C.4. Siehe „Crelle’s Jounial“ Bd. 3^ p. Ü3 und für 
Curven vierter Ordnung ibid. Bd. 41, p. 285. Hie directe Losung 
bezeichuete zuerst Cay ley im 34. "Bd. desselben Journals, p. du. 

81) S. 412, Art 372 Der Vi'rfasser gab diese Methoile im October 
18.58 ira „Philosophical Magazine“ und im d. Bd. des „(Juarterly 
Journal“ p. 317. Vergleiche auch Abhandlungen von Cayley in 
„PhiloBophical Tninsactions“ Bd. 1411, p. lüd und Bd. 151 , p. 351 
(185U und 18C1). 

Wir erwähnen noch einer Abhandlung von Jacobi über die 
directe Bestimmung der Zaiil der Doppeltongentcn einer Curve 
n'" Ordnung im pJ. Bd. von „Ci’cUe's Journal“ p. 231 und der 
Vereinfachung, welche der Jacobi’schc Beweis durch Clebsch 
ibid. ßd. (53, p. 18ti erhalten hat. 

82) S. 411). Art. 374 Ich habe versucht, in gleicher Art die Doppel- 
taugeutenenrve für die Curve fünfter Ordnung zu bilden, indem 
ich für die Curve, deren Gleichung in Art. .313 gegeben ist, eine 
Covariante von <ler richtigen Ordnung und von der Beschatfeuheit 
aufstclltc, dass das absolute Glied verschwindet, wenn die Axe der 
X die gegebene Curve ein zweites mal berührt; wie denn z. B. 
für V = 4.Q — üif<t> die Functionen 

^ “ 

solche Cov.arianti'u der Ordnung nach sind. Es mag, obwohl der 
Versuch nicht gelang, doch vielleicht nützlich sein, die Werthe 
mitzutheilen, die für die Covariaulen erhalten wurden. Wenn wir, 
wie ohne Verlust an Allgemeinheit zulässig ist, c, und c, ver- 
schwinden lassen, so haben wir 
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Kio-c + </(*/) + — 4hc</,)x*-j- ä(2b’e, — bbed,) xi/ 

+ ä (fc'ft ~ bcd„) y' + (//'/■„ — 166cc, + 18c*>/,) x' 

4- — S'.lAce, — + 'Jbit,^ + 18c’(/,) x*y 

+ { — 6ic/| — 12&(/ge, + i'ibc^d, 4* ISc’fj 4" — IRcd,*) x'4-otc-i 

0 — 9 6« I (6' ,/„» 4- 6 6’ c« d,) 4- (4 fc‘(/„r,:4- 1 ä 6V«, — fi h'cd„d, — 57 ÖV </,) x 
4- (16' du«, 4“ 126’c*<, — 286’cd„d, 4" 8l6'c(/]' — .'t06*c’rf,) v 
4- {2b>d„f„ 4- 46* e„» 4- fi6’cVi 4- G6’cd„e, — 486*cd,^ — 1056»e-V, 

— 2106Vd„</, 4- 2ti<)6Vd,» 4- 3fi6c'rfj) x4 4- etc.} , 

0 = (i6[(6*(’„ 4" 46*cd|) 4- (6’/ö — 86’ce, — 386c*rf,| a: 

4- { 6y, - 26'cc, 4- 27 6» (d,» - d,d.) - 11 6c«d, j. y 
4- t — l-'6'tY| — t2b*d„i'i 4" 126 ’c„d| 4- fi6t'f, — lf>2bcd„d, 

-|- lf>n6cd,* — fic'd,) X* 4" |. 

Von den Ortisseii Uji, sind die ciuüi^'ou, welche von x 

lind y unabhängige Glieder enthalten U,, = 6*, ■= 6e, «o dass 

l'fir eine Function von der Forai 0 4-^ Wd’, ‘Ce wir darstellen 
durch 

A 4- -BoX 4- Biy 4- 6'„x' 4- etc- 


der Grad von ifi gleich 22 ist, und das absolute Glied in der Co- 
variiintc + etc. gleich 6*il„* -4- 44 6 cj4jB| und in der 

Covariantc U|, 4~ etc, gleich 26*C'o 4- •t26cB, ist. 


8.1) S. 420 , Art. 37.5. Vergleiche , Vorlesungen“ Art. ^ p. tä3 oder 
Heese’s „Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes“ 
2. Aull., p. 101. 

84) S. 421 , Art. :i75. Siehe auch Clebsch-Gordun’s „AbcFsche 
Functionen“ p. 02. 

S. 42:i, Art. 376. Steiner hat im ü lld. vou „Grollo's Journal“ 
p. 6j wo er diese Kelationen giebt, auch bemerkt, dass die Zahl 
der Ciirven des Ilüsehcls u 4* ü “* =• 6> welche Giirvcn des liüschels 
n4-tV = o osciilieroii, durch 


^ { l> + 8*) (g 4- + 2fi|tt' 4- 6} 


aiisgedrückt wird. Wir erinnern, dass wir in Art. Iü2 gesehen 
haben, wie die Bedingung für die Osciilation von zwei Curven aus 
der der gewöhnlichen Berührung durch die weiten- Fordenmg hor- 
vorgeht, dass für die beiden Curven das Verhilltniss i£ : den 

nämlichen Werth habe. 

85) S. 426. Art. .^ 811 . Die Hauptsät«; dieses Ab.sehnittcs sprach zuerst 
Steiner in einer der Berliner Akademie August 1848 gelesenen 
Abhandlung aus, welche im 17. Bd. von „CrelTe’s Joiirnar“ p. 1— ß 
wieder abgedruckt ward Die auf Curven dritter Ordnung bezüg- 
liche Theorie gab der Verfas.ser ohne von Steiner's Arbeit Kenntniss 
zu haben — er lernte sie erst durch den Abdruck in „Crelle’s 
Journal“ 1854 kennen — in der L Ausgabe dieses Werkes 1852. 

Die Entwickelungen der Art. 380 — .385 nach einem Manuscript 
von Guyley. 

8ß) S. 4.33, Art. 38i>. Vergleiche Traiison „Rcchcrches sur la coiirburc 
des lignes et des siirfaces“ im d, Bd. von „Liouville’s Journal“ (1841). 

Art. 38*1 und 381 nach einem Manuscript von Cayley. 

87) S. 4.37. Art. .389. Siehe „l’hilosoiihical Transactions“ Bd. 155. p. 545. 

88) S. 437 , Art 390. Vergleiche de Jonquiöres’ Arbeit in „Liou- 
ville’s Journal“ Bd. 0, p. 113 (1861). 

30 * 
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S9) S. I H7 , Art. '«H». Die»» hat Caylcy in «1er weiter unten ange- 
fülirten Arbeit bemerkt. Der Index i»t z. U. gleich N, wenn die 
nieiehmi)» die Coordiuaten einen paranietriscnen Punktee linear 
enthält, der eine ebene Curve von der Ordnung N durehläul^ 
während doch, so lange diese Curve nicht unicursal ist, die Glei- 
chung nicht ohne Erhöhung iles Grades zu einer algebraischen 
Function eines Parameters gemacht werden kann; dlgemeiner 
kann die Gleichung die t'oorainaten eines Punktes linear enthalten, 
d(!r einer Curve im Kaum von k Dimensionen angehört. 

t>D) S. 4H7. Art. .Htid. Die Abhandlungen von Chasles findet man in 
den «Coniptes rendiis“ von 1804— 18Ö7, Bd. ,'i8— 6.5. Vergl. Note 7‘Ji. 

91) S. IMS ■ Art. M9f). Eine Darstellung der Theorie gab Cremona 
im li. Bd. p. tia der »Annali di Matematica“; sie ist der deutschen 
Ausgabe seiner „Einleitung in die geometrische Tlieorie der ebenen 
Cnrvcn* beigefügt. 

9g) S. 44.5, Art .M90. Vcrglcichu Caylcy’s Note in „Comptes rcudus' 
Bd. 7^ n 708 (1872). 

93) S. 44.5, Art. 390 Vergleiche noch Zeuthen ibid. Bd. 75j p. 703 
un d 9.5 0. 

91) Maillard’s Doetorats-These über die Svsteme von Curven dritter 
Ordnung erschien 1871 (Paris); Zeutlien veröft’entUchte seine 
Untersuchungen hierüber in „Comiites rendus“ Bd. 74, p. .521, 004, 
720; und analoge über Curvensysb-me vierter Ordnung ioid. Bd. T!^ 
II. 703, 9.50. 

9.5) rS. 449. Art. 3.39. Zcuthen's Untersuchungen über Kegelschnitte, 
welche vier Bedingungen genügen, findet man in den „Noiivelles 
Annales de Mathem.“ von 1800. 

Cayley hat die Unb’rsuchungeii von Cha-sles, Zeuthen und de 
.lonquieres mit seinen eigenen dargestellt in der Abhandlung „On the 
Curves which satisfy given conditions“ im 158, Bd. der „lOiilosoph. 
Transactions“ p. Ih. Clelisch hat iiu 0. Bd. der „Mathemat. 
Annalen“ p. 1 einen Beitrag zur Theorie der Charakteristiken ge- 
geben, auf den wir verweisen. 

96) S. 4.52. Art 400. Die Arbeit von de Jonquiisres über die viel- 
fachen Berührungen findet man im 00. Bd. von „Crelle's .lournal“ 
p. ‘.*89 Dazu sind zu studieren die algebraischen Unt4‘r8uchungen 
von Brill in Bd. 4 der „Mathemat. Annalen“ p. .527 und vorhe- 
p. 510. 
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üpbcr den Inhalt der Note ,Ueher die alffehraiaehcn Functionen 
und ihre AnwcndunR in der Oi-ometrii'“ von Hrill und Noether 
in „Göttinger Nwdir.“ 1873, p. 116. (Nach einer hrieflicheu Mit- 
theiliing von Herrn Noethcr unter Anpassung der Terminologie 
an den vorstehenden Text.) 

In dieser kurz vor dem Krscheinen der Originalausgahe dieses 
Werks veri)ffentlicht<'n Note sind die Verfasser durch ähnliche Be- 
trachtungen wie sie na<’h Art. 1.59 f. Sylvester liher die R<>ste von 
Schnittpnnktsyst4'men auf Curven dritt<T Ordnung angestellt hat, zum 
Beweis von allgemeinen algebraischen Sätzen gelangt, die bisher nur 
durch AbeFsche Functionen bewiesen werden konnten. 

Den Ausgangspunkt bildet dab(ü ein dem Satz des Art. 160 ent- 
sprechender i^tz über Punktsysteme auf einer algebraischen Curvo 
n“’ Ordnung / — 0 mit beliebigen doppelten und vielfachen Punkten. 
Als Schnitteurven werden nur solche betrachtet, welche durch jeden 
»fachen Punkt von /" = 0 (»' — l)fach hindnrehgehen. Solche Curven 
nii'igen „/'adj u ngierte“ genannt werden. Wenn nun die DeKnitionen 
des Art. 1.59 über Restgruppen und beigeordnetc Kesfgruppen (resi- 
duale und coresiduale Gruppen) auch für /" = 0 gelten, sodass nur r< 
und ß zusammen den vollständigen Schnitt einer f adjungierten C'urve 
mit /■*= ü ausmachen, so gilt der Satz dos Art. 160 auch für f =- 0 
(„Aequivalenzsatz“ der Note ». Denn wie dort kann UfUr in die Form 

A. u, + n.f 

gesetzt werden, wo A = 0, B = ü die Gleichungen von zwei Curven 
sind.*) 

Da durch diesen Satz der Begriff der beigeordneten Restgruppen 
von dem besondern Rest unabhängig gemacht wird, in Bezug auf 
welchen die Gruprien als beigeordnet erkannt worden sind, so sclieidet 
derselbe aus vollständigen Schnittpunktsvstemen Punktgruppen als 
selbständige Gebilde aus, die unter Umständen noch direcbi'r durch 
eine noch nähere Beziehung zur Curve definiert werden können. Wir 
beti'achten nun solche ,B]ieciclle“ Punktgruppen. 

Unter den f adjungierten Curven spielen die Curven (»i — 3)'"' 
Ordnung C,_j eine hervorragende Bolle. So werden z. B. Punktoruppen 
auf f, (He durch C,_i ausgi'schnilte'n werden, bei rationaler Transfor- 
mation von f in eine (’iirve /" von der Ordnung n in solche Punkt- 
gruppen von Z' übergefflhrt, die wiederum durch f adjuiigiert« Curven 
aus dieser ausgeschnitten werden — auf Gruml gewisser Inva- 
rianten-Kigenschaften der adjungierten 


•) Diese für den Fall, dass Vp. Vr, V, durch die singulären Punkte 
von f = nicht hindurchgeheu, bekannte Darstellung Ideibt auch be- 
stehen (Noethor in „Göttinger Nachr.“ 1872, p. 490), wenn If, = 0in 
jedem »fachen Punkte von 0, in welchem VpU, einen A'fachen 
Punkt hat, höchstens einen (* — »‘ -j- l)fachen Punkt besitzt, was hier 
wo^fc = 2 (» — 1) der Fall ist. 


Digilized by Google 


470 


Während sodann für alle f ad.jnngiorten Cnrven höherer Ordnunp 
das Schnittpunktsystem so hesuhaft'en ist, dass für J) als das Geschleehl 
von f im Allgemeinen J) Schnittpunkte durch die übrigen ^bestimmt 
sind, sind es für adjungierte C',_j erst D — 1 durch die übrigen, oder 
sogar sowohl bei spcciellen f als bei speciellen C',_s, die der allge- 
meinen Curve f adjungiert sind, weniger als I) — 1 Punkte durch 
die übrigen. 

Z. B. die adjungierte Curve C„_j für eine Curve von der 
sechsten Ordnung mit fünf Doppelpunkten, also = 5 ist eine Cj, 
von welcher vier Punkte durch die Doppelpunkte und durch eine 
Gruppe Gt von vier beliebigen weiteren Punkten bestimmt sind. Nimmt 
man aber diese Gruppe G, auf /i so iui, dass durch sie noch einfach 
unendlich viele (oo') adjungierte C, gehen, so giebt es oo' Kestgruppeu 
f 4 zu einer solchen Gruppe. 

Diese Gruppen f, haben nach einem Satze von Hie mann 
(„Abel’Bche Functionen“ § 5), der von Koch t„Crellc's .loimiul“ Bd. 61, 
p. 372) auf dem von Kiemaun angegebenen Wege allgemein bewiesen 
ist, und den die oben genannte Note algebraisch beweist (siehe p. 125 f.), 
die Eigenschaft, dass jede von ihnen mit den Doppelpunkten zusammen 
wiederum die Basispunkte eines Büschels von C, liefert, dass also zu 
jeder von ihnen eine einfach unendliche Aiizalil — und zwar nach 
dem Acq^uivalenzsatz dieselbe für alle T, — von Gruppen Of gehört. 

Der bezeichnete Satz lautet allgemein so: Schneidet eine/" ad- 
jungierte Curve aus f eine Gruppe 6’» von M Punkten 

aus, deren Best gruppen Tjv von je N =2 (/I — 1) — JtfPunkten 
eine oc’ Schaar für 

bilden, so sind umgekehrt <lio Kestgruppen jeder solchen 
Griijipe r» eine c»' Schaar von Gruppen G* für 

r=((-(iV— Jl+1) 

oder 

M N = ‘X (1) — 1), M — A' = 2 (r — (j). 

Die Beweise der vorhergehenden Sätze sind von der besonderen 
Gestalt der Curve f, so lange sie nicht zertallt, ganz unabhängig; sie 
setzen selfist nicht nothwendig voraus, dass die Curve keine andern 
Singularitäten als doppelte und vielfache Punkte besitzt, weil mau 
eine Curve mit höhern Singularitäten durch eine rationale Transfor- 
mation, deren Fundamentalpunkte in die singulären Punkte gelegt 
sind, in eine Curve mit gewöhnlichen Singularitäten transformieren 
und die höheren durch das definieren kann . was ihnen in derselben 
entspricht. (Siehe Noether in „Göttinger Nachr.“ 1S7I, p. 267; man 
kommt zu denselben Resultaten wie nacli den Cayley’schen Defini- 
tionen in Art. 58.1 Hieraus folgt, dass die obigen Sätze noch für 
Curven mit beliebig speciellen Modidn gelten; ebenso der Zusatz 
zu dom letzten derselVion, welcher in Verbindung mit dem oben 
erwähnten Transformationssatz über die Curven C„_j den Geschlechts- 
satz liefert, dass es immer oo*^' adjungierte Curven C„_j 
giebt. 

Die in dem obigen Satze vorkommenden Gruppen Gm oder f.v sind 
für sich definierbar und algebraisch bestimmbar. Man kann z. B. für 
eine Curve siebenter Ordnung f mit « = 6 die spcciellen po‘ Gruppen 
G, von jo vier Punkten, durch welche noch je oo’ adjungierte C 4 
gelegt werden können, auf algebraischem Wege finden (Brill in Bd. 6, 

F . 62 der „Mathemat, Annalen“); man kann ebenso die 00 * Gruppen 
4 von je sechs Punkten ermitteln, durch welche noch 00 ' Curven C 4 
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S ehen (Brill ihid. Btl. i). 471). Die hciilen I’rohleme werden aber 
urch den Satz auf einiindi*r zuriiekgeführt. 

Wendet man die angegebenen oc* Curven zur Transformation 
von f an, so wird aie in <-ine Curve sechster Ordnung mit vier Doppel- 
punkten ubergeführt, während nach Art. .34, '» eine Norinalcurve siebenter 
•Jrdnung erhalten würde. 

Auf ähnliche Weise kann man mittelst Transformation durch spe- 
cielle 6'„_j im Allgemeinen die Ciirve vom Oeschleeht /> für 

3 (»• +!)>/> ^3i 

in eine Cnrve von der Ordnung (7) — i -f- 2) überführen. 
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1 1 Zeile 1 1 V. o. lies i , statt f,. , 

12 „ 3 V. u. lies statt a,j p|k =* «i‘Si + 

statt p lijk = "!"■ 

13 „ 11 V. o. lies = fix. statt fix,. 

13 „ 14 V. o. lies h,' statt /u’. 

13 „ 11 V. u. lies statt fi'. 

1(1 „ 17 V. u. lies S — A'Äf' = 0 statt S' — ki>' = 0. 

10 „ 10 V. u. lies welcher statt welchen. 

10 , 13 V. u. lies Kegel- statt Kugel-. 

37 „ 8—10 V. o. streiche die Worte: Mau — aniiehmen. 

41 „ 8 V. o. lies h statt b. 

83 , 4 V. o. lies Art. 348 statt 342. 

07 „ 13 V. o. lies af* statt cf^ und 2 c* statt 2 c*. 

102, 110, 117, 118 müssen die Niimuiern der Kigiiren statt 
21—27 vielmehr heisseu 27, 28, 20, 30 respeetive. 
lo.'j „ 10 V. u. lies 04A',*+ 27u*A', X,* = 0. 

100 „ 0 V. 11. lies 27A.S’*jj* = Ö’ statt 27 A*. 

123 „ 7 V. 11. lies 110 statt 114. 

130 „ 7 V. u. lies Geraden aus 0. 

1.04 „ 2 V. o. lies keinen shitt keine. 

15.') „ 18 V. o. lies 140 statt 118. 

171 n 0 V. o. lies Art. 150 statt 50. 

170 „ 0 V. o. lies sie statt ihn. 

248 , 4 V. o, fehlt hinter ist die verweisende Zitier *'■•)■ 

258 „ 3 11. 0 V. u. in der letzten Reihe der Determinante 

setze satt r und c respective in und m. 

204 „ 0 V. o. lies statt bx^ff. 

272 „ 17 V. 11. lies 252 statt 253. 

325 , 0 V. u. lieg statt ,S„f. 

331 „ 3 V. o. Die Coel'ticienten der drei letzten Glieder 

heissen respective Gf, Cf/, O/i statt 0. 

330 „ 5 V. u. lies Gtterale statt lineare. 

353 „ 14 V. o. streiche das Zeichen =. 

301 „ 0 V. II. fehlt die Artikel-Nummer 327. Auf Seite 

302 — 304 folgen daun 328—330 statt. 327—320. 
380 „ 4 V. 0. am Knde lies — b, statt — hj. 

382 , 1 V. 11. am Knde lies x,x, statt. x,x,. 

384 „ 15 V. u. lies 334 statt 335. 

410 „ 2 V. o. lies im letzten Glied n statt p'. 

415 „ 12 V. u. Ges »I statt p. 

418 „ 2 V. o. lies denselben. 
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